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1 Introducao

A programacao inteira é um caso especifico de problemas de programagcao
linear em que a solucao 6tima sé apresenta um significado prético se for um
nuimero inteiro. Tal problema pode ser colocado da seguinte forma:

max z (1)
s.a cx—z=0 (2)
Az <b (3)

x>0 (4)

x; inteiro (5)

Onde:

e A é uma matriz m x n,

e ¢ é um vetor linha de dimensao n,

e b é um vetor linha de dimensao m,

e r é um vetor coluna de dimensao n de variaveis de decisao,

O presente trabalho ira discutir meios de obter a solugao 6tima para um
problema de programagao inteira a partir da solugao do problema linear relaxado
(sem a condigao de integralidade).

2 Meétodo Branch and Bound

O método de Branch and Bound é um método de busca em &rvore que
numera os pontos inteiros implicitamente, desde que haja uma quantidade finita
deles, descartando os infactiveis e sempre acompanhando as solugoes factiveis e
os melhores valores para a funcao objetivo.

Considere o problema de maximizagao (1)-(5). O espago das solugoes

S={z:cx—2z=0,Ax < b,z >0, inteiro } (6)

é particionado (ou ramificado) em sub-espagos

S'={a':ca’ —2=0,A2" <b,a* > 0,2’ inteiro } (7)

para eliminar as partes que espago que nao sao factiveis para o problema inteiro.
Assim, a colegao resultante de sub-problemas define cada ponto inteiro factivel.
O valor 6timo da funcdo objetivo z'para cada sub-problema i criado determina
um limitante superior para o valor da fungao objetivo

Z = max z; (8)

do problema original. Cada um dos sub-problemas criados sao resolvidos: se a
solugao de um deles nao é inteira serd necessario ramifica-lo. A solugao 6tima é



alcancada quando o subproblema que apresenta que apresenta o maior limitante
superior para o valor de z retorna uma solucao inteira. Representamos em uma
arvore esse procedimento de ramificacao. Os nods da arvore representam cada
um dos sub-problemas e os nimeros associados a eles representam a ordem em
que sao analisados de acordo com o limitante superior.

Seja ,

xf =y, ..,z (9)

a solucao 6tima do problema linear sem as condigoes de integralidade e supo-
nhamos que os valores de =7 nao sejam inteiros. Sem perda de generalidade,
podemos escolher x] como o comeco da arvore de busca. Seja, ainda,

[27] (10)

[7] (11)

o piso e o teto de =7 respectivamente. Entao criamos dois novo problemas: um
deles adicionando ao conjunto de restrigoes a desigualdade:

x] < |27 (12)

E um outro adicionando a desigualdade:

xi > [x]] (13)

Resolvendo cada um desses problemas a arvore de busca serd ramificada
com a criagaoo de duas novas folhas, uma contendo a solugdao 6tima z; e ou-
tra contendo a solucao 6tima zs associadas a cada um dos respectivos novos
problemas.

Se a solucao 6tima obtida em algum desses problemas for inteira em todas
as varidveis e o valor da fungao objetivo for melhor (no nosso caso, maior, ja que
temos um problema de maximizagao) entao esse serd o 6timo que procuravamos.
Caso contrario, devemos fazer uma nova partigao a partir da varidvel que nao
tiver retornado um valor inteiro, até que todas as varidveis assumam valores
inteiros.

Se o problema original é limitado, temos a garantia de que a arvore desenvol-
vida serd finita, desde que cada né ¢ de cada particao exija que uma dicotomia
seja escolhida quando z; nao é inteiro.

2.1 Variaveis Binarias

O problema linear inteiro analisado anteriormente também aparece em al-
guns casos com uma variacao: as variaveis de decisao devem assumir valores
bindrios (0 ou 1). Para resolvé-lo, o mesmo raciocionio de ramificagdo é uti-
lizado. O problema linear relaxado é resolvido e, a partir da solugao obtida,
novos subproblemas sao criados adicionando as restri¢oes x; = 1 ou z; = 0.



3 Método Branch and Cut

Esse método é uma generalizagao do método de branch and bound, uma vez
que é contruido com a mesma légica de branch and bound com a adi¢ao de
varios cortes gerados e impostos em cada um dos nds da arvore de ramificacao.
Fazendo isso, esse método consegue um limitante mais exato para o né antes de
ramificd-lo e podéd-lo. Algumas das técnicas usadas para gerar esses cortes sdo:
arredondamento, disjungao e levatamento.

Na primeira delas (rounding), um limitante superior fracionério sobre uma
variavel inteira é arredondado para baixo e um limitante inferior fracionario é
arredondando para cima. Essa técnica é usada na reducdo do maior valor comum
(do inglés CGD - greatest common divisor), na qual a restri¢do é dividida pelo
maior divisor comum inteiro dos coeficientes das varidveis e depois os novos
coeficientes sao arredondados usando essa légica. Ou seja, a restrigao

Zaj*acj <b (14)

¢ dividida por ¢ = max a; e, arredondando para baixo, obtemos o corte:

S 1%y < |2 (15)

Esse tipo de corte é muito fraco. Para gerar cortes mais fortes, precisa-se
de informagoes adicionais sobre a estrutura do problema. Esses cortes sao cha-
mados de cortes de arredondamento inteiro misto (mixed integer rounding cuts,
do inglés), que sdo cortes gerados por conjuntos envolvendo varidveis inteiras
mistas. Como exemplo, podemos citar o Corte de Gomory

J4 a técnica de disjungao (disjunction) é mais utilizada para construir cortes
em problemas que involvem tanto varidveis continuas quanto varidveis inteiras.

Seja x; uma varidvel fraciondria. Partimos a regiao factivel em dois conjuntos
separados adicionando umas das duas restricoes abaixo:

CHEEH (16)

ou

ay = [a7] (17)

Cada uma dessas duas regides é factivel para o problema original. Para
combinar as duas regioes, aplicamos o método da disjungao para unir os dois
conjuntos disjuntos. Com esse método, escolhemos dois pontos, um deles pas-
sando por =} = |x}] e outro passando por z} = |z} ], unimos esses dois pontos
por uma reta e determinando o sinal desigualdade de acordo com a factibilidade
obtemos o corte disjunto. Esse corte é valido para o problema inteiro original
porque todas o conjunto das solugoes inteiras factiveis para o problema nao é
alterado.

Finalmente, o método de levantamento (lifting) é usado principalmente para
problemas com varidveis bindrias, e pode ser usado de duas maneiras: em uma
delas, conhecida como levantamento sequencial, os coeficientes do corte sao esti-
mados um por um em uma sequencia independente de levantamento; na outra,
esses coeficientessao estimados simultaneamente.



3.1 Corte Fracionario de Gomory

Suponha que o 6timo de um problema linear contenha um valor fracionario
de alguma variavel basica na linha r, ou seja:

zp, + Z Ay = by, (18)
keJ

onde J é o conjunto de indices das varidveis nao bésicas.
Essa equacao pode ser usada para obter o corte fracionario de Gomory dado
por:

Z frk:xk: Z frO (19)
keJ
onde
frk = arg — [ark] >0 (20)
e
fro="br—[b] >0 (21)

3.2 Corte de Chvatal-Gomory

O corte de Gomory apresentado anteriormente é derivado da atualizacao dos
coeficientes a; do tableau étimo do método simplex. Para encontrar o mesmo
corte fracional mas em termos das varidveis e coeficientes originais, basta usar
a relacao:

a;=B'a; (22)

onde B! é o inverso da base 6tima B, que pode ser extraida do tableau 6timo
do simplex. Se o tableau inicial usa as varidveis de folga como as varidveis
bésicas, entao os coeficientes associados a elas formam uma matriz identidade
e, assim, temos a matriz atualizada B~'I = B~!. Esse resultado sugere que
podemos encontrar B~! das colunas alocadas abaixo das varidveis bésicas no
tableau correspondente sem calculos adicionais.

Considere os multiplicadores v > 0 e o poliedro

P= x:Zajxjgb,mZO (23)
J

definidos para o problema inteiro. Entao a desigualdade:

ZuTajxj <u'bh (24)
J



é valida para P pois u > 0, Zj a;jz; < bex >0. Arredondando para baixo os
coeficientes néo inteiros do lado esquerdo da equagao (24), obtemos a desigual-
dade valida:

Z luTaj|z; <u'b (25)

J
O lado direito da equagdo (25) pode ser arredondado um pouco mais, uma
vez que x; é nao negativo, resultando em:

ZLUT%J%‘ < |u”b] (26)

A equagao (26), definida Vu, gera uma desigualdade valida para um problema
inteiro puro.

4 Cortes para Problemas Inteiros Mistos

Na maioria das vezes, precisamos que apenas um grupo das varidveis de
decisao retornem um resultado inteiro: temos, entao, um problema de pro-
gramagcao inteira mista, que pode ser de forma geral dado por:

max z (27)
s.a cx+dy—z=0 (28)
Ax < by (29)

Gy < by (30)

2,y >0 (31)

x; inteiro (32)

4.1 Corte de Gomory para Problema Inteiro Misto

Se temos o problema inteiro misto apresentado nas equagoes (27)-(32) e o
o6timo do problema linear contém uma varidvel basica inteira com valor fra-
cionario na linha r, entao a linha r é selecionada para gerar um corte inteiro
misto. Considere a linha gerada sendo:

> Gy + Y arkry < by (33)
J k

As variaveis continuas y; sao particionadas em dois casos: um com os coefi-
cientes positivos e outro com os coeficientes negativos. As varidveis inteiras
também sao particionadas em dois casos: um com

frk < frO (34)

e outro com



frlc > f'rO (35)

onde f.r e fro sdo dados pelas equagoes (20) e (21), respectivamente. Entao, o
corte pode ser gerado por:

T 1- T
oGyt D>, Gyt Y, ferkt Y fo(_ffk)xk > fro (36)
3:973>0 3:975<0 i frk < fro K frie> fro o0
4.2 Corte de Arredondamento para Problema Inteiro Misto

Considere o problema linear inteiro misto dado pelas equagoes (27)-(32). A
desigualdade:

Y
<|b| + ——
x < |b]+ - (37)
¢é valida para o casco convexo de
S={(z,y):x—y <b, z,y >0, x inteiro} (38)

onde f =b— |b]
4.3 Corte gerado pelo problema da mochila - Knapsack

Cover

Considere a restricao do problema da mochila:

K=qze(0,1)":) ajz;<b a;>0,b>0 (39)
J

Qualquer coeficiente nao negativo pode ser convertido em um positivo subs-
tituindo x; por:

x; =1-ux (40)

Um conjunto C' é uma cobertura se:

> a;>b (41)

jec

A cobertura é chamada de minimal se:

a; >y a;—b>0 (42)
jec



Entao, se C C N é uma cobertura de K e |C| é o nimero de elementos em
C, a desigualdade de cobertura:

Say<o]-1 (43)

jeC

é vélida para K.
Além disso, a cobertura minimal definida pela equagao (43) define uma faceta
do casco convexo de K.:

K.=Kn{z:z;=0, j€ N/C} (44)

4.4 Corte gerado pelo problema da mochila - Lifted Knap-
sack Cover

Considere o conjunto K definido na equagao (39). Seja M um subconjunto
de N. Suponha que temos a desigualdade

> mzy < mo (45)

JjEM

valida para

Kc=Kn{z:2;=0, j€ N/M} (46)

Temos entao um problema em que queremos encontrar os coeficientes de
levantamento m; tais que:

> mzy <o (47)
JEN
seja valida para K.

Usando o método do levantamento sequencial, os coeficientes 7; sao obtidos
um a um. Um dado coeficiente mj, é calculado de modo que a desigualdade:

Zﬂ'jl‘j—l-ﬂ'kmkgﬂo (48)
jeEM

seja vélida para K sk}

4.5 Desigualdade de Cobertura GUB - Generalized Up-
per Bound

Esse tipo de desigualdade é obtido a partir do seguinte conjunto:

S=ye 0DV :> am; <b > <1, QiNQ;=¢Vi#j U Q=N ;3 (49)
J

JEQ:



Um corte forte é dado por:

> yi<J (50)

jecC

onde C' é uma cobertura definida por dois elementos de C' que pertencem ao
mesmo Q;.

5 Meétodo Branch and Price

O método de branch and price é construido a partir do método de branch
and cut, através da geragao de colunas na arvore do branch and cut antes da
ramificagdo, a qual ocorre quando mais nenhuma coluna proveitosa (que reduza
o valor da fungdo objetivo) pode ser encontrada e quando a solucao do problema
linear nao satisfaz as condicoes de integralidade.

5.1 Geracao de Colunas

Tal abordagem é usada quando a relaxagao do problema linear contém mui-
tas colunas (ou seja, muitas varidveis) para tratar explicita e simultaneamente.
Assim, obtemos uma versao menor do problema original, que contém apenas um
subconjunto de colunas (normalmente associadas as varidveis bésicas) que sao
mantidas e atualizadas. Como a maioria das colunas ira ter a variavel correspon-
dente a ela igual a zero, somente as colunas vantajosas (associadas as varidveis
nao-bésicas) sdo geradas e adicionadas ao problema original para melhorar a
solugao atual.

Semelhantemente a Decomposicao de Dantzig- Wolfe, o problema é represen-
tado pelo método simplex do tableau revisado, que contém a base inversa e as
solugoes primal e dual. Entao essa tultima é utilizada para atualizar a fungao
objetivo de um subproblema, que é resolvido para determinar se a solugao do
problema linear é étima e identificar uma coluna pivo para entrar na base me-
lhorando o valor da solugao caso ela ainda nao seja étima.

Se o 6timo encontrado satisfaz as condigoes de integralidade, entao um limi-
tante inferior é encontrado. Caso contrario, o valor étimo fracionario pode ser
utilizado como um limitante superior e, entdo, uma ramificacado deve ser feita.

5.2 Decomposicao de Dantizig-Wolfe

Essa decomposicao utiliza o teorema de combinagao convexa: um ponto y
estd em um poliedro

X={z:Az=0b,2 >0} (51)

convexo fechado e limitado se e somente se ele pode ser escrito como combinagao
convexa dos pontos extremos x; desse poliedro, ou seja:

yzz)\i*zi (52)



A\ >0 (53)

dai=1 (54)

Para a geragao de colunas, vamos considerar que a solugao inicial basica z g,
a base B e os coeficientes associados as varidveis bdsicas cg sdo conhecidos.
Considere também os multiplicadores do simplex associados a essa base: m =
cgB~!. Para melhorar a solucdo factivel bésica, as colunas correspondentes
as varidveis nao bésicas sdo superestimadas ("price out’, do inglés) através da
formacao do custo dos coeficientes: ¢; = ¢; — 7 * a;. Se min ¢; = ¢, < 0, entao
a solugao atual pode ser melhorada se acrescentarmos s variavel xs a base com
o uso do pivoteamento.

De modo mais geral, podemos escolher qual coluna deve entrar na base
resolvendo o subproblema:s:

min c(a;) — 7 * a; (55)

onde ¢(a;) é o custo ¢ em fungéo de a;.
Sendo 7 = (1, my) os multiplicadores correspondentes as restri¢oes

> a\i=b (56)

doa=1 (57)

J

respectivamente, podemos utilizar o algoritmo descrito a seguir para o desen-
volvimento do método:
Passo 1: Usando os multiplicadores simplex 1, resolver os subproblemas:

min (Ci - 7T10,Z‘)1‘i (58)
S.a Bixi = bi (59)
>0 (60)

0

i

e obter as solugoes z;(m) e o valor 6timo da fungéo objetivo z
Passo 2: Calcular:

min fj = Z z? — T (61)

Se min fj > 0, parar: a solugao otima é:

2V = Z At (62)

j basico



Passo 3: Se min fj < 0, gerar a coluna:

. { > ailxz'(m) ] (63)

e, usando opivoteamento, obter a nova base inversa e o novo vetor de multipli-
cadores.
Voltar para o passo 1 e repetir.
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