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RESUMO

Neste trabalho vamos abordar problemas de quadrados minimos lineares, alguns
métodos de resolucdo (fatoracdo de Cholesky e de Householder) e suas aplicagdes em
deformagdes de imagem, tais como deformagdes de similaridade e deformagdes rigidas.

1. INTRODUGAO

O método dos Quadrados Minimos Lineares ¢ uma das técnicas de aproximagao
mais populares. Isto se deve a sua simplicidade e ao fato de que ao aplicarmos este
método a, por exemplo, medidas fisicas, reduzimos o erro associado as medidas, pois,
geralmente, o nimero de pontos que serdo aproximados pela fungdo aproximante ¢
muito maior que o numero de subfungdes que a compdem. Uma de suas grandes
aplicacdes ¢ na deformacgdo de imagens [3]. Este problema ¢ amplamente estudado
devido a seu uso, por exemplo, em imageamente médico [5] e animacao [2].

A aproximacdo por quadrados minimos envolve a minimizacdo de uma fungao
que ¢ a soma das distancias dos pontos a serem aproximados aos valores das medidas
nos pontos.

Conhecendo as subfungdes que compdem a funcdo aproximante, nos resta
descobrir 0 “peso” que cada uma destas subfunc¢des tem. E possivel montar um sistema
linear utilizando os pontos a serem aproximados e as subfung¢des para encontrar o valor
desses pesos, porém como o numero de pontos geralmente ¢ muito maior que o de
subfungdes, ¢ provavel que o sistema ndo tenha solucdo. Dai a necessidade de
utilizarmos algum método mais elaborado para a resolu¢ao do problema.

Um dos métodos ¢ a construgcdo de equagdes normais, que nos dd um sistema
linear quadrado e simétrico, ao qual podemos aplicar a fatoracdo de Cholesky e obter a
solucao.

Porém, em geral, este método ndo ¢ o mais indicado, devido aos possiveis erros
de arredondamento e condionamento na construgdo do sistema normal. Uma outra
maneira de se tratar o problema ¢ através de fatoragdes ortogonais, que gera um sistema
linear triangular. Uma das formas de se obter esta ortogonalizacdo ¢ através da fatoragdo
de Householder.

Deformagdes de imagens, por sua vez, também podem ser tratadas de vérias
maneiras; deformacao de similaridade e deformagao rigida sao algumas delas, que como
serd mostrado a seguir, através de experimentos, obtém as deformacgdes esperadas.



2. Quadrados Minimos Lineares

O problema de quadrados minimos lineares pode ser descrito, de uma forma
geral, por:

Minimizar%HAx—sz (1)

onde A=[alj],A€|Rmm, az'j'=gj(ti)’ beR", b=f<ti): g; ¢ f(ti) sdo
medidas, geralmente experimentais, nos pontos ¢, Em geral, m>>n.

O problema (1) pode ser resolvido de varias maneiras. Sabemos que x* solucao
de (1) ¢ também solu¢do do problema

Minimizar% | Ax—b|f.

Definindo ¢ (x)=%||Ax — b||§=15xTAT Ax—bTAx-i-%bTb , entio
Vp(x)=A4"Ax— A" b; igualando o gradiente a zero obtemos o sistema linear
normal

A" Ax=A"b, (2)

conforme descrito em [1,4] por exemplo. Se as colunas de A s3o linearmente
independentes, isto &, posto(A) = n, a matriz 4" 4 ¢ ndo singular e existe uma Unica
solucdo x* para o sistema linear acima que €, portanto, a Unica solu¢ao do problema (1).

De fato, podemos mostrar que A’ 4 ¢ definida positiva, o que garante que x* ¢

0 Unico minimizador de ¢ (X)=%||AX — blp.
Sendo a matriz 4" 4 simétrica definida positiva, entio podemos aplicar sobre
ela a fatoracdo de Cholesky, que nos da:

A" 4=GG", 3)
onde GeE€R™ ¢ uma matriz triangular inferior. Logo o que nos resta ¢ calcular
GG'x = A4'b, “4)
ou seja, precisamos resolver os sistemas

Gy = A'b,
o 5)

Y,
onde yelR".

No entanto, resolver as equagdes normais nem sempre ¢ o melhor modo para
obter a solugdo x* de (1), desde que o calculo de 4" 4 pode gerar muitos erros de
arredondamentos (underflows e/ou overflows) e pode dobrar o condicionamento do
problema em comparagdo a um método que usa A diretamente. Quando A tem posto n,
podemos usar fatoracdo QR, onde Q€lR ¢ uma matriz ortogonal e ReR™,
triangular superior. Com esta decomposi¢do de A, obtemos a solugdo de (1) a partir da
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resolugdo de um sistema triangular, ortogonalizando a matriz A e evitando o calculo do
produto A" 4.

Uma das formas de se obter a decomposicdo QR quando Ae€R™ m>n ¢
utilizando a decomposicao de Householder, ou seja, aplicamos Q como uma matriz de
reflexdo sobre algum vetor, de modo que todos os seus elementos, exceto o primeiro, se
anulem, apds a aplicagdo de Q.

Tomando o vetor a ser refletido como a primeira coluna de A, apo6s a primeira

mxn

la'll x - x

reflexdo obteremos A '= 0 e uma matriz H', talque 4'=H'A

Al

e AIEIRm—]xn—l'
Aplicando a transformagdo agora a A' obteremos uma matriz 4'' e uma
matriz H*, tal que A''=H*A'=H"H'A. Este processo ¢é repetido até obtermos
A’'eH’, talquej=min{m-1,n}.
Entdo teremos 4’'= R uma matriz triangular superior € como Q ¢é ortogonal,
temos que Q'=H’H’"'---H>H', €0 que nos resta resolver ¢ o sistema linear

Rx = O'b. (6)

Com algumas manipulagdes algébricas podemos obter uma féormula fechada para

Lk . Lky 1 Lk .~ .
Q, tomando u=a "—sinal(a,")e , onde a“* e a;" sdo a primeira coluna e o
primeiro elemento da primeira coluna da matriz A4*, respectivamente, e e' ¢ o vetor

(1,0,---,0)". Temos:

HY = 1_2uuT )
lall
c
1 0
H"={ . Hkr] (®)

3. Aplicagao a deformagao de imagens

Aplicacdes que dependem da resolu¢do de problemas do tipo de (1) sdo muito
frequentes. Muitas vezes, mesmo que o problema nao seja linear, o ajuste por quadrados
minimos lineares surge como parte de um problema computacional maior.

Neste capitulo aplicaremos quadrados minimos lineares em deformagdes de
imagens, as quais, por sua vez, sdo usadas em muitos contextos, como em animacao[2]
e imageamento médico[5]. A aplicagdo que vamos abordar esta escrita no trabalho de
Schaefer et al.[3]. Os autores tratam a deformac¢do como uma fungao f que aplica pontos

pi,i=1,..m daimagem original em ¢,,i=1,...m naimagem deformada. Para que f
seja adequada as deformagdes deve satisfazer as seguintes propriedades:

* interpolagdo: f(p) = q, paratodoi=1,...m;



* suavidade: fdeve satisfazer deformagdes suaves;
* identidade: se os pontos ¢: da imagem deformada sdo iguais a p:,
entdo, neste caso, f deve ser a funcdo identidade (isto ¢&:
q, = p; — f(v)=v ).
E construida uma fun¢do de deformacio satisfazendo estas trés propriedades,
usando quadrados minimos. O problema que deve ser resolvido é:

2

Minimizar Zi wlll,(p,) = aqilk, )
onde p; e ¢; sao vetores-linhae W, sdo pesos com a forma:
W (10)
" llpvIR

e a pode ser considerado como um coeficiente de deformagao ( «>1 ). Definindo a
fungdo de deformagdo fcomo f (v)=I,(v), podemos verificar que as trés condi¢des
listadas acima sdo satisfeitas

A fun¢io /,(x) ¢éuma transformacio afim e pode ser definida como:

[(x) = xM+T, (11)

onde M é uma matriz de transformagdo e 7, uma translacdo. Com alguma manipulacio
algébrica, a transla¢do 7 pode ser removida. A escolha da matriz M se d4 de acordo com
o tipo de deformacdo que queremos adotar. Entre as escolhas propostas em [3], optamos
por duas delas: deformacgoes de similaridade € deformacoes rigidas.

* Deformagoes de similaridade:

Nestas deformagdes, além de satisfazer as propriedades explicitadas acima,
queremos que f* produza somente translagdes, rotagcdes € mudangas uniformes de escala,
para isso devemos limitar a escolha da matriz M em (11), de modo que

M"M = A*I, com A€ER esse método possui vantagens em relagio a outras
deformacdes como explicitado em [3], pois preserva os dngulos da figura original nos
dando assim uma transformagao mais real, porém pode haver mudancas de escala em
algumas partes da figura, deformando assim a figura de maneira ndo desejada.

* Deformacdes rigidas:

Para corrigir a mudanca de escala limitamos ainda mais a escolha de M, usamos
agora M tal que M'M = I, esse tipo de deformagdo é chamado deformagio rigida
e gera imagens realisticas pois mantem os angulos e ndo faz mudangas de escala, mas
seu custo computacional € maior que a deformacao de similaridade.

4. Resultados obtidos

Utilizando o software MatLab e sistemas normais para resolver os problemas de
quadrados minimos (neste caso usamos sistemas normais pois como cada subproblema ¢
pequeno temos poucos erros de arredondamento), foram feitas as duas deformagdes na
figura 1 com a = 1,5 e 2, de modo a levar os pontos da alavanca a linha desenhada na
figura 2. Deste modo, com a = 1,5, fizemos a deformagdo de similaridade e obtivemos a



figura 3, fizemos a deformacgao rigida e obtivemos a figura 4. Com o = 2 obtivemos as
figuras 5 e 6.

figura 1: Imagem orginal  figura 2: Figura I com figura 3: Figura 1 com
posigdo esperada apos deformacdo de similaridade
deformagdo coma = 1,5

Figura 4: Figura 1 com figura 5: Figura 1 com figura 6: Figura I com
deformagao rigida com o = deformagdo de similaridade deformacgdo rigida com o. =
1,5 coma =2 2

Usando a figura 7 foram feitas novamente as deformagdes utilizando a = 1,5 e 2,
levando os pontos do brago do boneco as linhas desenhadas na figura 8, com isso para o
= 1,5 obtivemos as figuras 9 e 10, e para o = 2 obtivemos as figuras 11 e 12.

figura 7: Imagem original  figura 8: Figura 7 original figura 9: If igura .7 com
com posicdo esperada apés deformagao de similaridade
deformacdo coma =15



figura 10: Figura 7 com figura 11: Figura 7 com figura 12: Figura 7 com
deformagao rigida com deformagao de similaridade deformacdo rigida com o =
alpha = 1,5 coma =2 2

5. Conclusoes:

Primeiramente, comparando as figuras 3, 4, 5 e 6 com o que era esperado na
figura 2 e as figuras 9, 10 11 e 12 com a figura 8 vemos que as deformagdes levaram os
pontos aproximadamente nos locais desejados.

No caso da figura 1, as curvas apresentadas na alavanca em suas deformagdes se
devem ao fato de que nas transformagdes nao foram usados todos os pontos da alavanca
em p; e também ao fato de haver diferenca na distdncia entre os pontos p,; da
alavanca original e os pontos ¢; da alavanca apos as deformacgoes.

Ja no caso da figura 7 podemos perceber que o braco esquerdo do boneco nao se
deformou exatamente na linha como o esperado, mas isto ¢ devido ao fato de termos
fixado o ponto no cruzamento dos bragos com o tronco do boneco, ou seja, nesse caso
temos p = g, e termos usado apenas um ponto no final do braco esquerdo para
indicar onde o brago deveria ficar.

Pelos experimentos vemos que o valor de a, o qual gera a melhor deformacao,
depende da figura a que a deformagdo estd sendo aplicada, e também dos pontos

pi;eq;. Vemos que as deformagdes da figura 1 que geraram menos curvas na
alavanca foram as que usaram o = 2, enquanto para a figura 7 as deformagdes com o =
2 geraram também uma deformacgdo na cabeca do boneco maior que a deformagdo
gerada por a = 1,5. Além da escolha de a, outra causa para esta deformagdo inesperada
foi o fato de nenhum ponto na regido deformada na cabega pertencer ao conjunto de

P;» ou seja, ndo ha nenhuma restricdo em relacao a localizagdo dos pontos da cabeca
na imagem deformada.
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