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Cubic splines

Thin-plate splines

A conexdo entre Kriging e thin-plate splines



Splines

Em estatistica ndo paramétrica, um método para resolver problemas de estimacdo de
curvas suaves em f : D C RY — R, a partir de uma colec3o finita de locais sy, ...,s, e
valores y1, ...,y envolve splines (para uma visdo geral, veja Wahba, 1990b).

Numa formulac3o abstrata: Splines sio funcdes definidas em RY — R que resolvem um
problema variacional da forma

1
min = (yi = £(s1))* + A Pflla,

em que A > 0 é uma constante de penalizagdo, H é uma classe de funcdes e ||Pf||y
algum termo de regularizacdo (a teoria por tras deles é bastante complicadal).



Splines

Para dar um exemplo mais concreto, suponha que d = 1, e H = W3 é um espaco de

~ . s o2 .. ~ .
funcdes f : R — R, duas vezes diferenciaveis, com H%f”y finita. Entdo o spline
(clibico) é a solucdo do problema

n
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Neste caso, para A fixo, a solucdo do problema variacional tem forma fechada, dada por

n
f(t) = a0+ a1t +at® + > 0:i(t — t;)3,
i=1

em que (-)+ é a funcdo identidade truncada em 0.



Splines

Os parametros «g, a1, ap, 01,...,0, podem ser determinados também pelos dados.
Basta usar a forma fechada de f no problema variacional para obter
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Note que €2 é uma matriz condicionalmente positiva semi-definida, mas também com
forma fechada (integral de polindmios). O pardmetro de regularizacdo A pode ser obtido
através de validac3o cruzada.

Importante: até agora, n3o falamos de erros no modelo. ..



Splines

library(mgcv)

t <- seq(0, 4xpi, 1 = 50)

t0 <- seq(0, 4xpi, 1 = 1000)
set.seed(1)

y <- cos(t) + rnorm(50, 0, .2)

model <- gam(y ~ s(t, k¥ = 50, bs = "cr"))

f <- predict(model, data.frame(t = t0))

model2 <- gam(y ~ s(t, bs = "cr", k = 50), sp = le-b)
f2 <- predict(model2, data.frame(t = t0))

model3 <- gam(y ~ s(t, bs = "cr", k = 50), sp = leb)

£3 <- predict(model3, data.frame(t = t0))



Splines
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Thin-plate splines
Thin-plate splines sdo uma extensdo do spline ctibico no RY. Suponha que d =2, e H é
um espaco de funcdes f : R> — R, duas vezes parcialmente diferenciaveis. Para a
escolha de penalizacao do tipo
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o thin-plate spline é a solucdo do problema

1 n
in = (i — (s1))* + MIf],
ggmﬂw (81))7 + AJIf]

Neste caso, para A fixo, a solucdo do problema variacional tem forma fechada, dada por

n
f(s) = ao + a15x + aasy + Z Oipi(s — si),
i=1

em que @;(s) = ||s — s;||* log ||s — s;|| é uma func3o base radial.



Thin-plate splines

Na pratica, escreva
f=Ta+ 0,

entao
fr=argminfy - Ta - 0|12 + \0'Q1pgh,
o,

sujeito a Tt@ = 0. Mas uma propriedade interessante dos thin-plate splines é que

o(llsy —s1ll) --- (lls1 —sall)
Qrps = : :
o(llsn —s1ll) -+ @(llsn — sall)

Isto é, a solucdo é, ajeitando alguns termos, da forma
hry + @ (@' + n\d) ! (y — Hry)

(fica como exercicio descrever Hr, hr).



Kriging e thin-plate splines

library (mgcv)
library(geoR)
library(fields) # filled.contour
wolfcamp <- read.csv("wolfcamp.csv", skip = 1)
modelTPS <- gam(Data ~ s(X, Y, bs = "tp"),
data = wolfcamp) # Thin-plate Spline

Vou também refazer o ajuste de Universal Kriging. ..

## krige.conv: model with mean given by a 2nd order polynomial on the coor
## krige.conv: Kriging performed using global neighbourhood



Kriging e thin-plate splines: TPS




Kriging e thin-plate splines: UK
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Conexao entre Kriging e thin-plate spline
Splines

» Modelam efeitos de primeira ordem (func3es fixas, desconhecidas).
» Em geral assumem erros independepentes (splines tendem a interpolar erros

dependentes).
» Teoria depende de andlise funcional
» Em geral bastante versatil (e.g. adequa-se bem a GLM), mas achar X é dificil

Kriging

» Modelam efeitos de segunda ordem (funcdes aleatérias, desconhecidas).

» Teoria depende de probabilidade
» Em geral 6timo para processos Gaussianos (da certo trabalho estender pro caso

ndo-Normal)

Na préatica: d3o resultados coerentes entre si quase sempre. Veja Cressie (1989), Wahba
(1990a), Cressie (1990) e Altman (2000).
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