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Preditores lineares

Considere s1, . ..,s,, sampling sites, onde observamos o processo

Y(s) = X(s) + £(s).

obtendo uma amostra yi, ..., y,. Aqui X é um processo de interesse e ¢ é ruido branco.
Nosso interesse é encontrar p(y,sp), uma funcdo que preveja o processo X(s) com base
na informacao + ruido que temos em yi, ..., yp.

Na dltima aula, definimos o melhor preditor linear (nem sempre unbiased) como sendo a
combinacdo linear ¢1,...,£, tal que

p(y,so) Zfly, + m,

tal que E [(Xo — p(y, s0))?] seja minimo.



Preditores lineares

O preditor linear 6timo, que minimiza E [(Xo — p(y, s0))?] , se conhecemos
completamente a distribuicdo de X, € e Y, é dado por

P(y,50) = p(s0) + ExoyEy H(y — ),
em que p = [pu(s1), ..., u(sn)]t, Tx,y = Cov(Xp,Y) e Xy = Var(Y).

Para um modelo isotrépico, u(s) = u, e

C(llso — s1l]) C(llsy —sall) -+ C(lls1 —sal)
Ty = : eXy= : :
C(llso — snll) C(llsn —s1ll) --- C(llsn —sall)



Kriging ordinario

Considere Y(s) intrinsecamente estacionario. Queremos construir um preditor mas néo
queremos estimar y diretamente. Neste caso, o preditor terd forma

p(y;so) ZEY i), com ZE =1.

A condicdo >-7; ¢; = 1 garante que E(p(y,so)) = E(Y(so0)) para qualquer p.

A estratégia é resolver o problema de otimizacdo com restrices, usando multiplicadores
de Lagrange. O Lagrangiano do problema é

n 2 n
min E <Xo - ZE;y;) —2A <Ze,- - 1)
i=1 i=1

17"'7‘&77



Kriging ordinario

Podemos reescrever o problema anterior em funcdo do variograma, isto é, dado que
>l =1, temos

n 2
(Xo—zfiy/) = 2255 ) /2+2ZE(X0 i) /2,
i=1 i=1j=1

portanto o problema torna-se

617T527,A — ZZE,’KJ"‘)/(S,' — Sj) +2 ;E,"}/(SO — S,') -2\ (lz_:l b — 1)

i=1j=1



Kriging ordinario

Derivando a equacdo com relacdo a ¢y, ...,£,, A, obtemos que o £ 6timo é
1 -1t 1y ‘
0= +1——— | rt
(7 1711
© tr—1
1-1tr-
)\ = —7_17
1trr—-1

Essas formulas sdo meio feias mas podemos rearranjar os termos para algo conhecido. ..



Kriging ordinario

Aplique a matriz de Kriging ordinario em dados y1, ..., ¥n, € temos que
1—1tr 1y .
p(y,so) = £y = (7 + 11”__11> rty
é igual a
p(y,s0) =¥ + T (y - 15"),

em que

. ltr—ly

Y 1

De fato, y* é um estimador de quadrados minimos generalizados de .



Kriging ordinario

Também podemos derivar o preditor em funcao de C. Neste caso

1-1ts3ly ‘
Y Xo,Y> Z;ly

p(y,so) = L'y = (7 +1

1t¥ '
é igual a
p(y:s0) = ¥ + i v Iy (y — 15),
em que
I L xv
s i

De fato, y* é um estimador de quadrados minimos generalizados de .



Exemplo simulado (Processo Gaussiano, % = 5, ¢ = 0.4)
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Amostra de alguns locais

sY
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Variograma empirico

library(geoR)

# Isotropic

empVariog <- variog(coords = cbind(sX, sY),
data = sZ)

## variog: computing omnidirectional variogram
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Estimando um modelo

Preciso colocar o comando fix.nugget = FALSE, caso contrario o geoR sé ajusta o
modelo de X (note: as vezes o algoritmo n3o converge; permitir nugget tende a produzir
resultados mais estaveis).

contrast <- variofit(empVariog,

## variofit:
## variofit:
## variofit:

ini.cov.pars = c(sigma2 = 3, phi = 0.4),
cov.model = "gaussian", fix.nugget = FALSE)

covariance model used is gaussian
weights used: npairs
minimisation function used: optim



Estimando um modelo

contrast

## variofit: model parameters estimated by WLS (weighted least squares):
## covariance model is: gaussian

## parameter estimates:

##  tausq sigmasq phi

## 0.7249 3.5259 0.2131

## Practical Range with cor=0.05 for asymptotic range: 0.3687664

##

## variofit: minimised weighted sum of squares = 787.2333



Estimando um modelo
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Envelopes (bootstrap)

set.seed(1)

envelope <- variog.model.env(geodata = list(coords = cbind(sX, sY),

plot(empVariog, envelope.obj
lines(contrast)

obj.variog =
model.pars =
nsim = 1000)
= envelope)

data = sZ),
empVariog,
contrast,



Envelopes (bootstrap)
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Predicao

prep <- krige.control(type.krige = "ok",
cov.model = contrast$cov.model,
cov.pars = contrast$cov.pars,
nugget = contrast$nugget)
loci <- expand.grid(X = x.seq,
Y = y.seq)
kc <- krige.conv(coords = cbind(sX, sY), data = sZ,
locations = loci,
krige = prep)

## krige.conv: model with constant mean
## krige.conv: Kriging performed using global neighbourhood
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Erro de previsao

A varidncia da superficie de Kriging serd dado por

So —225,’}/ o—S,)—ZZEKJ’y —Sh

i=1 j=1

Alternativamente,
(1-1T"1y)?

2 _ o tr—1
o (SO) =7 r Y- ltl"ll

As vezes, usa-se a raiz (softwares tendem a fazer mapa do desvio padr3o).

A varidncia deve ser minima nos locais onde o processo foi amostrado!



Erro de previsdo (caso simulado)
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Wolfcamp-Aquifer data
Os dados a seguir estdo no livro do Cressie (1993; originalmente em Cressie, 1989) e
correspondem a medidas de piezometric-head do solo (perfura-se o solo com um cano
fino, e marca-se a altura que o lencol subterrdneo atinge, em ft. above sea level). A
idéia é que diferencas de nivel de piezometric-head podem indicar a orientacio da
difusdo de dgua em um lencol subterraneo.

O objetivo do estudo era determinar onde era seguro enterrar lixo radioativo. Enterrar
em uma regido de alto nivel de piezometric-head pode levar a contaminacdo do solo na
direcdo de difusao.

str(wolfcamp <- read.csv("wolfcamp.csv", skip = 1))

## 'data.frame': 85 obs. of 3 variables:
# $ X : num 42.78 -27.4 -1.16 -18.62 96.47 ...
##H $ Y : num 127.6 90.8 84.9 76.5 64.6 ...

## $ Data: num 1.46 2.55 2.16 2.46 1.76 ...



Wolfcamp-Aquifer data
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Figure 1. Location and Levels of Piezometric-Head Data in the Wolfcamp Aquifer: «, Location of Amarillo, Texas (Potter County).

Figure 1:



Wolfcamp-Aquifer data
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Wolfcamp-Aquifer data
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Wolfcamp-Aquifer data

library(geoR)

# Isotropic

model <- variog(coords = wolfcamp[,c("X","Y")],
data = wolfcampl[,"Data"])

## variog: computing omnidirectional variogram
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Estimando um modelo

contrast <- variofit(model,
ini.cov.pars = c(sigma2 = 3, phi = 30),
cov.model = "gaussian", fix.nugget = FALSE)

## variofit: covariance model used is gaussian
## variofit: weights used: npairs
## variofit: minimisation function used: optim

plot(model, ylim = c(0, 3), main = "Isotropic")
lines(contrast)



Estimando um modelo
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Predicao

prep <- krige.control(type.krige = "ok",
cov.model = contrast$cov.model,
cov.pars = contrast$cov.pars,
nugget = contrast$nugget + 0.0001) # error
loci <- expand.grid(X = seq(min(wolfcamp$X), max(wolfcamp$X),
length.out = 32),
seq(min(wolfcamp$Y), max(wolfcamp$Y),
length.out = 32))
kc <- krige.conv(coords = wolfcamp[,c("X","Y")],
data = wolfcampl[,"Data"],
locations = loci,
krige = prep)

Y

## krige.conv: model with constant mean
## krige.conv: Kriging performed using global neighbourhood



Predicao
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Predicao
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Kriging universal

O Kriging universal é uma extensdo do Kriging ordinario, que permite algum grau de
flexiblidade em pi(s). Nele, o modelo para os dados é

P
X(s) = Bo+Y_ Bifi(s) +n(s),
j=1

onde 1 € um processo intrinsecamente estaciondrio, e f; sdo funcdes conhecidas. Os
parametros S, ..., 3p € RP+1 s30 desconhecidos.



Kriging universal

Como n3do ha interesse em estimar explicitamente 3, podemos escrever nosso preditor
como

p(y, so) ZEY ,come—lzf,ﬁ fi(so), j=1,...,p.

As condicoes
> lifi(si) = fi(so), j=0,1,...,p

garantem que E(p(y,so)) = E(Y(so)) para qualquer

n(s) = Bo+ 3 Bifi(s)

j=1



Kriging universal
A estratégia para resolver o problema de otimizacdo com restricoes, é usar
multiplicadores de Lagrange. O Lagrangiano do problema é

n 2 p n
(Xo - Z&%’) } —2) "\ (Z Cifi(si) — 6‘(50)> ;
i=1 =0 \i=1

min [E

15--5%n,

onde fy(sg) = 1.

Podemos reescrever o problema anterior em funcdo do variograma, isto é, dadas as
restricbes, temos

n 2 n n n

<Xo — Zﬁ,—y,-) = — Z Z €,~€j(y,- — yj)2/2 + 2 ZE,'(XO — y,-)2/2,
i=1 i=1j=1 i=1

portanto o problema torna-se

21,T,il2,)\ — ZZK,‘EJ’Y(S,’ — SJ') +2 Zf,")’(So — S,‘) — 2 (Z i — 1)

i=1 j=1 i=1 i=1



Kriging universal

Em notacao matricial, para uma colecdo sy, ...,s,, temos
x=28+n,
onde as colunas de Z,, 541 correspondem as fungbes 1, f1,. .., f, avaliadas em
S1,...,Sp.
Defina
yu= (0 —s1) -+ Also—sa) 1 fi(so) -+ fo(s0)),
e
Y(s1—s1) -+ (si—sn) 1 A(s1) -+ fp(s1)
Y(sn—s1) - (sa—sn) 1 fi(sy) fo(sn)
My = 1 e 1 0 0 0
fi(s1) - filsh) 0 0 0
fo(s1) e fo(sn) 0 0 e 0



Kriging universal

Derivando a equacdo com relacdo a £1,...,4n, Ao, ..., \p, obtemos que o £ étimo é
(&) =Ty,
ou explicitamente
t tr—19\—1 tr—1.3\! -1
¢ = (y+2ZT'2) Nz -2 y)) T
onde z = (1, 1(so), ..., f(s0)) e

A= —(z-Z'T ') (Z'T"'2)~"



Kriging universal

Aplique a matriz de Kriging ordinario em dados y1, ..., ¥,, € temos que

p(y.s0) = £y = (v +Z(Z'T72) (2 - ztr—lv))t r1ly
é igual a
p(y,so) = hy +~T1(y — Hy),
em que
H=2(Z'T'z)'z'r!, h=zZzZ'r'z)'z'r "

De fato, Hy é um estimador de quadrados minimos generalizados de Z3.



Kriging universal: erro de previsao, escolha de f

A férmula para a variancia do Kriging universal é dado por

02(50) = "}’tr_l"y _ (Z _ ztl——l,y)t(ztr—lz)—l(z _ Ztr_lq/),

Como f1,..., f,, devem ser conhecidas para todo s € D, é comum utilizar polinémios;
por exemplo um polindmio de segunda ordem: fi(s) = s1, f2(s) = s, 3(s) = s2,

fa(s) = s150, e f5(s) = s5. Na pratica, é muito dificil obter covariaveis conhecidas em
todo s € D, mas polindmios sdo razoaveis para aproximar funcdes suaves (pense em

expansdes de Taylor. .. ).



Kriging universal: um problema

Em geral, métodos de estimacdo de maxima verossimilhanca englobam bem a presenca
de fi,...,f, (basta aumentar a verossimilhanca com 3). Porém, métodos baseados em
contraste ndo funcionam bem com a presenca de trends nos dados.

Uma solucdo é obter estimativas iniciais dos parametros 8 do variograma como antes,
estimar

~(1) 15\ L tp-1
Bais = (2'T)2) 2Ty,
e reestimar os parametros 6 do variograma usando agora o residuo

~(1)
ra) = ZBcLs>

iterando se necessario.

Na pratica, o estimador acima ainda é viesado; o viés afeta pouco a interpolacdo/Kriging,
mas pode subestimar a varidncia do Kriging universal (Cressie, 1993, p.168).



Estimando modelo UK (usando verossimilhanca)

ml <- likfit(coords = wolfcamp[,c("X","Y")],
data = wolfcampl[,"Data"],

trend = "2nd", # options: "cte', "ist", "~ ...

ini.cov.pars = c(sigma2 = 3, phi = 30),
cov.model = "gaussian", fix.nugget = FALSE,
messages = FALSE)



Predicao

Note prep usa type.krige = "ok" mas especificar o trend.d, trend.1 muda o tipo
pra Universal Kriging.

prepUK <- krige.control(type.krige = "ok",
trend.d = ml$trend,
trend.l = ml$trend,
cov.model = ml$cov.model,
cov.pars = ml$cov.pars,
nugget = ml$nugget)
kcUK <- krige.conv(coords = wolfcamp[,c("X","Y")],
data = wolfcampl[,"Data"],
locations = loci,
krige = prepUK)

## krige.conv: model with mean given by a 2nd order polynomial on the coor
## krige.conv: Kriging performed using global neighbourhood



Predicao
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Validacdo cruzada
Para decidir entre diferentes métodos (OK, UK linear, UK com polindmios de ordem 2),
podemos usar validacdo cruzada.

contrast$nugget <- 0.0001 # Hack
CVCT <- xvalid(coords = wolfcamp[,c("X","Y")],
data = wolfcampl[,"Data"],
model = contrast, messages = FALSE)
var (CVCT$error)

## [1] 0.03881639

CVML <- xvalid(coords = wolfcamp[,c("X","Y")],
data = wolfcampl[,"Data"],
model = ml, messages = FALSE)
var (CVML$error)

## [1] 0.03376669
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