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Simulacdo de Gaussian random fields

Amostragem e variograma empirico

Resolucdo, practical range e estimabilidade



Variogramas sao c.n.d.

Eu esqueci de mencionar essa propriedade: variogramas 2y sdo condicionalmente

negativos definidos, isto é: para todo n > 1, para todo (a1,...,a,) € R", tal que
> ,a =0, e para todo s1,...,s, em D, temos
n n
Z Z a,-aj’y(s,- — Sj) < 0.
i=1j=1

Note que a condicdo >-7 ; a; = 0, ndo existe na definicdo de positivo/negativo definidas.
Logo, todas as funcdes p.d. sdo c.p.d. mas nem todas as funcdes c.p.d. sdo p.d.. Por
exemplo, a funcdo f(h) = ||h||2log(||h||) é c.p.d. mas n3o é p.d. (Wahba, 1990).

Também errei: (0) = 0, nugget é o limite quando h — 0.



Exemplo

» Vou mostrar alguns exemplos de realizacSes de processos estocasticos, que ajudardo
a entender alguns conceitos tedricos da aula passada.

» Um objetivo secundério é introduzir alguns dos pacotes estatisticos de analise de
dados espaciais. Ha muitos, com muitas aplicacdes em comum. Eu vou considerar
(mais ou menos na ordem que eles foram introduzidos no R)

» fields (ferramentas basicas, Kriging),

» geoR (véarios modelos de covariincia, estimacdo por maxima verossimilhanca),

> RandomFields (amostragem eficiente de campos aleatdrios, processos multivariados)
e

> gstat (modelos de kriging mais complexos).



Exemplo

require(geoR)
res <- 64 # Resolution of the grid
sl <- seq(0, 1, length.out = res)
s2 <- seq(0, 1, length.out = res)
Locations <- expand.grid(sl = sl, s2 = s2)
D <- as.matrix(dist(as.matrix(Locations)))
# Modelo de covaridncia do geoR
Sigma <- cov.spatial(D, cov.model = "gaussian",
cov.pars = c(sigma2 = 1, phi = 0.5))
dim(Sigma)

## [1] 4096 4096



Uma nota

Gerar uma observacao x de um vetor Normal multivariado n x 1 com média p
(conhecida) e varidncia X (conhecida) envolve:

1. Gerar Z1,...,Z, i.i.d. Normal (por exemplo, com rnorm).
2. Uma amostra x é obtida por x = u + $1/2z.

Aqui T2 ¢ qualquer decomposicado tal que y1/25t/2 — Y por exemplo Choleski,
Ql\l/z, etc.



Exemplo

O método mais antigo de geracdo de Gaussian random fields... é gerar um vetor
multivariado! Mas é caro computacionalmente.

require (MASS)
set.seed(1)
system.time ({
x <- mvrnorm(1l, mu = rep(0, nrow(Locations)),
Sigma = Sigma) # Inefficient
b

#i# user system elapsed
## 85.567 12.572 26.671



Exemplo
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Modelos de variograma

A principio, vamos considerar apenas processos estacionarios. Entao
27v(h) = Var(X(s) — X(s + h)) =2C(0) — 2C(h).

Naturalmente,

C(h) = C(0) — ~y(h).
Alguns exemplos de modelos de variograma:
» Independente: ~o(h) = o2.
2

» Exponencial: v1(h) = o= (1 — exp{—||h||/#}) .
» Gaussiano: y2(h) = 02 (1 — exp{—||h||?/#?}) .



Modelos de variograma (02 = 1, ¢ = 0.5)
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Processo Gaussiano com variograma independente




Processo Gaussiano com variograma exponencial

X(s)
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Processo Gaussiano com variograma Gaussiano




Visualizando propriedades tedricas

» Um variograma independente nao é continuo em h = 0. Logo, uma observacao de
um processo Gaussiano com esse variograma n3o é continua.

» Um variograma exponencial é continuo em h = 0, porém, n3o é diferenciavel
(cf. lista #1). Logo, uma observacdo de um processo Gaussiano com esse
variograma é continua mas ndo é diferenciavel.

» Um variograma Gaussiano é infinitamente diferencidvel em h = 0. Logo, uma
observacdo de um processo Gaussiano com esse variograma é diferenciavel.

Nunca é demais lembrar: na pratica, ndo observamos o processo em todo o dominio
s € D, apenas em uma colecdo de pontos sy, ..., S,.



Nomenclatura

Figura extraida de http://support.sas.com/documentation/cdl/en/statug/66859/
HTML/default/statug_ variogram_details02.htm
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Interesse no range of dependence (¢)
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Efeito de nugget

O nugget é o efeito de erro instrumental no campo Gaussiano. Vocé sempre pode pensar
que o modelo de covaridancia com nugget vem do processo

Y(s) = Z(s) +<(s),

em que Z(s) é um processo Gaussiano (estaciondrio, isotrdpico, ou o que vocé preferir) e
(s) é um processo de erro white noise, independente de Z(s).
E facil ver que se Z(s) tem covariancia C(h) = o2p(||h||/¢), entdo
Cov(Z(s) +&(s)) = 02 + 02p(|/h||/¢). Consequentemente,
2, 2
V(h) = o2 + 0Z(1 = p([[hll/#))-

De fato, U%/O’? é chamada signal-to-noise ratio. O nugget tem outra interpretacdo
importante que consideraremos adiante. . .



Effeito do nugget (¢ = 0.2, 02 = 1)
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Uma reflexao

A figura a seguir tem dois processos: um Gaussiano, estacionario, + erro, e outro
simplesmente uma funcdo deterministica + erro. Vocé consegue distinguir?
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Replicacoes
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N3o ha replicacGes em estudos espaciais.



N3o ha replicacdes em estudos espaciais.®

!Exceto em uma fracio pequena de casos planejados... ou seja, qualquer metodologia que dependa
de replicacdes é questionavel.



Alguns modelos extras

» Matérn: dado por

=iy (2 (%)

onde K, é a funcao tipo |l modificada de Bessel. Esse modelo generaliza o
exponencial (v = 1/2) e Gaussiano (v = 00). E particularmente interessante
porque, para v fixo, o processo resultante é v-vezes L? diferencidvel. Em geral n3o
se estima v, cuidado.

» Esférico: dado por

3
p(h)=1— 1.5:;) +05 (:;) seh < ¢,0c.c.

Em particular, o suporte compacto indica que para distdncias maiores que ¢, o
processo é independente.
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Esférico
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Amostras finitas

Como comentei na primeira aula: na prética, observamos o processo apenas em uma
colec3o finita de pontos. Por exemplo:

X(s)

0.50




Amostras finitas
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Amostras finitas
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Variograma empirico

O variograma empirico é dado por

A 1 5
A(h) = 2[N(h)] Z )(Xf - X)°,

(iJ)eN(h

onde
N(h) = {(Ia./) th—6< ||S,'—SJ'H < h—|—6},
e h=lh[, 0 <h

Vocé pode interpreta-lo como um histograma. §, por exemplo, representa a largura dos
anéis que envolvem s; a h £ § de distancia da obsevacdo s; (e vice-versa).

Porém, vocé sé terd informacdo (aproximada) sobre o variograma nas distancias que
amostrar o processo!



Distribuicao de distancias

Histograma das distancias

o
3 5
B —_—
&
c g |
g =
=
o
[
o |
i)
o
A 1T T R

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 12



Variograma empirico (+ variograma verdadeiro)

Cédigo (no geoR)
v <- geoR::variog(coords = cbind(ssl, ss2), data = Z)
plot(v)
points(h, 1 - geoR::cov.spatial(h, cov.model = "gaussian",
cov.pars = c(sigma2 = 1, phi = 0.2)),
type = "1")

Importante: ndo estamos estimando ainda! Considere o variograma “verdadeiro”. ..



Variograma empirico (+ variograma verdadeiro)

## variog: computing omnidirectional variogram
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Resolucao

O Cressie (1993) faz uma observacdo importante na pagina 112: seja o modelo

X(s) = pu(s) +n(s) + <(s)-

» u(s) = E(X(s)) é chamada de large scale variation ou variacdo deterministica (veja
nossa reflexdo). Também s3o chamadas (em regresso) de efeitos ecolégicos ou
ambientais.

» 1(s) sdo GRFs com média zero, L2 continuos e intrinsecamente estacionérios, cujo
variograma é nao-trivial para ||h|| > min{||s; — s;||}1<i<j<n. Esta é a chamada
small scale variation, ou efeito aleatério espacial. Note que ele sé é detectivel a
partir da resolucdo amostral.

» ¢(s) é a micro-scale variation, e inclui efeitos que ndo podem ser medidos na
resolucdo amostral, além do erro instrumental.

Por isso: sempre inclua um efeito de nugget no seu modelo.
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