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PREFACIO

"Por favor, poderia me dizer que caminho devo seguir agora?
Isso depende bastante de até onde vocé quer chegar."
Lewis Carrol - Alice no Pais das Maravilhas

Através dos séculos a Matematica tem sido a mais poderosa e eétiva ferramenta para
a compreenséao das leis que regem a Natureza e o Universo.

Os tdpicos introdutorios que apresentamos neste livro orig inaram-se, inicialmente, dos
problemas préaticos que surgiram no dia a dia e que continuara m impulsionados pela
curiosidade humana de entender e explicar os fendbnemos que regem a natureza.
Historicamente, o Calculo Diferencial e Integral de uma var iavel estuda dois tipos de
problemas: os associados a nocao de derivada, antigamente bhamados de tangéncias
e 0s problemas de integracdo, antigamente chamados de quadaturas. Os relativos
a derivacao envolvem variagdes ou mudancas, como por exemplo, a extensdo de uma
epidemia, os comportamentos econdmicos ou a propagacéao de pluentes na atmosfera,
dentre outros. Como exemplos de problemas relacionados a integracdo destacam-se o
calculo da areas de regifes delimitadas por curvas, do volum e de sélidos e do trabalho
realizado por uma particula.

Grande parte do Calculo Diferencial e Integral foi desenvol vida no século XVIII por
Isaac Newton para estudar problemas de Fisica e Astronomia. Aproximadamente na
mesma época, Gottfried Wilhelm Leibniz, independentement e de Newton, também
desenvolveu consideravel parte do assunto. Devemos a Newton e Leibniz o estabele-
cimento da estreita relacao entre derivada e integral por meio de um teorema funda-
mental. As notagdes sugeridas por Leibniz sdo as universalmente usadas.

O principal objetivo do livro foi apresentar os primeiros pa ssos do Calculo Diferencial
e Integral de uma variavel com simplicidade, através de exem plos, mas sem descuidar
do aspecto formal da disciplina, dando énfase a interpretac&o geométrica e intuitiva
dos conteudos.

O livro inclui a maioria da teoria basica, assim como exemplo s aplicados e problemas.
As provas muito técnicas ou 0s teoremas mais so sticados que nao foram provados
no apéndice, foram ilustrados através de exemplos, aplicagbes e indicacfes bibliogra-
cas adequadas e estédo incluidos como referéncia ou leitura adicional para os leitores
interessados.

Os conceitos centrais do Célculo Diferencial e Integral de uma variavel sdo relativa-
mente profundos e ndo se espera que possam ser assimilados deuma sé vez. Neste
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nivel, o importante € que o leitor desenvolva a habilidade de calcular e adquira a com-
preensdo intuitiva dos problemas. As expressées do tipo "é facil ver'ou semelhantes,
gque aparecem no texto, ndo devem ser encaradas de forma liteal e tem o propdésito de
dar um aviso ao leitor de que naquele lugar a apresentacao € resumida e os detalhes,
perfeitamente acessiveis, deverdo ser preenchidos.

Esperamos que o livro permita ao leitor um acesso rapido e agradavel ao Calculo Di-
ferencial e Integral de uma variavel. Nao podemos deixar de r ecomendar aos alunos a
utilizacao, criteriosa, dos softwares de Célculo existente no mercado, pois eles sdo um
complemento til ao aprendizado da disciplina.

Desejamos agradecer aos nossos colegas do Departamento de hélise e do IME-UERJ
gue, de algum modo, nos motivaram e deram condi¢cdes para escrever estas notas e a
Sra. Sonia M. Alves pela digitacdo. Certamente, todos os eros sao exclusivamente de
responsabilidade dos autores.

Mauricio A. Vilches - Maria Luiza Corréa
Rio de Janeiro
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Capitulo 1
FUNCOES DE UMA VARIAVEL REAL

1.1 De nicGes e Exemplos
Neste capitulo estudaremos uma das nocdes fundamentais e catrais da Matematica,
0 conceito de funcgao.

Uma funcéo de uma variavel real é uma regra que descreve como uma quantidade é
determinada por outra quantidade, de maneira Unica.

Existem vérias alternativas para de nir formalmente uma fu n¢éo. Escolhemos a se-
guinte:

De nicdo 1.1. SejamA; B  R. Uma funcdo f de nida em A e com valores emB é
uma regra que associa a cada elementoak 2 A um Unico elemento y 2 B.

As notacOes usuais sdof :A! B talquey= f(x)ou
f:A!l B
x!  f(x):

O numero x é chamadovariavel independente da funcao ey varidvel dependente da
funcéo.

Exemplo 1.1.

[1] A seguinte tabela, que mostra a vazdo semanal de agua de una represa, representa
uma funcéo:

Dia 1 2 3 4 5 6 7
m°=seg | 360 510 | 870 870 950 497 510

11
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De fato, a tabela representa uma funcao, pois a cada dia ca associada uma Unica quan-
tidade de vaz&o. Note que, possivelmente, ndo existe uma formula matematica para

CAPITULO 1. FUNCOES DE UMA VARIAVEL REAL

expressar a funcao do exemplo, mas, a de ni¢do de funcao é satsfeita.

[2] Foi feita uma pesquisa de pregos (em R$) de produtos da ceda béasica em trés su-

permercados de um determinado bairro, obtendo-se a seguinte tabela:

Produto || Supermercado A | Supermercado B | Supermercado C
1 2:6 2.9 2:52
2 0:96 0:94 1:.0
3 1:78 1:5 1:6
4 1:23 1:45 1:36
5 3:2 3.0 2:95
6 4:.07 3:96 4:2
7 2:3 2.:62 2.5

Esta tabela ndo representa uma funcgéo, pois a cada produto caresponde mais de um
preco.

[3] A area de qualquer circulo é funcdo de seu raio.

Se o raio do circulo é denotado por r, entao:

AN)= r%
Um circulo de raio igual a 5u:c;, tem areaA(5) = 25 u:a; um circulo de raio igual a

300u:c:, tem area A(300) = 90000 u:a . (u:c=unidades de comprimento) e (u:a:=uni-
dades de area).

[4] Um tanque para estocagem de oxigénio liquido num hospita | deve ter a forma de
um cilindro circular reto de 8m (m =metros) de altura, com um hemisfério em cada
extremidade. O volume do tanque é descrito em fun¢éo do raio r.

1
1
r
1

Figura 1.1: Tanque de raior.

3

. , . L Ar
O volume do cilindro é 8r? m 2 e o dos dois hemisférios é m?3; logo, o volume

) 3
total é:
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4r2(r +6) m3:

V(r)= 3

. ) 28
Por exemplo, se oraio forr =1 m, ovolume é V(1) = 3 m3,

[5] Dois satélites arti ciais estao circulando ao redor do E quador em uma 6rbita de raio
igual a 423 10'km. O comprimento s que separa os satélites, se eles tiverem uma
separacao angular de (emradianos), és=r ,onder é oraio.

-

Figura 1.2: Satélites em orbita.

Logo, podemos descrever o comprimento s em funcao da separacdo angular:

s()=(4:23 10) :

[6] Lei de Boyle: O volume de uma massa gasosa € inversamente proporcional a pres-
sdo a que ela esta submetida, isto é, o produto da presséo pelovolume é constante, se
a temperatura do gas é constante. Denotamos a presséo porP, o volume por V e a
temperatura constante por C; entdo,P V = C. Podemos escrever:

A pressédo em funcao do volume: P =f (V)= %; ou

o volume em funcdo da pressao: V =f (P) =

TlO

[7] Lei do uxo laminar de Poiseuille:  (Fluxo sanguineo através de um vaso, como ar-
térias ou veias). Como as quantidades envolvidas sdo pequeras, podemos considerar
que vasos tem formato cilindrico ndo elastico.
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Figura 1.3: Vaso de raioR.

Denotemos por R o raio e | o comprimento. Devido a friccdo nas paredes do vaso,
a velocidade v do sangue € maior ao longo do eixo central do vaso e decresce sea
distancia d do eixo a parede cresce e é zero na parede. A relacdo entre a velcidade da
circulagdo ed é dada por:

P(R? d¥.
41 ’

onde ¢ a viscocidade do sangue eP a diferenca entre a pressao de entrada e a da
saida do sangue no vaso.

v(d) =

Experimentalmente, para o sangue humano numaveia: =0:00271=2,R=8 10°
eP =4 10, logo:
v(d) = 0:001185185185 1851851852d° cm=seg:

[8] Temos 1000metros de arame para fazer um curral de formato retangular. P odemos
escrever a area do curral em funcéo de um dos lados.

De fato, sex ey sao os lados do curral, seu perimetro é2 (x + y) = 1000 e a area do
retangulo é A = xy; logo:
A(x)= x(500 x)=500x x?

[9] Fisiologistas desenvolveram uma férmula para determin ar a superficie corporal de
animais em funcéo de seu peso. Se denotamos polS a superficie corporal, entao:

p

S(p) = k ° p%
onde p € o peso em quilos do animal e k > 0 € uma constante que depende do animal.
Experimentalmente, é conhecido que k = 0:11 para humanos e k = 0:118para prima-

tas. Por exemplo, um homem de 70 quilos tem uma superficie corporal aproximada
de:

S(70)=0:11 ~ 7(P = 1:868439n?;

uma crian¢a de 20 quilos tem uma superficie corporal aproximada de:

S(20)=0:11 ~ 2( = 0:81048m>:
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p S(p)=0:11 g p?

20 [ 0:11 20 = 0:81048m2
54 | 011 _5#= 1:57152m?
70 || 0:11 707 = 1:86839m?
90 || 0:11 ' 907 = 2:20912m?
120] 0:11 " 120 = 2:67616m?

[10] Considere A = R ef aregra que associa a cada niumero reak 2 A, 0 seu cubo, isto
é:

y=f(x) = x%

Por exemplo:

Ao nimero 1 associamos o nUmeEpj( 1)=( 13*= 1 a0 rbﬂ_mero Bgssociamos 0
namero f (2) = (2) 3 =8;aonimero  2associamos o nimerof (' 2) =2 2, ao nimero
t* + 1 associamos o numerof (t* + 1) = ( t* + 1) 3, etc.

X f(x)= x3
-1 ( 1°= 1
oull p(2)°=8;
2 ( 2°%=2"2
t t3
t 1= t3:4
":’e\s_ 1=2
gn _
t* 47t+1)° | (t* 47t+1)1°

[11] SejaA =[0;+1 ) ef aregra que associa a cada numero realk 0 sua raiz qua-
drada, isto é:

. . . P~ .
Por exemplo, ao numero Opatssomamos o nimerof (0) = 0 = 0; ao ndimero t* asso-
ciamos o numero f(t*) = ~ t4 = t? e ao nimero 4 ndo podemos associar nenhum
namero real, pois, 4 nao é um namero real.
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a)

X f(x)="X

0 0

2 "2

4 2

-4 inde nido
S g

o tm

t*+4°t+ D)0 t*+4 "t +1)°

[12] SejaA = R ef a seguinte funcao :
(

X2 se x< 2
x3 se x 2

F(x)=

Ao ndmero 1 associamos o numgrof (- 1) = ( 12 =1; a0 umerop2 associamos o

namero f (2) =22 =8;aonimero 2 associamos o nimerof (* 2) = (* 2)? = 2, etc.
X 0 1 3 2 | "3 | |5
f(x) | 0] (12=1 ] (3°=9 | (2°%=8 3] 55

[13] SejaA = R ef a seguinte funcao :

1 2
F(x) = se x2Q
1 se x2Q:
Por exemplo, ao nimero 1 assoctpmos o namerof (1) = 1; ag numero 2 assouamos
o nimero f(2) = 1; ao nimero = 2 associamos o nimerof ( 2) = 1, pois 2 é
irracional; f( )= 1;f g =1.
X 0| 1|2 e| "3 ] "5
f (x) 1 1 1 1 1 1

Nos exemplos [3], [4], [5], [6],[7], [8], [9], [10], [11] e [12] as funcbes s&o de nidas por
formulas (que fornecem y quando séo atribuidos valores a x). No exemplo [13], a fun-
¢cdo ndo é dada por uma férmula, mas, a de ni¢édo de funcao € satisfeita. Em geral, nem
todas as funcdes sdo necessariamente, de nidas de maneira &plicita. Por exemplo:

[14] Se, durante o verdo de 2014, no Rio de Janeiro, registr&emos a temperatura ma-
xima ocorrida em cada dia, obteriamos uma funcéo.
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De fato, a cada dia, est4 associado uma Unica temperatura maxma, isto €, a tempera-
tura € funcdo do dia. Embora ndo exista uma formula explicita para expressar a funcao
do exemplo, a de nicdo de funcéo é satisfeita.

Observagodes 1.1.

1. Em geral, a maioria das funcfes usadas nas aplicacdes sdoatlas por formulas
ou equacoes.

2. Mas é preciso ter um pouco de cuidado, pois nem toda equacdode duas variaveis
de ne uma funcédo. Por exemplo, a equacio y?> = x ndo de ne uma funcéo, pois
para X = 1 temos dois vaI%res paray, a sabeb'y = 1; masy? = x da origem a
duas fungdes:y = f1(x) =~ xey = fo(x) = X:

1.2 Dominio e Imagem

Podemos imaginar uma fungdo como uma maquina que utiliza uma certa matéria
prima (input) para elaborar algum produto nal (output) e 0 ¢ onjunto dos nameros
reais como um deposito de matérias primas. Fica evidente que é fundamental deter-
minar, exatamente, neste depdsito, qual matéria prima faz funcionar nossa maquina;
caso contrario, com certeza, a estragaremos.

XA..él 'lzl——m

Figura 1.4:

Esta analogia nos leva as seguintes de ni¢des:
De nicédo 1.2.

1. O conjunto de todos os x 2 R que satisfazem a de nicao de funcdo € chamado
dominio da funcdo f e é denotado por Dom(f):

2. O conjunto de todos osy 2 R tais quey = f (x), onde x 2 Dom(f) & chamado
imagem da funcédo f e é denotado por Im (f).

Observacdo 1.1. E claro que Dom(f) R,Im(f) R, e queDom(f) é o conjunto dos
valores da variavel independente para os quais f € de nida; Im(f) € o conjunto dos
valores da variavel dependente calculados a partir dos elementos do dominio.
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De nicdo 1.3. Duas funcbesf e gsao ditasidénticas se tem o mesmo dominio D e:
f(x)=9g(x); 8x2D:

Por exemplo, as fungdesf (x) = x?; x > 0eg(x) = x%x 2 R sédo diferentes pois seus
dominios séo diferentes.

Antes de apresentar alguns exemplos, voltamos a insistir que para estudar qualquer
funcdo, devemos sempre determinar os conjuntos Dom(f) e Im(f ):
Exemplo 1.2.

[1] A &rea de um circulo de raio r € A(r) = r 2;r sendo o raio, temos:r > 0; logo,

Dom(A)=Im(A)=(0;+1):
[2] Considere a fungdoy = f (x) = x?; é claro que n&o existem restricdes para o nimero
real x; logo, temos que:
Dom(f)= R

ey = x> 0 paratodo x 2 R;entdolm(f) [0;+1 ). Como todo niimero real ndo
negativo possui raiz quadrada real; entdo:

Im(f)=[0;+1):

[3] Considere a funcéoy = f (x) = P X. Uma raiz quadrada existe somente sex 0;
entao:

Dom(f)=[0;+1):

Como todo numero real x 0 possui raiz quadrada:

Im(f)=[0;+1):

[4] Considere a funcdoy = f (x) = P x2 1. Como no caso anterior, x2 1 existe
somente sex? 1 0; resolvendo a inequacéo temos:

Dom(f)=(1 ; 1][ [1;+1 ) e, novamente,temos:Im(f)=[0;+1 ):

. N 1, . _
[5] Considere a funcéoy = f(x) = ;; é claro quef é de nida se e somente sex 6 O;
logo temos que:

Dom(f)= R f 0g=(1 ;0)[ (0;+1);

por outro lado, uma fragé@o é nula se e somente se o numerador € rulo; entao

Im(f)= R f Og:
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. ~ 1 . .
[6] Considere a fungcadoy = f(x) = ﬁ; Ccomo no caso anterior o denominador da

fracdo n&o pode ser nulo; logox? 160;entdo,x6 1le:

Dom(f)= R

[7] Considere a fungéoy = f (x) =
negativo é positiva ou negativa,

1;1g; Im(f)= R f Og:

SO —h

X; como a raiz cubica de um ndmero positivo ou

Dom(f)=Im(f)= R:

[8] Considere a funcaoy = f (x) = P X + P x2 1
Afuncdo édenidase x 0ex? 1 Osimultaneamente. Resolvendo as inequagoes,
obtemosx 1;logo,

Dom(f)=[1;+1) e Im(f)=(0;+1):

Agora que determinamos nos exemplos os dominios e imagens das fun¢des, podemos
avaliar, sem perigo, estas funcoes.
[9] Sef (x) = P X, entdoDom(f ) =[0;+1 ), logo podemos calcular:

f(5) = pg; f()= IO_e(x2+1): px2+1;

pois 5, ex?+ 1 sdo sempre positivos.

1
[10] Seg(x) = ~ entaéoDom(f ) = R f 0g, logo podemos calcular:
1
t

g =1 set60:

1.3 Gra cos de Funcobes

A representacdo geométrica de uma fungéo de uma variavel real € dada por seu gra co
no plano coordenado xy.

De nicdo 1.4. O graco de umafuncdo y = f (x) é o seguinte subconjunto do plano:

G(f) = f(x;f (x))=x2 Dom(f)g

Observacoes 1.2.

1. Geometricamente G(f ) é, em geral, uma curva no plano. Nos exemplos [1], [13]
e [14] da secédo 2.1G(f ) ndo € uma curva.
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2. Nos casos em queG(f) é uma curva, intuitivamente podemos pensar que 0S
conjuntos Dom(f ) eIm (f ) representam a “largura” e “altura” méxima da curva,
respectivamente.

3. Inicialmente, a construcdo dos gra cos sera realizada fazendo uma tabela, onde
as entradas da tabela sdo os elementos do dominio e as saidasas respectivas
imagens.

Figura 1.5: Gra co de uma fungéo.

4. Este processo € demorado e ine ciente e ser4 abandonado ng capitulos seguin-
tes, quando serdo dadas técnicas mais e cientes para fazer ogra co.

5. E importante ndo confundir a fungdo com seu gra co, pois 0 g ra co é um sub-
conjunto do plano.

Exemplo 1.3.

[1] Esboce o gra co da funcdo dada pela seguinte tabela, que mostra a vazdo semanal
de agua de uma represa:

Dia | m3=seg
360
510
870
870
950
497
510

N OO WN
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O gra co desta funcdo néo representa uma curva. A primeira co luna da tabela repre-
senta a abscissa e a segunda coluna as respectivas ordenadakgo, obtemos:

1006 |
’

806

606

406

206

1 2 3 4 5 6

Figura 1.6: Gréa co da vazao semanal de agua da represa.

[2] Esboce o gra co da fungdo f (x) = x2. Note que Dom(f) = Relm(f) = [0;1).
Fazendo a tabela:

x || f(x)= x?
0 0
1=4 1=16
1=3 1=9
1= 1/4

1 1

2 4

3 9

x?> Oparatodo x 2 R, 0s pontos de abscissax e x tem a mesma ordenaday = x2.
Logo, o graco de f ca situado no primeiro e segundo quadrantes.

Observando a tabela, conclui-se que se o valor dejxj aumenta, os valores da corres-
pondente ordenada aumentam mais rapidamente. Se os valoresde jxj aproximam-se
a zero, os valores correspondentes da ordenada aproximam-s mais rapidamente de
zero.
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N ./

N ./
N/
NS

-1.0 -05 0.5 1.0

Figura 1.7: Graco de f (x) = x2.

[3] Esboce o gra co da fungédo f (x) = x3. Note que Dom(f) = Im(f) = R. Fazendo a
tabela:

x | f(x)= x3
0 0
1=4 1=64
1=3 1=27
1= 1=8

1 1

2 8

3 27

Sex 0,entdoy 0Oesex< 0,entdoy < 0.Logo, o gra co esta situado no primeiro e
terceiro quadrantes.

Observando a tabela, vemos que quandox > 0 e x cresce, 0s valores correspondentes
da ordenada y também crescem e mais rapidamente. Quandox < 0 e x decresce, 0S
valores correspondentes da ordenaday decrescem e mais rapidamente. O gra co de f
€:
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/

Figura 1.8: Graco de f (x) = x3.

[4] Esboce o graco da funcéo f (x) = % Note que Dom(f) = Im(f) = R f Og.
Fazendo a tabela:

X f(x)=1
0 0
1=100 100

1=4 4
1=3 3
1= 2

1 1

2 1=

3 1=3

Sex > 0,entdoy > Oe sex < 0, entdoy < 0. Logo, o gra co esta situado no primeiro e
terceiro quadrantes.

Observando a tabela, vemos que quandox > 0 e x cresce, 0s valores correspondentes
da ordenada y aproximam-se de zero e a medida que x aproxima-se de zero, 0s valores
correspondentes da ordenaday aumentam muito.

Quando x < 0 e x cresce, 0s valores correspondentes da ordenaday decrescem e a
medida que x decresce, o0s valores correspondentes da ordenaday aproximam-se de
zero. Ogracode f é:
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~ .
\
\

Figura 1.9: Graco de f (x) = 1=x.

8
2 1
2X X° se x 3
4 H XA - — 1 1
[5] Esboce o gra co da seguinte funcéo : f (x) = X se 5<X< 3
" X%+ X se x< L

Figura 1.10: Gréa co de f (x) do exemplo [5].

[6] Determine a fungéo f cujo gra co é:

2.5

—

Figura 1.11:
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Claramente, f (x) =0 sex < 1ex > 3. Determinemos 0s segmentos de reta que ligam
0s pontos (1;0) e (2; 2), (2; 2) e (3; 0), respectivamente.

A equacao da reta que passa por(1;0)e(2;2) éy =2(x 1).
A equacao da reta que passa por(2;2)e(3;0)éy = 2(x 3); entdo:

8

%O se x<1
2(x 1) se 1 x< 2
3 2(x 3) se 2 x 3
"0 se 3<Xx

f(x) =

Observagéo 1.2.

Osgracosde f(x)+ ¢, f(x+ c),cf(x)ef(cx)(c2 R)podem ser obtidos diretamente
do gra co de f (x). De fato.

1. Ogracode g(x) = f (x+ c) pode ser obtido a partirdo gra code f transladando-
0 ao longo do eixo dos x em cunidades para a esquerda sec > 0, ou transladando-
0 ao longo do eixo dos x em c unidades para a direita se ¢ < 0.

2. Ogracode g(x) = f(x)+ c,c2 R pode serobtido do gra code f transladando-o
ao longo do eixo dos y em cunidades para cima sec > 0ou cunidades para baixo
sec< 0.

3. Ogracode g(x) = cf(x), c > 1 pode ser obtido "esticando-se"o gra co de f
verticalmente pelo fator c.

4. Ogracode g(x) = f(cx),c> 1pode ser obtido "comprimindo-se"o gra co de f
horizontalmente pelo fator c.

5. Ogracode g(x) = cf(x),0<c < 1pode ser obtido "comprimindo-se"o gra co
de f verticalmente pelo fator c.

6. Ogracode g(x)= f(cx),0<c< 1pode serobtido "esticando-se"o gra co de f
horizontalmente pelo fator c.

7. Ogracode g(x) = f(x) pode ser obtido pelare exdo dogracode f emtorno
do eixo dos Xx.

8. Ogracode g(x) = f( x) pode ser obtido pelare exdo do gra code f emtorno
do eixo dos y. Em cada caso é conveniente especi car os dominios e imagens
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Exemplo 1.4.

[1]Osgracosde f (x) = x (azul),def( 2x)= 2x(vermelho)e 2f (x+1)=2(x+1)
(verde).

Figura 1.12: Gra cos do exemplo [1].

[2] Os gracos de y = f(x) = x? (azul), dey = f(x +1) = ( x + 1)2 (vermelho) e
y=2f(x 1)=2(x 1) (verde):

— X

L
o 1 2 3

Figura 1.13: Gra cos do exemplo [2].

[3]Osgracosde f (x) = x3(azul),de f (x+1) = ( x+1)3 (vermelho)ef( 3x)= 27x3
(verde):
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10

L L L
- - L 1 2
-5k

- 10

Figura 1.14: Gra cos do exemplo [3].

A seguir daremos varios exemplos de fungbes, com seus respetivos dominios, ima-
gens e gra cos. Aidéia é formar um "catalogo"das fun¢des mai s usadas, as quais serao
utilizadas nos exemplos e exercicios.

1.4 Funcao Mdédulo ou Valor Absoluto

Esta funcéo € de nida por:

y=1f(x)=ix

Note que Dom(f) = Relm(f)=[0;+1 ), pois o valor absoluto de um nimero real é
sempre nao negativo.

O gra co é constituido de duas semi-retas de coe cientes ang ulares1e 1, respectiva-
mente, que se intersectam em(0; 0):

Figura 1.15: Gra co de f (x) = jx]j.

Observe que os gra cos de jf (x)j e def (jxj) podem ser obtidos do gra co de f (x). De
fato, g(x) = jf (x)j é obtido re etindo através do eixo dos X, no primeiro e segundo
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guadrantes a por¢ao do gra co de f que esteja no terceiro e quarto quadrantes.

Como exercicio, diga como pode ser obtido o gra co de f (jxj).

Exemplo 1.5.

[1] Escreva a fungaof (x) = jx  3j sem usar valor absoluto.

Primeiramente, note que f (x) = 0 se, e somente sex = 3. Pela de nicdo do valor
absoluto, temos:

(x 3) se x<3 _ X+3 se x<3
3 se x 3 x 3 se x 3

f(x) =

Figura 1.16: Gracode f (x) = jx 3j.

[2] Escreva a funcéof (x) = % sem usar valor absoluto.

Primeiramente, note que Dom(f ) = R f 0g. Pela de ni¢cédo do valor absoluto, temos:

8
3 - se x<0 (
1 se x<0
f(x): =
2 1 se x> 0

se x>0
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1

Figura 1.17: Graco de f (x) = %
[3] Esboce os gra cos de:
@g(x)=jx 1+2.
(b) h(x) = jx.
Sejaf (x) = j¥j.
(@) Logo, g(x) = f(x 1)+2;entdo, ogracode gé obtido a partir do gra co da fungéo
f transladando-o ao longo do eixo dos x em 1 unidade para a direita e 2 unidades para

cima. O gra co é constituido de dois segmentos de retas de coe cientes angulares 1 e
1, passando por (1,2) e (0,3), respectivamente.

L L L L L L
-2 -1 1 2 3 4

Figura 1.18: Gra co de g.

(b) Por outro lado h(x) = f (x%).
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60
50
a0f
30
20

10

-4 -2 2 4

Figura 1.19: Gra co de h.

1.5 Funcao Polinomial do Primeiro Grau ou A m

Esta funcéo é de nida por:

y=f(X)= mx+Db

onde m; b2 R. Note que Dom(f)= Relm(f) = R.

Observacoes 1.3.

1. Usando a de nicdo de distancia entre pontos do plano néo € d ificil provar que
dados trés pontos no gra co de f, estes sdo colineares; o gra co def € areta de
coe ciente angular m passando por (0; b). E, reciprocamente, dados dois pontos
gue determinem uma reta ndo vertical existe uma funcdo am cu jo graco é a
reta. (Veri que!).

2. Note que:
f(9 f(@_me+b md b_me d_ o 1O f(d)
c d c d ¢ d - ¢ d

paratodo c; d2 R,c6 d.
3. Logo,f(0)=bf(l)=m+Dbf(2)=2m+ b= f(1)+ m; em geral:

f(k+1)= f(k)+ m;

paratodo k 2 N.
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4. Os numeros,f (0); f (1); f (2) ::; f (n);:: formam uma progressao aritmética de ra-
zaom.

5. Fazendoh = ¢ d, temos:

m = f(d+ hr)] f(d):

6. A propriedade que caracteriza as funcdes polinomiais de primeiro grau € que:

fx+h f(x)

depende apenas deh, isto é a acréscimos iguais dados ax correspondem acrésci-
mos iguais para f . E esta caracteristica que deve ser utilizada nas aplica¢os.

7. Quando m = 0, a funcdo é chamadaconstante e seu gra co é uma reta paralela
ao eixo dos x que passa pelo ponto (0; b).

Exemplo 1.6.

Usando as observacoes 1.2, temos:

X+

1 —_—
> (azul) e 2f (x) =

R 1

[1] A esquerda, os gra cos de f (x) = x + 1 (negro), e éf (x) =
2x + 2 (vermelho), respectivamente.

X X

[2] A direita, os gra cos de f (x) = x+1 (negro), ef 5 =5

(vermelho), respectivamente:

+1 (azul)ef( 2x)=1 2x

3

/
—

-2 -2

Figura 1.20: Gréa cos de [1] e [2], respectivamente.

Quando b = 0, obtemos um tipo importante de fungéo, chamada funcéo linear . Por-
tanto, a fungéo linear é de nida por:
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f(xX)=mx; m2R

e € modelo matematico para resolver problemas que envolvem proporcionalidade. Seu
gra co é uma reta de coe ciente angular m passando pela origem.

Figura 1.21: O gra co de f (x) = mx, para diversos m.

Proposicao 1.1. Sejaf uma funcéo linear:

1. Paratodox;; X, 2 R, temos que:

f (X1 + x2) = f(xq) + f(x2):

2. Comof(l)=m,f(2)=f(@Q)+ f(1) =2 m; em geral:

f(nx) = nf(x)

paratodox 2 Ren 2 Z.

3. Quandom =1, temos:

f(xX)=x;

que é chamada funcaoidentidade . Seu gra co é uma reta de coe ciente angular
1
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al

4l

Figura 1.22: O graco de f (x) = x.

Exemplo 1.7.

[1] Suponha que os seguintes dados foram coletados num expetimento. Se a teoria
subjacente a experiéncia indica que os dados tem uma correla¢gdo a m, ache tal funcao
am.

X 103 6:8 1:5 146 2346
359 254 0:5 388 6988

Sejay = f (x) = ax + b. Pelas propriedades das fun¢des a ns:
05=f(15)=15a+b
359=f( 103)= 103a+ b:

Resolvendo o sistema, obtemos:a=3 eb= 5;logo, f(x) =3 x 5.

10~

Figura 1.23: Aretay =3 x 5.
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Note que como o gra co de uma funcdo a m € uma reta, podemos tom ar qualquer par
de pontos e obtemos a mesma fungao; por exemplo:

388 =1(14:6) =14:6a+ b
6988 = f (234:6) = 234:6a+ b:

[2] Sabemos que a pressao da agua do mar € funcao da profundidade. Denotemos por
P a pressao eH a profundidade relativa ao nivel do mar. Experimentalmente veri ca-
se que a pressao da agua ao nivel do mar é del atm, (atm = atmosfera) e que acréscimos
iguais na profundidade correspondem a acréscimos iguais na pressdo. Logo, ao passar
de um ponto do mar para outro situado a 1m (m =metro) de profundidade, havera
um aumento da pressao de aproximadamente 1atm. Passando do nivel do mar a uma
profundidade de H m, a pressdo aumentaraH  0:1.

A pressao da agua, em atmosferas, é dada pela funcao polinomial do primeiro grau:

P=f(H)=0:1H +1:

= X

L L L L
20 40 60 80 100

Figura 1.24: GrAcode P = f (H).

A pressédo da agua a uma profundidade de 100m éP = f (100) =0:1 100+1 = 11latm.
Se a pressao da agua é d&0atm, a profundidade € 50 =0:1 H +1;logo, H =490 m.

[3] Sabe-se quel00g (g=gramas) de soja contem35g de proteinas e 100g de lentilhas
contem 269 de proteinas. Um adulto médio, num clima moderado, necessit a de 70g de
proteinas diarias em sua alimentacdo. Uma pessoa deseja proer estas70g de proteinas
somente com soja e/ou lentilhas. Se x é a quantidade de soja ey a quantidade de
lentilhas diarias (x ey medidas em unidades de 100g), qual é a relacédo entrex ey?

A quantidade de proteina na soja € 35x e a quantidade de proteina nas lentilhas € 26y
por dia (ambas medida em gramas). O total de proteinas diario é 70; logo, temos a
equacao de primeiro grau:
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35x+26y=70=) f(x)= 325—(;(+ Z—g:

L L L X
0.5 1.0 15 2.0

Figura 1.25: Gra co de 35x + 26y = 70.

X;y 0. Os pontos do gra co sédo as possiveis combinacdes de soja e latilhas para
fornecer 70 gramas de proteinas diarias.

[4] (Lei de Hooke) : Se um peso dex unidades for pendurado em uma mola esta se
alonga em um valor y que é diretamente proporcional a x, isto &,

y="f(x)=kx

A constante k depende da rigidez da mola (quanto mais rigida for a mola, men or sera
o valor de k).

[5] O nimero de centimetros A de agua produzido pelo derretimento de neve varia

diretamente com P, 0o nimero de centimetros de neve. Os meteorologistas descolpiram
que 150 cm de neve derretida da 16,8 cm de agua. Determine quarnos centimetros de
agua se obtem de 500 cm de neve?

Note que temos: A(P) = kP; logo:

A(150) = k 150
168=k1503 k=0:1129 A(P)=0:112P =) A(500) = 56cm:

1.6 Funcao Polinomial de Segundo Grau ou Quadratica

Esta funcéo € de nida por:

y="f(x)= ax*+ bx+c

onde a; b; c2 R; a6 0. Claramente Dom(f ) = R.
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Observacoes 1.4.

1. Paratodoh 2 R,f(x+ h) f(x) éumafuncdoamem x.

2. Alm(f)eogracode f dependem essencialmente do discriminante da equa-
cdo do 2° grau ax?+ bx+ ¢ =0 e do coe ciente ado termo principal.

3. N&o é dificil veri car que o gra co da fungédo f (x) = ax? é uma parabola de foco
(0; 14 a) e diretriz:

1 .
4a’
4. Fazendo uma translacdo adequada dos eixos coordenados ve ca-se que o gra-

codafuncéo f(x) = ax?+ bx+ céuma parabola cujo eixo de simetria € paralelo
ao eixo dosy, tem foco:

y:

b 4ac+b¥ 1
2a’ 4a
e diretriz:

_d4ac P 1
y= 4a

1.6.1 Vértice da parabola

O vértice da pardbolay = ax?+ bx+ cé o ponto onde a parabola intersecta seu eixo e
€ dado por:

b :
2a 4a)
Sea > 0, entdov é o ponto da parabola de menor altura, pois o0 ponto mais préxim o da
diretriz € o vértice. Logo, a funcéo f (x) = ax?+ bx+ catinge seu menor valor.

v=(

Sea < 0, entdov € o ponto da parabola de maior altura. Analogamante ao caso anterior,
afuncédof (x) = ax?+ bx+ catinge seu maior valor.

N&o é dificil ver que se v; é a abscissa do vértice da parabolay = f (x), entéo:

f(vi+ x)=f(vi X)
paratodo x 2 R.
Usando completamento dos quadrados:

f(x)=a(x w)’+aq;
onde g= f (vy).
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Gra cos da Funcao Quadratica

A

Figura 1.26: Gracosparaa>0, >0, =0 e < 0, respectivamente .

NN/

Figura1.27: Gracosparaa<0, >0, = e < 0, respectivamente .

Exemplo 1.8.

[1] Determine a fungdo quadratica se seu gra co passa pelos pontos ( 1;2), (1; 2)e
(3:4).

Sejaf (x) = ax?+ bx+ ¢, afuncéo quadratica, entdo devemos ter:

8 8
2 f( 1)=2 2 a b+c=2
f()= 2 , at b+c= 2
f(3)=4 " 9a+3b+c=4
: 5 5
Resolvendo o sistema, temosa = Z’b: 2ec= Z,; logo:

f(x)= 5% 2X ?1:
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Figura 1.28: A parabola do exemplo [1].

[2] A area de uma esfera ¢ funcdo quadréatica de seu raio. De fab, S(r) =4 r 2.

[3] (Lei do uxo laminar de Poiseuille): Fluxo sanguineo atr avés de um vaso, como
artérias ou veias. E uma funcéo quadratica em d:

P(R? d?)
4] '
Para o sangue humano numaveia: =0:00271=2,R=8 10°eP =4 1, logo:

v(d) =

v(d) = 0:001185185185 185185185202 cm=seg:

0.00101~

0.00051~

L L L L
0.00002 0.00004 0.0000€ 00\0000]
- 0.0005-

Figura 1.29: A parabola do exemplo [3].

[4] A trajetoria de um corpo lancado obliquamente, despreza ndo a resiténcia do ar,
€ dada por uma funcédo polinomial do segundo grau. A partir de s eu deslocamento
horizontal (ao longo do eixo dos Xx), obtemos sua alturay. Por exemplo, um objeto é
lancado no ar. Se sua altura, em metros,t segundos apés o lancamento é dada por
y=f(t) =20t 10t? qual é a altura maxima atingida pelo objeto e em que instante
ele a atinge?
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Determinemos o vértice da parabolay = 20t 10t?, =400 ,a= 10< Oeb= 20;
v = (1;10). Logo, a altura maxima € de 10m, atingida 1 segundo apds o langcamento.

Figura 1.30: A parabola do exemplo [3].

[5] A emisséao de particulas de poluicdo produzida pelos 6nib us, na atmosfera, de uma
cidade é dada por:
h(t)= 10t?>+300t +2:61
t em anos eh em milhares de toneladas, onde se utilizou como ano base 2000
(a) De quanto foi a poluicdo no ano de 2007?
(b) Que ano a polucéo atingiu 0 maximo a poluicdo?
(a) Calculamos h(8) = 1762:61 milhares de toneladas.

(b) Como o fator da poténcia quadratica € negativo, temos que o valor maximo sera
atingido na ordenada do vértice:

b
— =15:
2a

Logo, o maximo de polui¢do sera atingido no ano de 2015.

2500
2000
1500

1000

L L L L L
o 5 10 15 20 25

Figura 1.31: A parabola do exemplo [3].
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2

[6] Pelas observacdes 1.2, os gracos dey = f (x) = x? (azul),y = f 4?)( = 169X
(vermelha) ey = f (2x) = 4 x? (verde), s&o:

Figura 1.32: As parabolas do exemplo [4].
1.7 Funcao Polinomial de Grau n
A funcao polinomial de grau n é de nida por:

y=f(X)= a,x"+a, 1x" 1+ i+ a
onde a,; a, 1; a2 R;a, 6 0; Dom(f) = R, masalm(f) e o grdco de f de-

pendem essencialmente do grau do polinbmio e de a,. Esta funcdo €, claramente, a
generalizacao natural das fungdes anteriores.

Como exemplo, as fungdes: f(x) = x3 xeg(x) =24x*+1;Im(f) = Relm(g) =
[1;+1 ). Seus respectivos gra cos sao:

0.5

- 05k

L L
-1 1

Figura 1.33: Gra cos de f e g, respectivamente.



1.7. FUNCAO POLINOMIAL DE GRAU N 41

Exemplo 1.9.

[1] O faturamento de uma empresa, num certo periodo, foi expr esso em funcdo do
nimero x de vendedores por f (x) = x> 3x2 18x reais por dia. Quantos eram 0s
vendedores no dia em que o faturamento atingiu 70 mil reais?

Estudemos as raizes inteiras def (x) = 70, isto é,x3 3x? 18x 70 = 0. N&o é dificil
ver que 7 é uma raiz do polinémio; de fato:

x> 3x? 18x 70=(x 7)(x*+4x+10);

logo, séo 7 vendedores.

Figura 1.34: Gra co de f (x) = 70.

[2] Suponha que foram introduzidos numa ilha, 144 individuo s de uma certa espécie
de macacos. Inicialmente, a quantidade de individuos tende a crescer; apos um certo
tempo, o alimento e a populacdo de macacos decresce. Se o nume de macacos no
tempo t, em anos, é dado por:

P(t)= t*+32t2+144;

guando a populacéo se extingue?

Estudemos as raizes inteiras deP (t) = 0, isto é, t*+32t2+ 144 = 0. N&o é dificil ver
que 6 e 6séo raizes do polinbmio; de fato:

t*+32t°+144= (t 6)(t+6)(t>+4);

comot O, temos que em 6 anos a populacdo sera extinta.



42 CAPITULO 1. FUNCOES DE UMA VARIAVEL REAL

Figura 1.35: Gracode P = P(t).

1.8 Funcdes Pares e Impares

De nicao 1.5.

1. Umafuncédo f é dita par se, paratodox 2 Dom(f) entdo x 2 Dom(f) e

fF(x=1(X

2. Umafuncaof € dita impar se, paratodox 2 Dom(f) entdo x 2 Dom(f) e

fFOx)= (¥

Pelas de ni¢cdes de funcéo par e de funcdo impar € facil ver que o gra co de uma
funcdo par é simétrico em relacdo ao eixo dosy e o gra co de uma funcdo impar é
simétrico em relacdo a origem.

Exemplo 1.10.

: 1
[1] Sejay = f (x) = x® + VR

Dom(f)= R f 0Og, a primeira parte das de ni¢fes é veri cada e:

FCx)=( %+

logo, f é funcéo par.
[2] Sejay = f (x) = x°> x5,
como Dom(f ) = R, a primeira parte das de ni¢Bes é veri cada e:

FCx)=( % (x)= )+x*= f(x)
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logo, f é funcéo impar.

-1 1 -o0.2L

Figura 1.36: Gra cos dos exemplos [1] e [2], respectivamente.

1.8.1 Aplicacao

Sejan 2 N, tal que n > 1, de namos:

A funcéo é par se n € par e é impar sen é impar.

Parax 2 (0; 1), tem-se:

x2>x3>x*>x%>x> mnnn
isto €, quanto maior o valor de n, menor o valor da funcao. Consequentemente, o gra-
co de y = x°, esta abaixo do gra co de y = x*, que também esta abaixo do gra co de
y = x3, e assim sucessivamente. Para valores de proximos de zero, as poténcias me-
nores dominam e quanto maior o expoente n, 0s gra cos cam cada vez mais “planos”

(quase paralelos ao eixo dosx).

Parax 2 (1;+1 ), tem-se:
x2<x3<axt<x®<x® <

ou seja para valores grandes dex, as poténcias de maior grau dominam as de menor
grau.
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1-

-10 -05 0.0 05 10 s
Figura1.37: Gracosdey = f(x) = x"paran=2; 4, 6en =1; 3; 5, respectivamente.

Observagoes 1.5.

1. Algumas vezes, para esbocar o gra co de uma fungcdo é conveniente veri car
se a fungéo é par ou impar, pois a simetria presente nos gra cos destas funcées
facilitard o desenho.

2. Note que existem muitas funces que ndo sdo pares e nem impaes.

Por exemplo, sejaf (x) = x2+x; comoDom(f) = Ref( x)= x2 x;logo,f( x) 6 f(x)
ef( x)6 f(x);entdo,f ndo é funcdo par nem impar.

Achar os x tais que f (x) > b é equivalente a determinar os elementos do Dom(f) tal
gue os pontos do gra co de f, estdo acima da retay = b. Achar os x tais que f (x) <b
€ equivalente a determinar os elementos do Dom(f ) tal que os pontos do gra co de f,
estdo abaixo da retay = b

Exemplo 1.11.

[1] Sef (x) = x2, entdo, acharx tal que f (x) > 1 é equivalente a determinar os elemen-
tos do Dom(f ) tal que os pontos do gra co de f, estdo acimadaretay = 1.

[2] f (x) = x?(x 1); entdo, acharx tal que f (x) < 0 é equivalente a determinar os
elementos do Dom(f ) tal que os pontos do gra co de f, estdo abaixo da retay = 0.

NS

Figura 1.38: Gra cos dos exemplos [1] e [2], respectivamente.
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1.9 Funcoes e Gra cos

Podemos a rmar, em geral, que o gra co de uma funcéo €, em gera l, uma curva no
plano coordenado; a reciproca nem sempre é verdadeira, isto €, nem toda curva no
plano coordenado (ou conjunto do plano) € o gra co de alguma f uncao.

Geometricamente uma curva no plano coordenado € o gra co de u ma funcéo se toda
reta paralela ao eixo dosy intersecta a curva no maximo num ponto (por que?).

Por exemplo, a seguinte curva ndo representa uma funcéo:

Figura 1.39:
[1] O conjunlig A = f(x;y) 2 R?=x?+ y2 = 1gn&o é o gra co de uma fungéo. De fato,
temosy = 1 x2;logo, paratodo x 2 ( 1;1) existe mais de umy tal que (x;y) 2 A.
—
../

Figura 1.40: O conjunto A.

1.10 Intersecédo de Gra cos

Sejamy = f (x) ey = g(X) tais que seus gra cos se intersectam no ponto P; entdo, as
coordenadas deP séo: P = (x1;f (x1)) = ( X1;9(X1)), logo f (x1) = g(X1); equivalente-
mente, X; € solucdo do sistema:

(
y=1()
y = 9(x):
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Analogamente, para n funcoes:

8
y= fi(x)
%y: f2(x)
y= f3(x)
y= fa(X):

1.10.1 Intersecao de Retas

Sef (x) = myx+ b eg(x) = myx + I, sdo fungdes a ns, entdo, o sistema:

(

y=myx+ Db
y=myX+ by;

tem uma Unica solucao se, e somente se as retas sdo nao paralalas, isto ém; 6 my;
logo, seus gra cos se intersectam num Gnico ponto:

b b bbm; bym; :

my mp mp my

N

P =

N

Figura 1.41: Intersecéo de funcdes a ns néo paralelalas.

Exemplo 1.12.

[1] Achar o ponto de intersecdo dosgracosde f(x) =2 x,f,(X) =2 xefz(X)=x 5.
Resolvemos o sistema:

8
2(1) y =3x

@ y =2 x
" (3) = 5:

<
|
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1 7
Fazendo (1)=(2), temosx = > ey = g; fazendo (2)=(3), temosx = > ey = g e
1
nalmente fazendo (1)=(3), temos x = > ey= ES

Figura 1.42: Exemplo [1].

[2] Achar os pontos de intersec&o dos gra cos de f (x) = x eg(x) = x2. Resolvemos o
sistema:

(

y =X

y =x%
donde x> x = x(x 1),logox(x 1)=0ex =0oux =1. Os pontos sdo(0;0) e
(1;1).

Figura 1.43: Exemplo [2]

[3] Achar os pontos de intersecdo dos gracos de f(x) = x2 x eg(x) = x*+ x5
Resolvemos o sistema:

(
y

y

X
x4+ x3;
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donde x*+ x3=x® x,logox*+ x=x(x3+1)=0 ex=0o0oux = 1. Os pontos sio
0:0)e( 10).

0.4

Figura 1.44: Exemplo [3]

[4] Os niveis de dois reservatoérios de agua sao expressos emtincao do tempo t pelas
seguintes fungbes: hy(t) = 100t3+5t 1:8ehy(t) =50t3+2t 0:8. Determine os
instantes em que cada um dos niveis se reduz a zero, sabendo q& alguma vez isto
acontece simultaneamente.

Como existe tg tal que hy(tg) =0 e hy(tg) = 0, devemos resolver o sistema
(
hi(t)) =0 (1) 100t3+5t, 18 =0
hy(tg) =0 (2) 50t8 +2ty 08 =0
Multiplicando (2) por 2 e subtraindo de (1), temos que ty, = 0:2é a raiz comum.

10

sl

Figura 1.45: Exemplo [4]

Dividindo os polindmios (1) e (2), veri camos que n&o possue m outras ra zes reais.
Logo, o Unico instante em quecada um dos niveis descem a zero éem 0:2u:t: (u.t.=uni-
dades de tempo).
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1.11 Algebra de Funcdes

A seguir, veremos como construir novas funcdes a partir de ou tras ja conhecidas.

De nicdo 1.6. Sejamy = f (x) ey = g(x) funcdes.

1. Adicao e subtrac&o de funcdes:

(f 9x)=1() ax)

2. Multiplicacao de funcgdes:

(f 9(x)=1x) 9

3. Divisao de funcoes:

(x) = m seg(x)60

f
g g(x)’

Em particular, se k 2 R, temos que (k f)(x) = k f(x): Antes de apresentar exemplos
destas de ni¢cbes, determinemos 0s respectivos dominios.

Dom(f g)= Dom(f g)= Dom(f)\ Dom(Q);

Dom % =(Dom(f)\ Dom(g)) f x2 Dom(g)=g(x)=0g:

Geometricamente o gra co da soma, diferenca, produto ou quo ciente de f e g tem,
em cada ponto uma ordenada que é respectivamente, a soma, dikerenca, produto ou
quociente das ordenadas def e g nos pontos correspondentes.

A aplicacdo destas de nicbes é, em geral, muito simples, como observaremos nos
exemplos.

Exemplo 1.13.

[1] A adicdo e a subtrac&o de funcbes a ns sao funcdes a ns. De fato, sef (x) = myx+by
eg(x) = myx + by; entéo:

(f x)=(my my)x+(b by):
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Porexemplo,sef (x)=2x leg(x)= 3x+2;entdo,(f+g)(x)=1 xe(f g(x)=
5x 3.

Figura 1.46: Gracosdef,g,f + gef g.

[2] A adicdo e a subtracdo de funcBes polinomiais quadraticas séo, em geral, funcdes
polinomiais quadréaticas. De fato, se f (x) = ayx?>+ bix+ coeg(X) = ax?+ bbx+ ¢
tais que a; 6 ay; entéo:

f o) =(a a)xX’+(b b)x+c

Por exemplo, sef (x) = x2 2x+1eg(x)=2x?+x 4 entdo,(f +g)(x)=3 x> x 3
e(f g(x)= x® 3x+5.

Figura 1.47: Gracosdef,g,f + gef g.

[3] Sejamf (x) = P x2 leg(x)= x3+1. Logo:
(9= gx)="x 1 (¢+1);
e(f g)(x)=( P x2 1) (x3+1); os dominios s&o:

Dom(f g)=(1 ; 1]J[ [1;+1)= Dom(f 9);
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f(x)_px2 1
gx) x3+1°

f

— X =

g()
odoml’nioéDomf6 =(1 ; D[ [L+1):

1.12 FuncOes Racionais

SejamP (x) e Q(x) polinbmios de coe cientes reais. Podemos de nir a funcdo racional
por:

_ P&
T0= 3

Da de ni¢ao, temos que Dom(f) = R f x 2 R=Q(x) = 0g; em outras palavras, 0
dominio de uma funcéo racional é o conjunto dos nimeros reais menos as raizes do
polinbmio que aparece no denominador.

Note que as fungdes polinomiais sdo um caso particular das fungdes racionais; basta
considerar Q(x) = 1 paratodo x 2 R.

A funcéo:

E; k2R
X

f(x) =

€ modelo matematico de problemas que envolvem quantidades i nversamente propor-
cionais. Por exemplo, a lei de Boyle.

Exemplo 1.14.

[1] O tempo T, necessario para fazer um trabalho varia inversamente proporcional
ao numero P de pessoas que trabalham. Se leva 72 horas para 8 pessoas pafazer
as paredes de uma casa, quanto tempo vai levar 6 pessoas para@mpletar a mesma
tarefa?

Temos queT(P) = g logo:

T(8)=§=) 72:%:) k =648 =) T(P)%S:) T(6) = 108 h:
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150
100+

50 -

Figura 1.48: Gra co de T(P) = %8,

x2+1
X4+ x3+4x2 x 5
Fatorando Q(x) = x*+ x3+4x2 x 5=(x?2 1)(x*+ x+5),tem-se:Q(x) =0 se
x= 1,logo,Dom(f)=R f 1; 1g.

X+8
X5 4x3 x2+4°
Fatorando Q(x) = x> 4x® x?+4=(x® 1)(x* 4),tem-se:Q(x)=0sex=1,x=2
oux= 2/logo,Dom(f)=R f 2;1;29.
x4+ 6

X4 +4x2+3"
Fatorando Q(x) = x*+4x?+3 = ( x?+1)(x?+3), tem-se: Q(x) n&do possui raizes reais;
logo Dom(f) = R.

[2] Sejaf (x) =

[3] Sejaf (x) =

[4] Sejaf (x) =

1.13 Composta de Funcoes

De nicdo 1.7. Sejamf egfuncbes taisquelm(f) Dom(g). A composta das funcdes
gef édenotadaporg f ede nida por:

g ) x)= g(f (x))

Observe que a de nicdo faz sentido, pois f (x) 2 Dom(g). Por outro lado:
Dom(g f)= fx 2 Dom(f)=f(x) 2 Dom(g)g:

Esta de nicdo produz, a partir de fungdes conhecidas, novas fungdes, como veremos
mais adiante.

A de nicao de composta de funcdes € de facil manejo, como veremos nos exemplos.
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Exemplo 1.15.

[1] A composta de fungdes a ns € uma fungéo a m.
De fato, sejamf (x) = myx + by eg(x) = m, x + by; entéo:

(g F)X)=(mimy)x+ myb + by

(f 9)(x)= mimzx+ myby + by

Por exemplo, sef (x) = 2x leg(x)= x+5, entdo:

(g ) (x)= 2x+4 e (f gXx)= 2x 1t

- e
AN\

-6 \\ 4
[2] Sejamf (x) = px2 leg(x)= x+1;calculeg f;f g;f f,g g gef f f f
respectivamente.

Im(f)=[0;+1 )eDom(g) = R:

Figura 1.49: Gracosdef,g,g f ef g.

(@ HX)= g ()= o ¥ D="x 1+1:
Logo,
Dom(g f)=(1 ; 1J[ [L+1):
Im(g)= ReDom(f)=( 1 : 1][ [L+1):logo, ndo podemos calcularf ga menos

que consideremos um dominio menor para g de modo que Im(g) Dom(f).
De fato:

(f g)(x)zf(g(x))=1‘(x+1)=p(x+1)2 1=px2+2x:
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Temos:

Dom(f g =(1 ; 2J][ [0;+1):

-1l

Figura 1.50: GrAcosde g f (azul),f g(vermelho).

q
(f f)(x):f(f(x)):f(lox2 1) = (px2 1)2 1:|Ox2 2. Logo,

Dom(f f)=(1 ; IDé][ [p§;+1):
(9 9 9()=9(g9(a(x)) = g(g(x +1)) = g(x +2) = x+3.
Dom(g g 9)= R:
(Fff HE=TEEEem="x 4
Dom(f f f f)=(1 ; 2][ [2+1):

Dos exemplos anteriores podemos concluir que, em geral:

(f 9(x)6(g X

[3] Suponha que uma mancha de poluente que contamina uma lagoa tem a forma de

um disco de raio r (em cm) e sua areaA (em cm?) é funcdo do raio. Se o raio cresce
em funcdo do tempo t (em min) pelaleir = r(t) = (10 t + 0:5) cm, determine a area da
mancha em funcéao do tempo.

Adarea éA(r) = r ?; devemos calcular A(t), por outro lado A(t) = (A r)(t) = A(r(t));
logo:

A(t) = A(r(t)) = A(10t+0:5) = (10t + 0:5)% cm?:
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1 :
[4] A funcdo h(x) = 94:21 pode ser escrita como a composta de duas outras
X4+ X2+

funcdes. De fato,h(x) = (g f)(x),ondef (x) = x*+ x2+1 eg(x) = 191—Y

-2 -1 1

N

Figura 1.51: Gra cos de f (azul), g (vermelho) e h.

[5] Esboce ogracodey = jx? 1j.

A fungdo h(x) = x? 1 pode ser escrita como a composta das funcded (x) = x> 1le
g(x) = jxj; logo, h =g f. Pelas observacdes 1.2, o gra co deh(x) = jf (x)j é

_\\ )
7/
N -~

g

Figura 1.52: Gra co de h(x) = jf (x)j.

[6] Determine f,(x), se:

(@) fo(x) =

1
> Xefn+1:fo fr,n=0;1; 2 3.

(@) Sefo(x) = >3 entao:
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2
(00= (fo 10 = folfab) = foly™ )= 5 = 5
2 x
00 = (fo 1= fola )= 535 = 5ok
3 2Xx
3 2 3
(509 = (fo 1)) = To(3—20) = g ax:

Observando as expressdes anteriores podemos a rmar que:

_ (n+1) nx
fn(X)_(n+2) (n+1) x’

(b) Sefy(x) = x2, entdo:

f1(x) = (fo fo)(x) = fo(fo(X)) = fo(x?) = x*
fa(x) = (fo f1)(x)= fo(fr(X)) = fo(x*) = X%
fa(x) = (fo f2)(x)= fo(f2(x)) = fo(x®) = x'°;
fa(x) = (fo fa)(x) = fo(fa(x)) = fo(x™®) = x*

Note que:
4=22=2"; 8=2%=2%1; 16=2'=2%" e B32=2°=2%%
Observando as expressdes anteriores podemos a rmar que:

on +1

fa(X) = x°

1.14 Inversa de uma Funcéo

Observe as seguintes tabelas:

a B =B(a) B a= a(B)
0 25 25 0
1 28 28 1
2 31 31 2
3 35 35 3
4 38 38 4
5 41 41 5
6 44 44 6
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A primeira tabela foi obtida num estudo sobre a populagcao de b aleias corcundas num
certo setor costeiro utilizado como ponto de reproducao pel a espécie. O tamanho da
populacao de baleias é medido anualmente, durante 6 anos. O nimero B de baleias
é funcdo do ano a em que é realizada a medicao: B = B(a). Suponha que, em certo
instante, os bioldgos mudam o ponto de vista e cam interessa dos no tempo estimado
para que a populacédo de baleias atinja um certo niamero de individuos B, ou seja,
desejam obter a em funcdo de B: a = a(B). Tal funcdo é chamada de inversa de
B = B(a). Veja a segunda tabela.

50
40 o 5
30 o
° 3

20

10

i 7 3 4 5 i 2 % I
Figura 1.53: Gracoda B = B(a) ea= a(B), respectivamente.
De nicdo 1.8. A funcédo g é dita funcao inversa de f se:
1. Im(g) = Dom(f)elm(f) = Dom(Q).
2. Paratodox 2 Dom(g); (f g)(x) = x e paratodox 2 Dom(f); (g f)(x)= x. Em

tal casof é dita invertivel .

Exemplo 1.16.

[1]f(x)=x 4, 1 x leg(x)=x+4; 5 X 3sao inversas.
De fato, Dom(f) = Im(g) =[ 1;1],Dom(g)= Im(f)=[ 5 3]e:

(f () =1(gx)=fx+4=x (g H)x)=g(f(x)=9Kx 4)=x

[2] f (x) = pi,x Oeg(x) = x?, x 0s&o inversas.
De fato, Dom(f )= Im(g)=[0;+1 ),Dom(g)= Im(f)=[0;+1 ) e,

(F 9(0=TE)=10A=x (@ H0=gf )= o 0= x

Sejaf uma funcéo invertivel. Denotemos por f ! suainversa.
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Observacéao 1.3.

1. Dizer que f ! é afuncdo inversa def é equivalente dizerque f f tef 1 f
sdo a fungdo identidade. Em outras palavras, f é bijetiva , ou seja, a funcaof é
invertivel se, e somente se para todoxs; X, 2 Dom(f), temos; sex; 6 X,, entdo
f(x1) 6 f(xp) eparatodoy 2 Im(f), existex 2 Dom(f) talquef (x)=vy.

2. Sef éinvertivelentdo f *éinvertivele (f 1) 1= f. Notequef 1(x) 6 (f(x)) 1.

3. Ogracode f *é simétrico ao gra co de f em relagdo aretay = x.

//

Figura 1.54: Gracosdef (azul)ef ! (vermelho).

1.15 Método para Determinar a Inversa

1. Escreva a equacaqy = f (x) que de ne afuncéo f.
2. Resolva a equacioy = f (x), parax em fungdo dey para obter x = f 1(y) e,

3. aseguir, permute x por y. A equacgéo obtida de ne f 1.

Note que, a rigor, a fungdo f *!toma valores nosy 2 Im(f).

Observacéo 1.4. E possivel determinar geometricamente se uma fung&o possuiou no
funcdo inversa. Para isto, desenhe qualquer reta paralela a eixo dos x; se a reta inter-
secta o gra co da fungdo no maximo num ponto, entdo a fungcéo po ssui inversa.
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/\

Figura 1.55: Funcdo sem inversa.

Exemplo 1.17.

[1] Funcionamento de um termometro:

O volume de uma quantidade de mercurio € funcdo da sua tempera rtura. Usando a
funcao inversa, determinamos a temperatura através de seu volume.

[2] A inversa de uma funcdo a m ndo constante € am. De fato,se y=f(X) = mx + b
entao:

f— 1 .
)= b

Permutando x por y:

y=1 = J(x by

Figura 1.56: Uma fungdo a m e sua inversa.

[3] Sejaf (x) = x",n 2 N.
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Sabemos que sen € par a funcdo € par e sen é impar a funcao € impar. Logo f possui
inversaparax 0sen é par:

Figura 1.57: Desenho paran impar.

R

f possui inversa para todo x 2pR sen é impar. A inversa para ambas éf 1(y) =

Permutando x por y,f (x)= " X.

y.

Figura 1.58: Desenho paran par.

. _ax+b . . ax+
[4] Sejaf (x) = m,ad bcé 0; fazendo: y = v
relacéo ax, temos,

b ~
g e resolvendo a equacdo em

« = dy b;
a cy

logo:
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dy b

1 —
W= gy

a .
sey 6 < ou, equivalentemente,

dx b

f (x)=
(x) a cXx

a L
sex 6 o que € a inversa def .

2.0

1.5

| I Y A T S [ T ST N AN S |
N m/).s / 05 1.0 15 2.0
-0.

Figura 1.59: Desenho paraf (x) = 222 (azul)ef *(x)= 3*-!

[5] Uma bola de borracha esta sendo in ada e seu volume V é funcéo do tempo t (em
min) sendo V (t) = (4 t +5) cm®. Quanto tempo demora a bola até atingir o volume de
45 cm?3?

. . . V 5
Devemos determinar a funcéao inversade V. ComoV =4t +5 entdot = — e

V .
t=V YV)= TS e t=V (45)=10min:

[6] E comum, em diferentes Ciéncias da Natureza, utilizar du as escalas para medir
temperaturas, Fahrenheit e Celsius.

(a) Determine afuncé@of que relaciona atemperaturay em graus Celsius a temperatura
x em graus Fahrenheit, sabendo que seu gra co € uma reta.

(a) Determine f 1.

(a) Se o gra co € umareta afuncao deve serdotipo: y = f (x) = mx+ b. Por outro lado,
sabemos que:y = f (32) = 0, pois a &gua se congela & graus Celsius.y = f (212) = 100,
pois a agua ferve a100graus Celsius. Portanto:
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_ f(212) f(32)_§eb_ 160
- 212 32 9 7 9’

logo f (x) = ‘L%X %)

. 5 9 9
(b) Sejay = 9 (x 32), entdo,x = % +32ef (x)= ?X +32. Logo, estas sdo as regras

de conversao entre temperaturas dadas em graus Celsius e grais Fahrenheit.

0

S
/ 50 101

Figura 1.60: Gra co do exemplo [6].

[7] Calcule a inversa de uma funcao polinomial de segundo gra u.

Sejaf (x) = ax?>+ bx+ c; a6 0; observando o gra co de f temos que fazer 2—21 X

b .
(ou %a X) para obter a inversa.

Resolvendoy = ax? + bx+ cou ax?+ bx+(c y)=0, temos que:

b pb2 dac+4ay.

x= 2a
Entao:
8 p
% b+ I 4dac+4ay
a>0
. 2a
f(y)= 0
E b ?  4dac+4ay
: se a<o0
2a

b :
Analogamente se %a X; ou equivalentemente:
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b+ P » 4dac+4ax

a>0
2a

f )=

b P » 4dac+4ax

2a

TWW AW 00

1.16 Funcdes De nida por Partes

E comum aparecer nas aplicacées, funcées de nidas por:

8
f1(x) se x 2 Dom(f,)

fo(x) se x 2 Dom(f,)
f3(x) se x 2 Dom(fj3)
h(x) = _ fa(X) se x 2 Dom(f,)

- fa(X) se x 2 Dom(f,):

Note que Dom(h) = Dom(f,) [ Dom(f,) [ ::::::[ Dom(f,) e que:

h(x)= fi(xX) 0 x2 Dom(f;); 8i=1;:::;n:

Exemplo 1.18.

[1] Considere a fungao :

8 1

§x2+1 se x O
h(x) = 5—12 se O<x 1

I

T Tl se x> 1L

Logo, Dom(h)=( 1 ;0][ (0;1]] (1;+1 )= R, entédo:

a<o:

63
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B 1 1 : .
h( 3)—(3)7“1—@ pois 32 (1 ;0]
h(1)::—é pois 12 (0;1]
r
1 1 : _ _
h(3) = 371 2 pois 32 (1;+1):

2.0

1.5

0.5

\

. .
-a -2 o 2 a

Figura 1.61: Gra co do exemplo [1].

[2] Uma empresa de 6nibus cobra 40 reais pela passagem unitara, se vende menos de
20 passagens, e cobra 50 centavos a menos pela passagem adaial. Denotemos por x

0 numero de passagens, entdo a funcadh = h(x), representa a quantidade de dinheiro

gue recebe a empresa porx passageiros, e é dada por:

( (
40x se x 20 40x se x 20

h(x) = =
) [40 (x 20)05]x se x> 20 [50 0:5x]x se x> 20

Por exemplo, para saber quanto dinheiro recebe a empresa com46 passageiros, calcu-
lamos:

h(46) =[50 05 46] 46 =1241 reais,

pois 46> 20.
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120C j
100C }

800 }
600 }
400 }

200~

I
10

I
20

I
30

Figura 1.62: Gra co do exemplo [2].

I
40

65

[3] Um atacadista vende um certo tipo de produto, por caixas, segundo a seguinte
tabela de precos, em délares:

Preco

25.8

24.1

22.5

21.6

20.9

20

X

X

20

20< x

50| 50< x

100

100< x

250

250< x

400

400< x

onde x é a quantidade de caixas; a tabela de precos pode ser modeladgor:

8
258X
%241x

22:5x

p(x) =

150G

100G

500~

216X
209x

" 20x

se
se
se
se
se
se

0 x
20< X
50< x
100< x
250< x
x> 400

20

50

100
250
400

//

L
20

L
40

I
60

Figura 1.63: Gra co de p= p(x).

I
80
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Note que existem algumas compras erradas, por exemplo, p(20) = 516 e p(21) = 506:1,
logo, € melhor comprar 21 caixas.

1.17 Exercicios

1. Exprima como fungéo de x:
(a) a area de um triangulo de basex se sua altura € o dobro de sua base.

(b) o volume de uma esfera de raio x.

(c) o volume de um cone circular reto de raio x se sua altura € o triplo do raio
da base.

(d) ovolume e a area total de um cilindro circular reto de raio  x sendo sua altura
. 10 .
igual a 3 do raio da base.

2. Determine o dominio e a imagem das seguintes funcdes:

@ 100 =x* W) )= X x
(b) f(x)= >;3 X 0 100 = Z);Z 24
© fx)= — .
1 0 ftx)=1p
d) f(x)= —P= X D(x+2)
o (M) F00= pme + —
(e) f(x) = 22X "X 1 x 5
5, "=
Moo= 1 "x ORIOERE
@)= "x ax+3 p X
(h)f(x):fx ly (O)f(x):pﬁ
i 3 5 2
(l) f(X): 6 iTZ (p) f(X): %
3. Sejaf (x) = jxj 2x; determine Dom(f); calcule f (1); f % e verique que

fGa)= 1| &.

1

: L x 1 1
4. Determine o dominio de f (x) = X+ 7 e calculef ; e f(x)

f) f(@),

5. Simpli que a seguinte expressao: — & X 6 a, se:
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@ f(x)=x*a=1 @ f(x)=x*+xa=2
(b) f(x)=x3%a= 2 1
© f(x)=x*+x;a= 1 (h)f(x):ﬁ;a:?;
—_— 1. —

@ 100=pa=t () f()="x+T;a=1
e)f(x)=2x+1;a=2

1 . 1
M fx)= 3 a=2 M) ()= a=4

6. Repita o exercicio anterior para um a qualquer e compare os resultados obtidos.

7. Fazendo uma tabela, esboce os gra cos das seguintes funcés:

(@ y=x?+1 Ny - 1
_ 5 0 y= 3P
b)) y=(x 1) _ | < |
() y=(x+1)? G y=ix L+ijx 2
dy=x* 1 _ X
o K) y T x
(e) y = XjXj o
f 1 ) y=1+x jxj
() y_E)( 2 (m) y: XZSGX< 1ey:2 (X 2)2
@y= 4 x? sel<x.
(h)y:px 1+p3 X () y=x2 1sex Oey= xse0<x.

8. Veri que se as seguintes fun¢des sao constantes:

1 x 1 X iXj
a)f(x)= -+ - - A
@ftx)=_+— (b) f(x) N x
9. Esboce os gra cos no mesmo desenho:
= iXi'VvV=] "v= i .. .. IX]
@ y=jxj;y=jx+1jy=jx 1] (b) y = jxiiy=2jxj;y= J?J
10. Determinef + g,f g,f gef=g, se:
@ f(x)=2x g(x)=x*+2 (d)f(X)=pX+1; g(X)=pX+3

(b) f(x)=3x 2 9(X)= jx+2] 1
@©100="x3T; g=x 1 @©F0=x5 gx=( )"
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0= 5 o= x° M) 100 = 31 g = ¥
@ F00= 4 %% g0 =( )
. Seja@ = g h. Calcule h se:
@ f(x)= X +1 g0 = x+1 © F()= ¢ 3x+5]; g0x) = ix]

(b) f(x)= bx+ a;gx)=x+a

. Seja (x) = ax+ b. Paraque valoresdeaebvale: (f f)(x)=9x 37

. Sef (x) = P X 4deg(x)= % determine o dominiode g f e esboce o gra co de
g f.

. Verique que Im(f) Dom(g) e determineg f se:

17.

18.

@ f(x)=x+2;09x)=3x+1 (d) f(x)=2x 3; g(x)= x?+3x+1
(b)f(x):x2+2;g(x):pi (e)f(x)=x+1;g(x)=x 5
_ 2 . _ x+1 X _ x+1

© f()=x+3;g(x)= ~— M F0= —F7igx)= —3
. Escrevah(x) como composta de duas outras funcoes:

(@) h(x) = (x*+1)* (b) h(x)=(x* 9)? (c) h(x) = "ax+5
. Determinef,, sefo(X) = x+3 ef,4y =fo fh,n=0;1; 2;::00

Esboce o gra co das seguintes funcoes:

(@ y=x*+x3 x2 (d)y:X+41 (f)y:}-"iz

(b) y=@2 x? Y 7

) y=2+(x 1) @ y=x+ 3 @Y=z

Determine os vértices das seguintes parabolas:
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

(@ y= x?>+4x 3 c)y=2x2 x 1
(b) y=x> 8x+12 (dy=x x> 9
Determine a funcdoamtal que f(1) =2 ef(2) = 4 e afuncdo quadratica tal

queg(l)= 1,9(2= 2ef(3)=1.

Veri que que se f é uma funcéo perioddica de peridédo t, entdo também é periddica
de periodo nt,n 2 Z.

A funcéo :

1 se x2Q
1 se x2Q;

f(x)=
é periédica para algum periodo?
Prove que a fungdo a m tem como gra co uma reta néo vertica |.

Prove que a funcéo polinomial de segundo grau tem como gra co uma parabola
com eixo paralelo ao eixo dosy.

Prove que sef é uma funcéo periodica de periédo t, entdo:
(@) f (x + a) é periddica de periédo t, paratodo a2 R.

(b) f (ax) é periédica de periédo 1, paratodoa2 R f 0g.

: +2 : ~ .
Sejamf (x) =1 xeg(x)= )):—1 Veri que que: f egséo as inversas def eg
respectivamente.

Veri que:

(a) Sef egsao funcbes impares entéof g e% sao funcgdes pares.

(b) Sef egséao funcdes impares entdof g séo fungbes impares.

(c) % f(x)+ f( x) éfuncéo pare% f(x) f( x) éfuncdo impar para toda

funcédo f . Entdo toda fungcao pode ser escrita como soma de uma fungao pa
e de uma fungéo impar.
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27.

28.
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Para pequenas variacbes de temperatura, 0 modelo para a datacdo de uma
barra de metal homogénea submetida a mudancas de temperatura éL  Lg =

aLo(t tp), onde L é o comprimento da barra quando a temperatura é t, Ly € 0
comprimento inicial da barra na temperatura t, e aé uma constante que depende
do tipo de metal.

(a) Verique se L é funcao linear de t.

(b) Supondo que a barra, inicialmente mede 100cm a uma temperatura de 6(°C
e que para o metal com que foi feita a = 10 °, esboce o gra co que expresse 0
comprimento da barra em funcédo da temperatura.

O custo emu:m: (unidades monetérias) para remover x dos detritos toxicos des-
pejados num aterro é dado por:

0:8x
100 x’

S(x) =
para0<x< 100

(a) Determine o custo referente a remocao de40, 60 e 90 dos detritos. Esboce o
gracode S = S(x).

(b) Que porcentual de detritos pode ser removido por 10.000u:m?



Capitulo 2
FUNCOES ELEMENTARES

A seguir apresentamos uma classe importante de funcbes que €m um papel funda-
mental nas aplicacdes que serdo tratadas nos capitulos postriores. Este tipo de funcdes
sdo ditas elementares pois ndo podem ser obtidas através de aitras funcdes.

2.1 Funcao Exponencial

A funcéo exponencial esta associada a fendbmenos de crescimeto ou decrescimento,
como por exemplo, crescimento populacional e desintegracéo radioativa.

Exemplo 2.1.

Suponha que ap6s 7 meses de observacado foram obtidos os seguies dados de uma
populacéo de formigas:

M Q \%
1 150000

2 159000 9000
3 168540 9540
4 178652 | 10112
5 189371 | 10719
6 200733 | 11362
7 212777 | 12044

M é o més, Q é a quantidade de formigas em cada més da observacae V é a variacao
mensal da populagdo. Dividindo a quantidade de formigas de u m més em relacao
ao més anterior, obtemos um fator constante 1:06, o0 que mostra que a populacao de
formigas cresce, aproximadamente,6 ao més. Temos:

71
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sex = 0; entdo 150000 = 150000 (1:06)°;
sex = 1; entdo 159000 = 150000 (1:06)";
sex = 2; entdo 168540 = 150000 (1:06);
sex = 3; entdo 178652 = 150000 (1:06)*:

Em geral, decorridos x meses ap0s a primeira observacao, a populacédo de formigas é
dada por:

f (x) = 150000 (1:06):

200000 (]
150000 [
100000

50000

1 2 3 4 5 6 7

Figura 2.1: Gra co de f (x) = 150000 (1:06).

De nicdo2.1. Sejaa?2 Rtalque O<a 6 1. A funcéo exponencial de base aé denotada
e de nida por:

Note que: Dom(f)= R, Im(f)=(0;+1 ) e:

f(0)=a=1
f(l)= &

seu gracodependedesera> louO<a< 1.

Observacgoes 2.1.

1
1. Sen 2 N,entdoa”"=a a ::: a; nvezes.Sen?2 N,entdoa " = .
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2. Sex 2 Q, entdox = g,ondepZZquZ f 0Og, e:

2 - R

a‘=a

L . oo P . ~
3. Sex 2pQ, isto €,x € um numero irracionalcomo , 3, que sentido tem a expresao
3
a ea °?

4. A resposta rigorosa a esta pergunta sera respondida em niweis de estudos mais
elevados que o destas notas introdutérias. Por enquanto, vejamos uma idéia in-
tuitiva:

Exemplo 2.2.

Considere 2p3; 0 numero irracional P 3 ¢é aproximadamente P 3 = 1:732050807568 :
Por outro lado, os seguintes numeros sao racionais: 1.7, 1:73, 1:732 1:73205 =, etc.
Logo, pela observagéo anterior sabemos calcular2t?, 2173 21732 L7320, - - - @ nodemos
obter um valor aproximado para 2 3. Observe a tabela:

X 2

1.7 3.249009
1.73 3.317278
1.732 | 3.321880
1.73205 | 3.321995

: p_
p3 23

Proposicéo 2.1. Sejaf (x) = a*,a2 Rtalque0O<a 61
1. f (X + xp) = f(X1) f(Xp). Isto é:
gt = gh g
paratodo Xi; X, 2 R.

2. f(bx) = f(x) "= f(b *. Istoé:

& = (@)= (a)";

paratodo x; b2 R:
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Observacéao 2.1. Dada uma funcéo exponencial f (x) = a*, os valoresf (1), f (2), f (3),
:::::: formam uma progressdo geométrica (P.G.) de razdoa. Na verdade, para toda
funcéo exponencial f (x) = a*, as razdes

f(x+h
(x+h) _
f(x)
dependem apendas deh e ndo dex. Esta € uma propriedade caracteristica das funcdes
exponenciais e signi ca que se consideramos a progressao aitmética de razéao h:

entdo, obtemos a progressio geométrica de razaa":

f(x+ h)=a"f(x);
f(x+2h)= f((x+hy+h)= af(x+ h)= a2 f(x)

f(x+ nh)=a"mf (x):

Pelas propriedades anteriores, cada vez que a abscissa aumaa uma unidade a orde-
nada é multiplicada por a e cada vez que a abscissa diminui uma unidade a ordenada

. . 1
€ multiplicada por 2

Sea > 1, entéo, a distancia da curva ao eixo dosx cresce quandox cresce e decresce
guando x decresce. Sea < 1 ocorre o contrario.

Observacédo 2.2. Um caso particular e importante de funcdo exponencial € quando aé
a constante de Eulere' 2:718281

Gracospara O<ac< 1

al

L L
-2 -1 1 2 3

Figura 2.2:a= £ (verde) ea= Z (azul).
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Gra cos para a > 1.

L L
-2 -1 o 1 2

L L L L
-2 -1 1 2

Figura 2.4: Gra cos para a= % (verde) ea =2 (azul).

Exemplo 2.3.

[1] Um fabricante de certos componentes eletrénicos fez um estudo estatistico da con-
abilidade do seu produto. O estudo indicou que a fracdo dos ¢ omponentes que
apost anos de uso, ainda estdo em condi¢des de funcionamento é, appximadamente,
f(t)= e %2,

(a) Que fracao dos componentes deve funcionar pelo menos portrés anos?

(b) Que fracdo dos componentes deve parar de funcionar durante o terceiro ano de
uso?

(a) Devemos calcular: f (3) = e %® = 0:54, isto €, podemos esperar que aproximada-
mente 55 dos componentes funcione pelo menos trés anos.

(b) Para determinar a fracdo dos componentes que deve parar de funcionar durante o
terceiro ano de uso, basta calcular:

f(3) f(4)=e % e %= 0099
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Portanto, podemos esperar que, aproximadamente, 10 dos componentes parem de
funcionar durante o terceiro ano de uso.

1.0
0.8:—
06}
0.4:—

0.2

S S S SO ERS|
2 4 6 8 10

Figura 2.5: Graco de f (t) = e %%,

[2] Num dia de verdo, um refrigerante gelado € retirado de uma geladeira cuja tempe-
ratura é de 12°C e é colocada numa sala onde a temperatura é de32°C. De acordo com
uma lei da Fisica, a temperatura do refrigerante, ap6s t minutos mais tarde, é dada por
T(t)=32 Ae K, onde A; k > 0. Supondo que a temperatura do refrigerante é 16°C
apos 20 minutos, qual sera a temperatura do refrigerante, apés 40 minutos?

Primeiramente devemos determinas as constantesA e k. Sabemos que inicialmente a
temperatura do refrigerante é de 12°C; logo, T(0) = 12 e32 A =12, donde A = 20.
Por outro lado, apos 20 minutos a temperatura é de 16°C, e:

T(20)=16) 32 20e ®¥k=16) e Xk= g:

Finalmente:

2

4
T(40)=32 20e k=32 20 2¢?=32 20 £ = 19:2°C:

10+

Figura 2.6: Gra co do exemplo [2].
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2.2 Aplicacoes

As fungdes exponenciais ou compostas de exponenciais tem umimportante papel em
Matematica Aplicada. A seguir, apresentamos algumas destas aplicagées.

2.2.1 Economia: Calculo de Juros Compostos

Se uma quantia inicial Ao em dinheiro for investida a uma taxa de juros compostos de
r , mvezes ao ano, o montante do investimento, apdst anos sera dado por:

mt

r
A(t)= Ay 1+ —
(= Ao 1+ =

Por exemplo, suponha que 1000reais séo investidos a uma taxa de juros compostos de
7 ao ano, o montante acumulado apds 5 anos, se os juros forem capitalizados semes-
tralmente é de

A =1000 1+O:TO7 1G;

logo A = 141Q59reais.

2.2.2 Crescimento e Decrescimento Exponencial

Uma quantidade que cresce de acordo com a lei:

Q(t) = Qo€
Qo; k > 0é dita que experimenta um crescimento exponencial com valor inicial Q(0) =

Qo. Este modelo se aplica em diversas situagoes.

Exemplo 2.4.

[1] Projeta-se que emt anos, a populacéo de um estado sera deP (t) = 10 €%°% milhdes
de habitantes. Qual é a populacédo atual? Qual sera a populac® em 20 anos, se a
populac&o continuar crescendo nesta propor¢cao?

A populacgédo atual é P (0) = 10 milhdes e:

P(20) = 10" = 14918 milhdes.
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Figura 2.7: Gra co de [1] .

[2] Bidlogos determinaram que em condi¢Bes ideais uma coldnia de bactérias cresce
exponencialmente. Se, inicialmente existem 3000bactérias e apds30 minutos estao
presentes900Q quantas bactérias estardo presentes apds uma hora?

Note que Q(t) = 3000€, pois Q(0) = 3000; por outro lado 9000 = Q(30) = 3000&*% e
% = 3. Logo,

Q(60) = 3000e”* = 3000 €** *=3000 9=27000 bactérias.

3000(C
25000
2000C
1500C1

1000CH

500C|

T 2w w0 e
Figura 2.8: Gréa co de[2].

Uma quantidade que decresce de acordo com a lei:

Q(t) = Qoe *;
Qo; k > 0 é dita que experimenta um decrescimento exponencial com valor inicial
Q(0) = Qo.
[3] Em Farmacologia, sabe-se que a concentracdo de peniciiia e outras drogas tem um
decrescimento exponencial, em relacdo ao tempo da aplicac® da droga.

O modelo utilizado é Q(t) = Qpe *, onde k > 0 é uma constante que depende da
droga.

Outras aplicacdes serdo vistas nos préximos paragrafos.
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2.3 Funcao Logistica

O modelo exponencial € interessante, pois € simples e serve omo base para outros mo-
delos mais complexos que estudam situacdes mais gerais. Pooutro lado, crescimentos
exponenciais ndo acontecem na natureza, pelo menos por temp ilimitado. No entanto,
durante breves intervalos de tempo populagdes crescem com este modelo. Observa-se
que os niveis de natalidade de uma populagéo diminui quando a popula¢cao aumenta.
Os motivos podem ser variados, como fatores sociais, econdmcos ou suprimento limi-
tado de alimentos e de espaco. A populacédo eventualmente se atabilizaria num nivel
compativel com o que o meio ambiente pode sustentar, sem a exin¢cao da espécie.

Um 6timo modelo para o estudo deste tipo de situacéo € a funcao logistica, de nida
por:

A

L®= 1556 o0
onde A; B; e C sdo constantes positivas.

Este modelo também é usado no estudo da propagacao de epidemas, da propagacéo
de doencas infecciosas e na propagacao de boatos ou noticias

Exemplo 2.5.

[1] Uma populacdo de moscas droso las num ambiente limitado € dada por:

400
1+39e 04U
onde t denota o numero de dias transcorridos. Qual € a populacéo inicial? Qual é a
populacdo no 1 dia?

La(t) =

Note que inicialmente, temos L;(0) = 10 moscas;L1(10) = 233:33, aproximadamente
233moscas.

400

300

200

100+

10 20 30 40 50

Figura 2.9: Graco de L;.
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[2] Durante uma epidemia de dengue, o nimero de pessoas que adoeceram apoést dias,
num certo bairro, é dada por:

10000

LU= T3 gge 02t

Quantas pessoas caram doentes apds o primeiro dia? Quantaspessoas caram doen-
tes apos25dias?

Note que inicialmente, temos L,(1) = 121:87, aproximadamente 121doentes eL,(25) =
59986; aproximadamente 5998doentes.

10000+
8000+
60001
4000

2000+

Figura 2.10: Gra co delL,.

2.4 Funcao Logaritmica

Como qualquer reta paralela ao eixo dos x intersecta o gra co da funcao exponencial
y = a* no maximo num ponto, ela possui uma inversa denominada funcao logaritmica
de basea, que € denotada por:

f(x) = loga(x)

e de nida por:

y=log(x) ) a'=x

ondea2 RétalqueO<a 61.

Note que Dom(f)=(0;+1),Im(f)= R,f(1) =0,f(a) =1 e seu gra co depende de
sera>loul0O<a< 1

Gracospara O<a< 1
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Z.Q:
1.5F
1.0F

o.5F

-os[

_1.0F

~1sF

Figura 2.11:a= : (verde) ea= 3 (azul).

Gra cos para a > 1.

1.5
1.0F

o.5F

-_os[
-1.0F

1.5

- 2.0[

Figura2.12:a =5 (verde) ea =3 (azul).

Figura 2.13: Gracosparaa=2 (azul)ea= % (verde).

Usando novamente o fato de y = logy(x) ser a inversa da exponencial temos as seguin-
tes identidades: log,(a*) = x, paratodo x 2 R ea®%=®) = x paratodo x 2 (0;+1 ).

Proposicéo 2.2. Sejay = logy(x),a2 RetalqueO<a 6 1:
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1. f (X1 Xp) = f(Xy)+ f(xp), paratodo x;; x, 2 (0;+1 ), isto é:

loga(X1 X2) = l0ga(X1) + loga(X2); paratodo xi; X2 (0;+1):

2. 10ga(xP) = b loga(x):
X1

3. loga . = loga(X1) loga(Xz):
2

4. loga(b) = Iogi(a):

5. @ = b¢lo9(d):

A mudanca de base da funcéo logaritmica é dada por:

l0gy(x)
log,(a)

l0ga(x) =

Observacoes 2.2.

1. Um caso particular e importante de funcao logaritmica € qu ando a é a constante
de Euler, o nimero e' 2;718281

2. Em tal caso a notacdo usual éy = f (x) = loge(x) = In(x), chamado logaritmo
natural de x. Veja o capitulo V.

y

Figura 2.14: Gra co de f (x) = In(x).
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3. Arelacdo entrea* e €* é:

at = eIn(a) X ekx

onde k = In(a).

Exemplo 2.6.

[1] Determine o dominio da fung&o f (x) = In(In(x)).

Note que In(u) é de nido se u > 0; logo, para que f (x) = In(In(x)) esteja de nido &
necessario queln(x) > 0; logo x> 1eDom(f)=(1;+1 ).

0.5

_ 0.5

- 1.0

Figura 2.15: Gra co de f (x) = In(In(x)).

[2] Determine a inversa da funcéo f (x) =81 6561 ".

Fazendoy = 81 (6561) = 3%** e aplicando logaritmo de base b = 3 a ambos os

lados: logs(y) =8 x+4 ex = % ou,
lo 4
f 1(y) - g3(>é) :

Equivalentemente:

f 1(X): %; x>0

que é a inversa da funcdo dada.

[3] Uma oresta possui, aproximadamente, 24000m® de madeira comercializavel, a
qual aumenta na razéo de 3:5 ao ano. Outra oresta possui, aproximadamente, 48000
m3 de madeira comercializavel com a mesma raz&o de crescimentoda primeira.
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(a) Quantos anos devem trascorrer para que a primeira orest a tenha a mesma quanti-
dade de madeira da segunda?

(b) Quantos anos sdo necessarios para que ambas as orestagipliqguem a quantidade
de madeira?

Denotemos por f (t) = 24000 1:0353 e g(t) = 48000 1:038 as funcdes exponenciais
gue modelam cada oresta. Entao:

(a) Devemos terf (t) = 48000; logo, 24000 1:033 = 48000, entd01:0358 = 2. Aplicando
logaritmo natural a ambos os lados:

()
=9 _op14
in(1:035) 2o L14anos

(b) Devemos ter f (tg) = 72000 e g(t;) = 144000 entdo 1:.035° = 3 e 1:038: = 3. .
Aplicando logaritmo natural a ambos os lados: :

In(3)
t=to=ti= — ) _ 31.93a3n0s
0= 117 n(1:035) anos

20000C-

48 00C:
2400C

Figura 2.16: Gra co de f (x) e g(x).

2.5 Desintegracao Radioativa

Considere uma amostra de material que contém uma certa quantidade de is6topo
radioativo. Foi experimentalmente observado que uma fracd o constante desse ma-
terial radioativo decaird espontaneamente (em outro elemento ou em outro isétopo do
mesmo elemento) durante uma unidade de tempo. A meia-vida de um is6topo radio-
ativo é o tempo necessario para a metade dele decair.

Por exemplo, a meia-vida do Carbono-14 € de 5730 anos, a do Taib-234 € de 24.5 dias,
aproximadamente.
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Esta é a chave do método para a determinacao da idade de objet® organicos utilizando
Carbono-14. Este is6topo € acumulado durante toda a vida e comeca a decair com a
morte.

Como a meia-vida do Carbono-14 é de 5730 anos aproximadameng, quantidades men-
suraveis de Carbono-14 estéo presentes muitos anos apos a me do objeto organico.

Por exemplo, um 0sso ap6s 5700 anos possui a metade da quantidde de Carbono-14
que existia quando estava vivo; apdés 11000 anos possui uma garta parte da quan-
tidade de Carbono-14 que existia quando estava vivo; apds 1800 anos possui uma
oitava parte de Carbono-14 que existia quando estava vivo.

Para determinar a funcdo que representa o exemplo, consideramos 5730 anos como
unidade. SejaC, a quantidade inicial de Carbono-14; entdo a quantidade C de Carbo-
no-14 apést unidades de tempo é calculada por:

L e
C(t): CO E

Em geral, se a meia-vida de um isétopo radioativo € h anos, entdo a quantidade de
isétopo apdst unidades de tempo é determinada por:

=2

NI =

Q(t) = Qo

onde Qo é a quantidade inicial.

Escrevamos a funcdo que representa o decaimento radioativo do Carbono-14 utili-
zando a fungéo exponencial: f (t) = €. Devemos deteminar k tal que:

t

Co 5730 = Coekt:

NI =

In() _

5730 0:000121¢e:

Aplicando logaritmo a ambos os lados: k =

C(t) = Coe 0001216,



86 CAPITULO 2. FUNCOES ELEMENTARES

L L L L
o 5000 10000 15000 2000C

Figura 2.17: Gracode C = C(t) paraCy =1.

Exemplo 2.7.

[1] Se uma amostra de carvao vegetal achada contem 63 de Carboo-14, em relagéao a
uma amostra atual de igual massa, determine a idade da amostra achada.

Co 0:63=C(t) = Cpe %0012Lt: gplicando logaritmo a ambos os lados:

In(0:63) _ _
0:0001216 379963,

gue é igual, aproximadamente, a 3800 anos.

[2] O elemento radioativo polénio-210 tem uma meia-vida de 1 40 dias aproximada-

mente. Sabendo que uma amostra pesa20 miligramas inicialmente, quanto restara

apos duas semanas?

Q(t) = 20 e ¥; como a meia-vida do polonio-210 é de 140 dias, entdo,Q(140) = 10;
In(2)

logo, 20e ¥* =10 ek = 40 " 0:004951 portanto,

Q(t) =20e 0:004951t
e Q(14) = 18:66 miligramas.

[3] A populacdo de uma cidade € de 20000 habitantes, de acordocom um censo reali-
zado em 1990 e 25000 habitantes de acordo de um censo realizamlem 1995. Sabendo
gue a populacdo tem um crescimento exponencial, pergunta-se:

(a) qual era a populacéo no ano de 19807
(b) quando a cidade atingird uma populacao de 40000 habitantes?

(a) Q(t) = 20000€"; por outro lado, 25000 =Q(5) = 20000e* ek =
logo,

In = 0:044628

gl =
Al On

Q(t) — 20000e0104462&
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e Q( 10) = 12800habitantes.
(b) SeQ(t) = 40000, entdot = 15:531; aproximadamente, 15 anos.
4000C
3000
200

1000C+-

Figura 2.18: Gra co da evolucao da populacgéo.

[4] Se a populacdo de uma certa espécie de peixes num ambientdimitado € dada por:

50000
1+199e *

onde t denota o numero de semanas transcorridas, quanto tempo seranecessario para
a populacao atingir 20000peixes?

L(t) =

Devemos determinar t = L (y), ondey = L(t); logo:

199y
t=L Y(y)=In ——2—:
=1 55000 y
Entdo, paray = 20000, temos
t=1In % = 4:88 semanas

5000C-

10

3000C-

1000CH

0 2 4 6 8 10 12 14 o Tooot 20 00¢ 5000¢ 2000¢ 5000¢

Figura 2.19: Gracos de L eL 1, respectivamente.
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2.6 Funcdes Trigonometricas

Fenbmenos de natureza ciclica ou periddicos sdo associadoss funcdes trigonométri-

cas. Por exemplo, o batimento cardiaco, as ondas de radio, o itmo oscilatério dos

bracos durante uma corrida, o movimento periédico dos plane tas e a vibragéo de ato-
mos em cristais.

De nigdo 2.2. Uma funcao f é periddica de periodo t, t > 0, quando para todo x 2
Dom(f),x+ t2 Dom(f) ef (x) = f(x + t).

O gra co de uma funcgédo periédica de periodo t se repete em cada intervalo de com-
primento t. Veja os exercicios.

2.6.1 Funcao Seno e Funcao Co-seno

As funcdes trigonométricas podem ser estendidas para todos os numeros reais de
modo que sejam preservadas todas as suas propriedades basias.

A forma de estender € a seguinte: considere um circulo centrado na origem de raio
le xe oponto A = (1;0)em tal circulo; considere como sentido positivo, o sentido
anti-horario; analogamente, o sentido negativo é o sentido horério.

Para cadax 2 R associamos um ponto P de modo que:

Se0<x< 2 ,partimos de A e percorremos o circulo no sentido positivo até obter um
arco cujo comprimento sejax. O ponto onde o arco termina é P.

Se 2 <x< 0, partimos de A e percorremos o circulo no sentido negativo até obter
um arco cujo comprimento seja jxj. O ponto onde o arco termina é P. Assim a cada
nuamero real corresponde um ponto P.

Sex > 2 sera necessario dar mais uma volta no circulo, no sentido postivo, para
atingir a extremidade P do arco. Idem parax < 2 . Assim a cada nimero da forma
x+2k (k2 Z)correspondera um ponto do circulo.

De nig&o 2.3.

1. Func&o SenoE a ordenada deP:

f (x) = sen(x) |

2. Funcéo Co-senoE a abscissa deP:

f (x) = coqXx) |
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Por exemplo sen(2003) indica que estamos calculando o seno de2003radianos. Nas
duas fung¢des temos queDom(f) = Relm(f) = [ 1;1]; seno é uma fungéo impar e
co-seno é uma fungdo par; ambas séo periddicas de perioda2 .

b

1

=

Figura 2.20: Gra co do Seno.

Observe que sef (x) = sen(x), entdof x + > = cogX); logo, o gra co do co-seno é

uma translacao de > do gra co do seno.

/ \

- a

Figura 2.21: Gra co do Co-seno.

2.6.2 Funcao Tangente e Funcéo Secante
De nicdo 2.4. Seco9qx) 6 0, de nimos:

1. Funcéo Tangente :

F0 = 190 = Soo)
2. Funcgéo Secante :
1
f(x) = sedx) = cosx)
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Nas duas funcdes temos queDom(f) = fx 2 R=x 6 > + n;ninteirog,Im(tg) = Re
Im(seg =( 1 ; 1][ [1,+1);tangente € uma funcdo impar e secante é uma funcéo

par; ambas sao periddicas de periodos e 2 , respectivamente. Seus gra cos sao:

Figura 2.22: Gra co da Tangente.

' ' ' '
AW ON R

'
, ,
“a -2|

| |
| |
| |
K L e
| |
| |
| |

Figura 2.23: Gréa co da Secante.

2.6.3 Funcao Co-tangente e Funcéao Co-secante

De nicdo 2.5. Sesen(x) 6 0, de nimos:
1. Funcédo Co-tangente :

f (x) = cotg(x) =

co9qx)

sen(x)

2. Funcéo Co-secante :

f (X) = coseg¢x) =

1
sen(x)




2.6. FUNCOES TRIGONOMETRICAS 91

Nas duas fun¢des temos queDom(f ) = fx 2 R=x6 n; n inteirog.

Por outro lado, Im(cotg) = Relm(cose¢ = (1 ; 1][ [L1+1); co-tangente e co-
secante sao fungbes impares; ambas sdo periodicas de periass e 2 , respectiva-
mente.

Figura 2.25: Gra co da Co-secante.

Observe os gré cos de seno e co-secante, co-seno e secante:

-
- — — —
-

Figura 2.26:
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Tangente e co-tangente:

Figura 2.27:

Exemplo 2.8.

[1] O uxo de ar através da traquéia é uma funcao peridédicadot empo x e se daem am-
bos os sentidos dos pulmdes (inspiracao e expiracdo). O uxo pode ser representado
pela funcéo:

f (x) = Asen(wx);

onde A € 0 uxo maximo durante a expiracao e inspiracdo; w € o periodo respiratério,
tal que

— 2 .
==
onde T é o tempo que o individuo leva para fazer um ciclo completo. A f uncéo f (x)

€, certamente, uma aproximacao, poisT varia de individuo a individuo. Mas, estudos
experimentais mostram que € uma "boa"aproximacéao da realidade.

W

A=2eT= 2

Figura 2.28: GrAcopara A=1eT = 10"

1
i

[2] O ritmo oscilatério dos bracos durante uma corrida pode s er representado por:
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y=1(x)= §sen? X = = §sen— ;

onde y € o angulo compreendido entre a posi¢do do braco e o eixo vertical e x € 0

: . . 3 . L I
tempo medido em segundos. O periodo é 2 segundos por ciclo, isto &€, uma oscilagéo
completa, obtida quando o braco descreve o ciclo para frente e para tras, € concluida

NANNA S
VUV

Figura 2.29: Graco de f (x) = 3 sen(STX) para x 2 [0; 4].

3
em 2 segundos.

[3] O movimento harmonico simples descreve a posicao das osdlagdes regulares em
torno de uma posicao de equilibrio e que variam suavemente, como um péndulo que
oscila continuamente na vertical sem nehum tipo de restricd o, como por exemplo, a
friccdo. Estas posi¢cdes sao muito bem descritas pelas fungés:

f(t)= ksen(wt+ b)) ou g(t)= kcogwt + b);
ondek; b2 Rew > 0.

. . 2 L. N A W
O periodo é o tempo W necessario para uma oscilagdo completa e a frequenC|a2— e
0 numero de oscila¢des por unidade de tempo.

O movimento harménico amortecido descreve fendbmenos de oscilacdo onde séo im-
postas restricbes, como por exemplo, um péndulo que oscila com friccdo. Tal tipo de
movimento é descrito por:

f(x)= e *senlbx) a;b>0:
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"N

0.4
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-0.4r

-0.8-

Figura 2.30: Graco para f (x) = e ® sen(bX).

[4] Sef é uma funcdo periddica de periodo |, entdo a funcéo de nida por g(x) = f (kx+

m) é periodica de periodo lE sek > 0.

De fato:

gx+|E =f k x+|E +m =f(kx+m+1)=f(kx+ m)= g(x):

Por exemplo, as funcdesf (x) = sen(kx) e g(x) = cogk x) séo periddicas de periodo
2

o
Determinemos o periodo da fungcdo g(x) = sen 2x + 3 Sejaf (x) = sen(2x) que
é periodica de periodo ; g(x) = sen 2x + 3 = Sen 2 x+ s - f x+ g logo, a

funcéo g € periddica de periodo

Figura 2.31: Gra co de g (vermelho) e de f (azul).

[5] Esbocemos o gra co de f (x) = jsen(x);.

Como Dom(f) = R, Im(f) = [0;1], f é uma funcdo par e periddica de periodo 2 ;
entdo, basta estudarf (x) no primeiro quadrante. sen(x) 0se0 X
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Figura 2.32: Gra co de f (x) = jsen(x)j.

2.7 Funcobes Trigonometricas Inversas

E claro que a funcdoy = sen(x) ndo possui uma inversa, pois para caday existem
in nitos X que satisfazem a relacéoy = sen(x).

Geometricamente, qualquer reta paralela ao eixo dos x de equacdoy = b tal que
b2 [ 1;1], intersecta o gra co da funcdo in nitas vezes. Para evitar e sta situacao,
restringimos o dominio de sen(x) para obter uma nova fungdo que ndo apresentara
este problema.

A rigor estas duas fungBes séo diferentes, pois tem dominios diferentes. Isto sera feito
para cada funcao trigonométrica.

2.7.1 Funcao Arco seno

De namos a funcéo :

E;E ! [ 11]

tal que f (x) = sen(x). Esta nova fungao possui inversa chamada fungéoarco seno.

1. . | e
f 0 L1]! 55

é denotada pory = f 1(x) = arcsen(x) e de nida por:

y = arcsen(x) () sen(y) = x

Para representar gra camente a funcdo f 1(x) = arcsen(x), usamos a simetria def e
f lemrelacdo ay = x. O gra co é:
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1.5
1.0+

0.5+

L L L L
-1.0 -0.5 F 0.5 1.0
-0.5-

-1.0-

-1.5-

Figura 2.33: Gra co de f (x) = arcsen(x).

Observacédo 2.3. O dominio usado para de nir a funcéo arco-seno, poderia ser s ubsti-

tuido por qualquer dos intervalos seguintes: 5; 3? ; 37; 5? ; ..1, etc.; esta observa-
cdo também sera valida para as outras fungdes trigonométricas.
Exemplo 2.9.
p_
[1] Calcule arcsen -
"3
Bevemos resolver a equacaoy = arcsen > que S equivalente a calcular sen(y) =
2

2
——. A solucao desta equacao éy = —; entdoarcsen — = —.
2 ¢ quacao &y = 7 > T 1

13
[2] Calcule arcsen sen 5

o 13 .~
Observe primeiramente que & | 5; E]; entdo, nao podemos escrever

arcsen sen s 13,
6 6
Mas sen B sen2 + - =sen—- e=2[ =;=],entéo
6 6 6 6 2' 2" ’
arcsen sen E arcsen sen — = —;
6 6 6
pois sen e arcsensao inversas.
[3] Veri que que cogarcsen(x)) = pl X2, jxj 1
Sey = arcsen(x), entdosen(y) = X,y 2 55 ; de seré(y) + cog(y) =1, segue que
cog(y)=1 ser’(y)=1 x?%logo,coqy)= 1 X2 poisy 2 515 ©

cogarcsen(x)) = P 1 xZ
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2.7.2 Funcao Arco co-seno

Como no caso anterior, de namos afungao: f : [0; ]! [ 1;1]tal quef(x) = cogX);
esta nova funcao possui inversa chamada fungéoarco co-sena

f i L1 [0 ]

é denotada por y=f (x) = arccogx) e de nida por:

y = arccogx) () coqy) = X

Para representar gra camente a fungdo f 1(x) = arccogx), usamos a simetria def e
f lemrelagdoay = x.

15T

1 1
Figura 2.34: Gra co de f (x) = arccogX).

O dominio usado para de nir a fungdo arco co-seno poderia ser substituido por qual-
quer dos intervalos seqguintes: [; 2 ]; [2; 3 ]; i1, etc.

Exemplo 2.10.

[1] Calcule arccoy 1).

Devemos resolver a equacaoy = arccoq 1), que é equivalente a calcularcoqy) = 1
A solucao desta equacdo €y = ;logo arccoy 1) =
P3
[2] Calcule arccos >
P3
Bevemos resolver a equacédoy = arccos > quepé equivalente a calcular cogy) =

NI

2 ~ x4
- A solugéo desta equacéo €y = Z; logo, arccos = v

: - ~ 2
[3] Determine o dominio da fung¢do f (x) = arccos ﬁ .
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A funcao arccoqu) é de nido se, e somente seu 2 [ 1; 1], logo para que arccos

x+1
. L L 2 - 2
esteja de nido é necessario que X 2 [ 1;1] Entédo: 1 X 1; resolvendo as
X + 11 1 Xx+1
inequacdes temos quex lex §,; logo, Dom(f) = 5; 1.
[4] Veri que que arcsen(x) + arccogXx) = >
Como cos > y = sen(y). Logo, cos > arcsen(x) = sen arcsen(x) = Xx; logo

temos que arccogx) = arcsen(x); entao, arcsen(x) + arccoyx) = —:

2 2
2.7.3 Funcao Arco tangente

Como antes, de namos a fungéo :
—= ! R
2'2
tal que f (x) = tg(x). Esta nova funcéo possui inversa chamada fungaoarco tangente.
f 1:R! ==
2'2
é denotada pory = f 1(x) = arctg(x) e de nida por:

y = arctg(x) 0 tg(y) = x

Para representar gra camente a funcdo f (x) = arctg(x), usamos a simetria def e
f lemrelacédo ay = x.

Figura 2.35: Gra co de f (x) = arctg(x).

O dominio usado para de nir a funcao arco-tangente, poderia ser substituido por qual-

3 35
2a 2a2 1oty .

guer dos intervalos seguintes: >



2.7. FUNCOES TRIGONOMETRICAS INVERSAS 99

Exemplo 2.11.
[1] Calcule arctg( P 3).

Devemos resolver a equagaoy = arctg( P 3), que é equivalente a calcular tg(y) =

3. A solucéo desta equacao éy = 3 logo, arctg( = 3) = 3
"3
[2] Calcule sen arctg 3
P p_
~ 3 . : 3
Resolvamos a equacéoy = arctg 3 gue € equivalente a calcular tg(y) = 3 A

solucao desta equacgéo &/ = 6; logo:

P3

1
sen arctg 3 - sen 5 " é:
. X+y
[3] Sef (x) = arctg(x), veriqueque: f(x)+ f(y)=f 1 xy
Sejamv = f (u) = arctg X*y ,z=f(x) ew = f(y); pelas de nicbes temos:
1 xy 1 xy
W)= .2 g@)=x tgw)=y:
1 xy

tg(z) + tg(w)

Logo, tg(v) = 7 tg(z) tg(w)

= tg(z + w); entdo,v = z + w.

2.7.4 Funcdes Arco co-tangente, Arco secante e Arco co-secate

Analogamente aos casos anteriores, as outras inversas sao enotadas e de nidas, res-
pectivamente por:

Arco co-tangente:
f 1(x) = arccotgy(x) = 5 arctg(x):
Note que Dom(f )= Relm(f 1)=(0; ).
Arco secante:
1 — — 1 .
f *(x) = arcsedx) = arccos <

Note que Dom(f H)=(1 ; 1J[ [L+1)elm(f Y= 05 [ 5

2 1
Arco co-secante:

1
f 1(x) = arccose¢x) = arcsen ; :
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Note que Dom(f H)=(1 ; 1][ [L+1)elm(f Y= E;O [ O;E :
Novamente para representar gra camente a funcdo f !, usamos a simetria def ef !
em relagéo ay = Xx.

1

Figura 2.36: Gra cos de f (x) = arccotg(x) ef (x) = arcsedx), respectivamente.

Figura 2.37: Gra co de f (x) = arccose¢x).

Exemplo 2.12.

[1] Calcule arccotg(1).

Devemos resolver a equacaoy = arctg(1l), que é equivalente a calculartg(y) = 1. A
solucao desta equacao ¢ = Z; arccotg(l) = > arctg(1) = > 2 = R
[2] Calcule arcsed?).

- 1 . .
Como arcsed?) = arccos - , devemos resolver a equacéoy = arccos > que é equi-

LNl

A solucao desta equacédo éy = —; logo, arcseq?) = —.

valente a calcular cogy) = 3 3

p_—

2 3
[3] Calcule arccosecT :

é.
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3 "3 "3
Como arccosecT = arcsen - devemos resolver a equacdoy = arcsen -
p_
, : 3 ~ x4
que é equivalente a calcularsen(y) = - A solucéo desta equacgéo €y = §; logo:
arccosec&’ = =
3 3

2.8 Funcobes Hiperbolicas

As funcdes hiperbodlicas sdo de nidas como combinacfes de funcdes exponenciais e
estao relacionadas com a hipérbole, da mesma maneira que astin¢des trigopnométricas

estao relacionadas com o circulo. As fun¢des seno e co-senoiperbdlico sdo denotadas
e de nidas respectivamente como:

eX

Seno hiperbdlico: f (x) = senh(x) = >

e€+e

2
Note que Dom(senh) = Dom(cosh = Im(senh) = R elm(cosh = [1;+1 ); seus
gra cos respectivos sao:

Co-seno hiperbolico: f (x) = coshx) =

6 5

4 4

2

-2

-4

-6 -2 -1 1 2

Figura 2.38: Gra cos de f (x) = senh(x) ef (x) = cosh(x), respectivamente.

Observagéo 2.4.

1. Usando as de ni¢des, € facil veri car que cosi?(x) senh?(x) = 1, “anéloga” a
identidade trigonométrica cog(x) + ser?(x) = 1.

2. A diferenca é que se zermos u = cosh(x) ev = senh(x), temosu? v? =1, que
€ a equacédo de uma hipérbole no planouv, o que “justi ca”, de alguma forma, o
nome de hiperbdlico.
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As outras funcdes hiperbdlicas sédo denotadas e de nidas, respectivamente, como:

Tangente hiperbalica:

e e
f(x) = tgh(x) = ST e
Co-tangente hiperbdlica:
e+e”
f (x) = cotgh(x) = o e x
Secante hiperbdlica:
2
f (x) = sechx) = a+erx
Co-secante hiperbdlica:
2
f (x) = coseclix) = o ex

Note que Dom(tgh) = Dom(sech = R, Dom(cotgh) = Dom(cosech = Im (cosech)
=R f 0g,Im(tgh)=( 1;1); Im(sech =(0;1]elm(cotgh=( 1 ; 1)[ (1;1);seus
respectivos gra cos sao:

N

Figura 2.39:

Figura 2.40:
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As funcéo hiperbdlicas tem importantes aplicacoes.

Exemplo 2.13.

[1] A velocidade de uma onda marinha de comprimento L, onde o solo marinho esta a
uma profundidade de h metros € descrita por:

V(hy =" kigh(ph);

. o L 2 _
onde g é a constante gravitacional, k = 9- ep= T O desenho descreve a velocidade

de uma onda de 100metros de comprimento; note que a velocidade aumenta quando
a profundidade aumenta:

12

10f

Figura 2.41.:

[2] No estudo das linhas de transmissdo de energia elétrica, a con guracao de equi-
librio de um cabo homogéneo e exivel sob a acdo de seu peso e sispenso por dois
pontos tem por expressao:

= acosh X
y 3
onde a € uma constante positiva. O gra co desta curva € chamado catenaria.

3

-2 -1 1

N

|

Figura 2.42: Desenhos paraa =
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2.9 Exercicios

1. Ache o dominio das seguintes funcoes:

(@ f(x)= %9% (9) f (x) = arccos 3TX1
(0) 1= In(x) "
(h) f(x) = arctg(x?+ 2)

(i) (%) = arcsen® %)

1
(c) f(x) = sen v

sen(x)

@ F)= =5 () f () = ? arcserx)
©1=19 () 1(x) = logs(ix)
(f) f(x)= arcsen(x?) () f(x)=loga(x (x> 2)(x*> 3))

2. Determine a inversa das seguintes funcoes:

_ 1 X +2

@T0=5 0) 0= 5 2
X+2

b) f =
(b) f(x) 1 0 00~ 2X2 s 0
(c) f(x)=x*x>0 x2+1

— 2 .
d f(x)=x* 2(x>1 G)f(x):ix;i
e)f(x)=2+ 1 )
M F(Xx)= x2 4x+3;x> 2 (k) f(x)=1+ log(x)
@ (0= Py 0 100=Zlow 1

. 1 1 .
3. Sejamf (x) = > a‘+a* eg(x)= > a* a*,a>0; a61l. Veriqueque:

@ f(x+y)=1fXTf(y)+ gx) a(y) (c) Analise o casoa= e.
(b) g(x +y) = f(x)ay)+ f(y)9(x)

4. Esboce o gra co das seguintes fun¢des exponenciais:

(@) f(x)= a;a=2;a= 3 (c)f(x)=a*;a=e;a=3
(b) f(x)= a;a=10;a=20 (d) f(x)=a #;a=2;a=10

a+b

1 x . . _
5. (a) Sef (x) = In ,veriqueque: f(a)+ f(b=f T+ab’

1+ x
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(b) Sef (x)=2%,veriqueque: f(x+3) f(x 1)=15f(x 1).

Esboce o gra co das seguintes funcdes logaritmicas:

@y=In( xix<0 gy K (&) y = jIin(x);
X

(b) y = In(jxj) (d) y = xIn(x) () y=In(x?

. Verique que: arctg(x) arctg(y) = arccotg(y) arccotg(x).

Sef (x) = arccoglog,y(x)), calcule:
(@f(a),sea=10ea=e

(b) f (1): f (10): f (100), sea = 100.

. Verique que f (x) = senh(x), g(x) = tgh(x), h(x) = cotgh(x) e F(x) = cosecl{x)

sdo fungdes impares eG(x) = cosh(x), H(x) = sechx) séo funcdes pares.

As inversas das fun¢des hiperbdlicas sdo de nidas por:
(a) y = argsenh(x) se, e somente sesenh(y) = X.

(b) y = argcosh(x) se, e somente secoshy) = x.

(c)y = argtgh(x) se, e somente setgh(y) = x.

(d) y = argcotgh(x) se, e somente se¢otgh(y) = x.

(e)y = argsech(x) se, e somente sesechy) = Xx.

(f) y = argcoseclix) se, e somente secosecliy) = Xx.

Veri que que:

(@) argsenh(x) = In x + IOx2+1 X2 R
(b) argcoshix) = In x + px2 1,x 1
r

X+1

1 x'’
r

(d) argcotgh(x) = In z;ll x> 1

(c) argtgh(x) = In xj< 1

Pr—p
(e) argsech(x) = In % , X 2 (0;1]
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11.

12.

13.

14.

15.
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px2+1

iXj
(g) Esboce o gra co de cada uma destas fungdes.

(f) argcotgh'x) = In %+ ,X60

+1 :
Sef (x) = z—l determine Dom(f ) e calcule:

@ (f f f f)2+1) © (f f) —

X[k B

by f f f)(x+1)? d) (f f)

Determine em cada caso as condi¢des para as compostas.

Quando uma funcao polinomial do primeiro grau verica: f (X3 + Xp) = f (X)) +
f (x2) ? Esta propriedade vale ou néo para:

(@) f(x) = x? (c)f(x)=2x+1 (e) f(x) = x°
(b) f(x)=2x3 (d) f(x)=3x
Veri que:
_ tgh(x) tgh(y) (c) argsenh(p x2 1) = argcosh(x)
(a) tgh(x y) =
1 tgh(x)tgh(y) (d) argcosr(p x2+1) = argsenh(jxj)
(b) cosh¥) = eohtd

De na a funcéo: f (x) = [[X]], onde [[x]] denota o maior nimero inteiro n tal que
n x. Porexemplo[[]]=3,[[ 3]l= 1lef(x)=0,sex 2 [0;1). Calcule
Dom(f), Im(f) e esboce o gra co def .

Esboce os gra cos de:

@ fO)=0x1 [ I © f) =[x 1
(b) F(x)=[[x+1]] d fx)=x [x]

Escreva de forma mais simples as seguintes funcoes:

(a)f (x) = senh(In(x)); x> 0 (bf (x) = tgh(2x)
(of (x) = senh(x) + cosh(x)
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.
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, P—— . .
Veri que que sen(arccogx))= 1 x2,jxj 1L

Veri que que arccoy X) = arccoyx).

Determine o dominio da funcéo f (x) = arcsen(3x +1).

q
Sejaf (x) = Iog%(loglo(x + 1)) . Determine Dom(f ) e calculef (9).

Selogb(ag b) =4 elog.(b) = c, determine c.

Veri que que a funcdo f (x) = x [[x]] é periddica de periodo 1.

Para calcular a dosagem de medicamentos que pode ser presrita para criancas
de 1al4anos é utilizada a funcao
et
W(t)= ——;
® t+14

onde e é a dose para adultos emmg et € a idade em anos. Determine a dose que
pode ser indicada para uma crianca de 6 anos se a dose adulta é de400mg.

Num sitio arqueoldgico foram encontrados ossos que contem 20 da quantidade
original de Cy4. Faca uma estimativa da idade dos 0sso0s.

A meia-vida do fosforo-32 é de 14.2 dias. Sabendo quelO0Og desta substancia
estao presentes no inicio, obtenha uma férmula para a quantidade presente ap6s
t anos. Que quantidade de fésforo-32 restara apos7 dias?

Em ciéncias naturais, meia-vida € o tempo necessario paa que uma quantidade
atinja a metade de seu valor inicial. O processo de eliminagédo de uma substan-
cia pelo organismo dos mamiferos é analogo ao de decaimento radioativo; logo,
utiliza-se o modelo de decrescimento exponencial. Se30 de uma droga aplicada
num paciente é eliminada apés 12 horas, qual é a meia-vida da droga?

Sabendo que a populacédo de um certo pais foi estimada em 23nilhdes em 1990
e de 27 milhdes em 1995, e supondo que a populacéo tem um cresenento expo-
nencial, determine quando a populagéo atingira 46 milhdes.

Suponha que 10000u:m: séo investidos a uma taxa de juros compostos de9 ao
ano. Determine o montante acumulado apds 5 anos se os juros forem capitaliza-
dos mensalmente, semestralmente e mensalmente.
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29.

30.
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Numa epidemia de gripe, 0 nimero de pessoas num bairro que pegaram gripe
apo6st dias é dado por :

90000
1+ 1990e 05t

L(t) =

(a) Quantas pessoas foram infectadas ap6ésl dia; apés 10dias?

(b) Em quantos dias 50000pessoas caram com gripe?

Utilizando exemplos determine o comportamento do gra ¢ o da funcao logistica
se variamosA, B eC.

A magnitude de um terremoto na escala Richter é dada por

2 E
M(E)= =lo —
(E) 3 Jio Eq
onde E é a energia liberada pelo terremoto em Jules eEy = 10%4J.
Noteque O M 89 onde 8:9 é a magnitude para o maior terremoto registrado.

(a) O terremoto de Sao Francisco nos EEUU em 1906 liberou apraimadamente
5:95 10'°J. Qual foi sua magnitude?

(b) Se o terremoto de Koebe no Japao teve uma magnitude de7:1, quanta energia
liberou?



Capitulo 3

LIMITE E CONTINUIDADE DE
FUNCOES

3.1 Introducéo

O desenvolvimento tedrico de grande parte do Calculo foi fei to utilizando a nocéo de
limite . Por exemplo, as de ni¢cdes de derivada e de integral de nida , independente de
seu signi cado geomeétrico ou fisico, sdo estabelecidas usando limites.

3.2 Limites

Inicialmente desenvolveremos a idéia intuitiva de limite, estudando o comportamento
de uma funcéo y = f (x) nas proximidades de um ponto que n&o pertence, necessaria-
mente, ao seu dominio.

Por exemplo, consideremos a seguinte funcéo:

X% X 1_ @x+1)(x 1)

2
rx)= 1 x 1

E claro que Dom(f)= R f 1g.

Estudaremos a funcdo nos valores dex que cam préximos de 1, mas sem atingir 1.
Paratodo x 2 Dom(f ) temos quef (x) =2x + 1.

Vamos construir uma tabela de valores de x aproximando-se de 1, pela esquerda (x <
1) e pela direita (x > 1) e os correspondentes valores def (x):

109
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Xx<1 f (x) x> 1 f (x)
0 1 2 5

0:5 2 1.7 4:4

0.7 2.4 1.5 4

0:8 2.6 1.2 34

0:9 2:8 1:09 3:18

0:99 2:98 1:009 3:018
0:999 2:998 1:0009 3.0018
0:9999 2:9998 1:00009 3:00018
0:99999 2:99998 1:000009 3:000018
0:999999 2:999998 1:0000009 3:0000018
0:9999999 | 2:9999998 1:00000009 | 3:00000018

Observacoes 3.1.

1. Observando as tabelas, podemos veri car que: “a medida qu e x vai se aproxi-
mando de 1, os valores def (x) vao aproximando-se de 3".

2. A nocao de proximidade pode car mais precisa utilizando v alor absoluto. De
fato, a distancia entre dois pontos quaisquer X;y 2 R éjy Xj. Assim a frase
anterior escrita entre aspas, pode ser expressa por: sgx 1j aproxima-se de
zero, entdojf (x) 3j também se aproxima de zero; em outras palavras: para que
if (x)  3j seja pequeno é necessario quéx 1j também seja pequeno.

3. O numero 3 é chamado limite de f (x) quando x esta proximo de 1. No exemplo,
temos jf (x) 3j = 2jx 1j; logo, a distancia de f (x) a 3 é igual a duas vezes a
distancia de x a 1. E claro que quando x aproxima-se de 1,jx 1j aproxima-se de
zero e consequentementegjf (x)  3j também aproxima-se de zero.

4. Mais ainda, poderemos tornar f (x) tdo perto de 3 quanto desejarmos, bastando
para tal considerar x su cientemente proximo de 1. Por exemplo, se desejarmos
quejf (x) 3jsejaigual a0; 2, basta considerarjx 1j =0;1; agora, se desejarmos
que jf (x) 3j < 0;02 basta considerarjx 1j < 0;0L

5. De um modo geral, considerando qualquer numero real posit ivo " (letra grega
epsilon), tdo pequeno quanto se deseje e de nindo o nimero real (letra grega

delta), = > teremos que a distancia def (x) a 3 € menor que ", desde que a

distancia de x a 1 seja menor que . Entao para todo nimero real positivo " existe

outro numero real positivo , que depende de", tal que se0< jx 1j < ,entdo
f(x) 3=2jx 1<2 =",
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6. Note que todos os intervalos abertos que contémlintersectam R f 1gde forma
nao vazia.

Figura 3.1:

De nicdo 3.1. Sejamf : A! Rumafuncdo eb?2 R tais que para todo intervalo aberto
|, contendo b, tem-sel \ (A f bg) & . Onumeroreal L éolimite de f (x) quando x
aproxima-se de b quando para todo numero " > 0, existe > 0( dependendo de "),
talque,sex 2 Ae0O< jx b< entdojf(x) Lj<".Anotacdo é:

limf (x) = L
x!' b

Observacédo 3.1. A de nicdo é equivalente a dizer:
Paratodo" > 0, existe > Otalquesex2 (b ;b+ )\ A f bg,entdo

f(x)2(L "L+"):

b- d

Figura 3.2:
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Exemplo 3.1.

Estudemos o limite:

lim x° = 16:
x! 4

1. Pela de nicdo temos que, dado " > 0, devemos obter um > Otal que se0 <
jX 4j< entdojx®> 16 <".Masjx? 16 = jx 4jjx +4je desejamos que este
produto que menor que " para X su cientemente proximo de 4.

2. Intuitivamente, se x esta proximo de 4, jx + 4] estara proximo de 8ejx 4 cara
proximo de zero. Logo jx 4jjx + 4] cara proximo de zero; estamos, pois em
condicBes de tornar jx? 16 <" desde quex que su cientemente proximo de
4. A primeira coisa a fazer é limitar o fator jx + 4j.

3. Havarias maneiras de fazeristo. Por exemplo, se3<x < 5,teremos 1<x 4<
loujx 4j< 1logo,jx+4j=jx 4+8] ] x 4+8<9ejx 4jx+4]< 9x 4.
Portanto, dado " > 0, considerando 0 menor entre 0s niumeros 1 e 9 teremos
que,se0< jx 4j< ,entdojx?> 16<".

4. E recomendavel fazer uma tabela, como no exemplo anterior.
5. Observe que o limite de umafuncdo y = f (x) numponto b, depende apenas dos

valores que f assume nas proximidades de b, ou seja, num pequeno intervalo
aberto de centro b.

Proposicdo 3.1. (Unicidade do Limite): Selimbf (X)=1L,e Iimbf (X) = Ly (Ly; L2 2 R),
x! x!
entao

Em outras palavras se o limite existe (é um nimero real), ele € Unico. Para a prova veja
o apéndice.

Corolario 3.1. Se as fun¢bed (x) e g(x) sao tais quef (x) = g(x) exceto num ponto b,
entao:

0= im, o)

desde que exista um dos limites.
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Esta propriedade nos permite "simpli car"antes de calcula r o limite, como no primeiro
exemplo.

Proposicéo 3.2. Sem; b; c2 R, entao:
lim(mx + b= mc+ b:
X! C
De fato, devemos veri car que, para todo numero " > 0, existe outro nUumero > 0, tal

que:j(mx+ b (mc+bj<" sejx ¢<: Mas,jimx+b (mc+bj=jmjjx d
logo basta tomar = ﬁ sem 6 0. Sem =0, todo > Oserve.

Exemplo 3.2.
[1] Sejaf (x) =8 x + 3, entao:

im(@8x+3)=8 4+3=35:

2

2] Sejamf (x) = 2X legy=2x+1.

X
1
Logo, f (x) = g(x) sex 6 1; entéo,)l(ilmlf (x) = I)i(rlnlg(x), como ja foi veri cado.

. 1 .
[3] lim sen — n&o existe.
x! 0 X

. 1 . . . o ~
SelllmO sen ” existisse, entdo para valores dex muito muito proximos de zero, a funcéo
X!

1 , : . _— , ~
sen ; deveria se aproximar de um valor xo, que seria o limite. Mas i sto n&o ocorre.

. 2 L
De fato, considerendo x = W 2 R, (n2 Z), x cara proximo de zero se n for
muito grande. Mas,
1 2n+1)
n- =sen-———— =senn + - = n)=( 1%
se x se > se > cogn )=( 1)

e a funcdo cara oscilando entre 1 (sen é par) e 1(sen é impar). Logo, o limite de f
nao pode existir.
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. . 1
Figura 3.3: Gra co de sen(;).

[4] Seja

(
F(x) = X+5 se x61

2 se x=1:
Calcule lim f (x).
x! 1

Observemos quef (1) =2 , mas o valor do limite da funcdo quando x tende a1 néo
depende do valor da fungéao no ponto 1, poisf (x) = x+5 sex 6 1; logo:

Iilmlf (x) = Iiml(x +5)=6:

L
1

Figura 3.4: Exemplo [4].

Proposicao 3.3. Seli'maf (x) e Ii'ma g(x), existem, entdo paratodo ; 2 R:

Lom £ ()+ g() = lImfe)+ limg(x):
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2. lim f(x)g(x) = Ilimf(x) limg(x) :
x! a x! a x! a

Cf(x) _ ImT(x)
3. fim g(x) li!mag(x)’

selim g(x) 6 O:
x! a

4. lim f(x)" limf(x) ", sen 2 N.
x! a x! a

P 4 — : ’ :

5.1im " f(x) = » limf(x), selimf (x) 0 e n € qualquer natural, ou lim f (x)
x! a x! a x! a x! a
positivo, negativo ou nulo e n é um natural impar.

6. limiIn f(x) =In limf(x); se Ilimf(x)> 0:
x! a x! a x! a

7. Selimh(x) = lim g(x) = L e existe > 0 tal que h(x) f (x) g(x), para
x! a x! a
O<jx a< ,entdolimf(x)= L.
x! a

Provas no apéndice.

Segue diretamente da proposi¢éo 10.3:
Corolario 3.2. (a) SeP (x) € uma funcédo polinomial, entdo:

lim P(x) = P(a):

(b) Sef (x) = P& € uma funcao racional e a 2 Dom(f ), entdo:

Q(x)
lim £ (x) = f (a):

Exemplo 3.3.

Calcule os seguintes limites:

[1] Ii'ml(x5+ x*+2x3+ x?+3x+1). Neste casoP(x) = x>+ x*+2x3+ x>+ 3 x +1;
X!
logo:

Iiml(x5+ x*+2x3+ x2+3x+1) = IimlP(x): P(1)=9:
X! x!

. 5 . . - ~
[2] )|(I|m3 ;(3 7 Como )|(I'm3(X3 7) =20 6 0, podemos aplicar a proposi¢éo 10.3; entéo,
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x 5 _ li!m3(x 5) 1

lim = = ;
xt 3 x3 7 Iilmg(x3 7) 10
X1

X2
[3] ll!m1 1
fatorando o numerador:

Como Ii'ml(x 1) = 0, ndo podemos aplicar a proposi¢do 10.3; mas

x2 1 (x 1)(x+1)_X
x 1 x 1 -

+1;

paratodo x 6 1. Logo:

2
lim
xI'1 X

(. A
1 —I)l({nl(x+1)—2.
[4] Determine o valor de atal que

. 3x2+ ax+ a+3
lim
x! 2 X2+ x 2

exista.

Note que x2+ x 2 =(x+2)(x 1). Dividindo 3x?+ ax+ a+ 3 por X +2; obtemos,
3x2+ ax+a+3=(x+2)(3x+a 6)+(15 a); logo, para que a divisdo seja exata
devemostera=15;logo, 3x>+ ax+ a+3=3(x?2+5x+6)=3(x+2)(x+3):

3x2+ ax+ a+3 X+3

lim =3 Ilim = 1
X! 2 X2+ x 2 X!

px+1 1

5] im,
Como Iilmox = 0, ndo podemos aplicar diretamente a proposi¢cao 10.3; mas raconali-
X1

P x+1 1 P Xx+1+1 1
zando o numerador: b =
X x+1+1

lim ! 1—Iim pil - L
x! 0 X x0T x+1+1 2
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P x+1 1 .
— perto da origem.

Figura 3.5: Gracode f (x) =

R

‘X 1
lim p=——.
[6] X|!m1 =7

Para calcular este limite facamos a mudanca de variaveisx = t2°; ento:

X 1 65 1 (@Bt (t 1)
"x 1 t* 1 (t 1(3+t2+t+1)

Sex! 1 entdot! 1;logo:
i 1_|. t+ 3+ t2+t+1 5
o 1_t|!m1 B+t2+t+1 4

[7] lim x?sen 1 =0.
x! 0 X

1
De fato, 1 sen ” 1, paratodo x 2 R f Og;logo x2? x?sen ” X2, para

todo x 2 R f 0g. Como )I(ilmoxz = lim ( x?) = 0; pela proposicéo 10.3, temos:

. 1
lim x?sen = =0:
x! 0 X

Figura 3.6: Graco de f (x) = x?sen % , perto da origem.
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[8] Sejaf (x) uma funcéo tal que jf (x)j x?; entdo, Iimof (x)=0.
x!

De fato. Pela proposicéo 10.3, item 7, temos:lilmojf (x)] =0, o que implica, Iilmof (x)=0.
X1 X1

n n
a
=na" a2 R.

[9] Veri que que >|<I!ma < a

Sen 2 N, entdo:
Xn an
X a

denotando por P(x) = x" 1+ ax" 2+ i+ a" 1, temos:

n n

H — i — — n 1.
)I(l!ma < a —I)l({naP(x)— P(a=na" ~

Sen2 Zen< Q,fazendon= m; m 2 N, temos:

1 1
X"oal _ oym ogm _ 1 x™ a"
X a X a Xxmam  x a
pelo caso anterior, temos:
X" oa 1
lim = m—a" '=na" %
xla X a azm

Sen2 Q,n= g; pP; 92 Z; g6 0. Fazendox = yiea= I, entdox" = y?P ea" = IP; logo:

xtoat oy Py By b
X a yi By byl b

do segundo caso:

n n p
im A i Y P Y PP el g
x''a X a yyby byl I q

3.3 Limites Laterais

Sejamf uma funcédo de nida em um dominio D (que pode ser um intervalo ou uma
reunido de intervalos).

De nicéo 3.2.

1. Sejaa 2 R tal que existemb2 Re(a;) Dom(f). O nimero real L € o limite &
direita de f (x), quando x se aproxima de a pela direita se para todo " > 0, existe
> QOtalquejf (x) Lj<",sea<x<a + .Notacao:
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lim f(x)=L

x! a*

A+

Figura 3.7: Limite a direita.

2. Sejaa 2 Rtal que existemc?2 Re(c;a) Dom(f). O ndmeroreal L é o limite a
esquerda def (x), quando x se aproxima de a pela esquerda se para todo" > 0,
existe > Otalquejf(x) Lj<",sea <x<a .Notacgao:

lim f(x)= L
x! a

Figura 3.8: Limite a esquerda.

Exemplo 3.4.

[1] Calcule Ilir721+ f(x)e Ilirrzl f (x), se:
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8
> x?+1 se x<?2
f(x):> 2 se x=2

x2+9 se x> 2

Para calcular estes limites observemos quex ! 2" signi ca que x ca perto de 2, para
valores de x maiores que2ex ! 2 signica que x ca perto de 2, para valores de x
menores que 2. Assim:

Ilirrzl f(x)= Iir'nz(x2 +1)=5 e Ilirr21+ f(x)= Iirlnz( x*+9)=5:

A

Figura 3.9: Gra co de f, perto de 2.

[2] Calcule Ilirr(;l+ f(x)e I'ing f (x), se:

Novamente, para calcular estes limites observemos quex ! 0" signica que x ca
perto de O, para valores x maiores queOex ! 0 signica que x ca perto de O, para
valores x menores que 0. Primeiramente, escrevamos a funcéo da seguinte maneira:

(

F(x) = 1 se x O

1 se x<O:

Assim Im f(x)=Ilm 1=21elm f(x)=Ilm( 1)= 1.
x! O* x! 0 x! 0 x! 0
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Figura 3.10: Gracode f .

[3] Calcule Ilir721+ f(x)e Ilirrzl f (x), se:

X2 A4Xx+6 se x< 2

f(x)=
(x) x2+4x 2 se x 2

Calculando diretamente :

Ilir721+ f(x) = lim_( X2+4x 2)=2 e Ilirrzl f(x)= Iir'nz(x2 4X+6)=2:

-2

_al

Figura 3.11: Gra co de f, perto de 2.

[4] (Contracdo de Lorentz): Na teoria da relatividade especial, temos que o compri-
mento de um objeto é fungéo de sua velocidade:

r

V2
L(v)=1L 1 —;
M=L 1 3
onde Ly é o comprimento do objeto em repouso e c é a velocidade da luz. A velocidade
da luz é de aproximadamente 30 1C° m=s. Da teoria da relatividade é conhecido que

nenhum objeto pode ir além da velocidade da luz; logo v! c :
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lim L(v)=0:
vl ¢

Isto signi ca que para um observador parado o objeto desapar ece.

3.4 Relacao entre Limite e Limites Laterais

Teorema 3.3. Sejaf (x) uma fungdo com dominio D nas condi¢des das de ni¢des. Entdo
lim f (x) = L se e somente se os limites laterais existem e:
X a

lim f(x)= lim f(x)=L:
x! a* x! a
Para a prova, veja 0 apéndice.

Teste para determinar quando nao existe um limite

Se

lim f(x) 6 lim f(x)
x! a* x! a

ou se um dos limites laterais ndo existe, entao Ii'm f (x) n&o existe.
X a

Exemplo 3.5.

[1] Calcule Iilmzf (x), se:

8
2 x?+1 se x<?2
f(x):> 2 se x=2

X2+9 se x> 2

Utilizando o teorema anterior, basta calcular os limites la terais correspondentes.
Do exemplo [1] das paginas anteriores temos I'in; f(x) =5e I'in; f(x) =5. Pelo
x! x! 2
teorema, temos quelilmzf (x) =5.
X1
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Il L L T T S S E S S T S |
i 1 2 3 4 5

oF

Saf

Figura 3.12: Gra co de f, perto de 2.

[2] Calcule Iimof (x), se:
x!

8. .
<

IX]
FO) = — se x60

X
1 se x=0:

Utilizando o teorema anterior, basta calcular os limites la terais correspondentes.
XI!|r2+ f(x)= Iir!nol =1 e Xl!lrg f(x)= Iir!no( 1)= 1

Pelo teorema, temos queli'mof (x) n&o existe.
X!

[3] Calcule )I(ilmof (x), se:

(

F(x) = Xc se X
33X se x L

Utilizando o teorema anterior, basta calcular os limites la terais correspondentes. Do
exemplo [3] da pagina anterior, temos

Ilirr11+f(x):3 e I'irrl1f(x):1:

Logo, Iilmlf (x) ndo existe.
X1
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N

1

Figura 3.13: Gra co de f, perto de 1.

[4] A funcdo degrau unitario é de nida como:

(

0 se x<c
Uel(x) = 1 se x C

onde c2 R. Logo, Ilim u(x)=0e I'im Uc(X) = 1; logo, lim u¢(x) ndo existe.
x! c x! c* x! ¢

[5] Calcule Iimk [[X]]- Veja o exercicio 14 do capitulo anterior.
x!

2 —
17 —
3 2 -1 : 1 2 3
— 2|
— _al

Figura 3.14: Gra co de f (x) = [[ x]].

Sek 2 Z, |'IIT(1 [X]=k 1le IllrE [[X]] = k; logo, Iilmk [[X]] ndo existe. Sek 2 R Z,
entao Ii'mk [[x]] existe. (Por que’?). '

[6] Determine o valor da constante ctal que Ii'm f (x) exista, se:
X! C

(2 ,
f(x) = x> se X ¢

X se X>CcC.

Utilizando o teorema anterior, basta calcular os limites la terais correspondentes.

im f(x)=limx=c e IlmfXx)=lim@ x?=2 &
x! ct x! ¢ x! ¢ x! c



3.5. LIMITES NO INFINITO 125

Pelo teorema, devemoster lim f (x) = lim f (x);logo, resolvemos a equagdoc®+c 2 =
x! ¢ x! ct
Ode onde obtemosc=1 ec= 2. Entdo, podemos de nir:

(
2 x? se x 1 2 Xx? se x 2
f(x)= ou f(x)=
X se x>1 X se x> 2

-2t - 101

Figura 3.15: Gracosdef parac=1ec= 2, respectivamente.

3.5 Limites no In nito

De nicéo 3.3.

1. Sejaf :(a;+1)! R. Diz-se que 'Iir+n1 f (x) = L quando para todo "> 0, existe
A> Otalque jf (x) Lj<" sex>A:

2. Sejaf : (1 ;b ! R.Diz-seque 'Iilm f (x) = L quando paratodo " > O, existe
B> Otalque jf (x) Lj<" sex< B:

Exemplo 3.6.

, : 1
[1] Veri que que X!Ilrpl v 0.

. . 1 L. 1 1
De fato, pois paratodo " > Oexiste A > - > 0, tal que sex > A, entdo ; < A <" e
1 1

- 0=

_ <||.
X X

, . 1
[2] Verique que Ilim —=0.
x!'1 X

. . 1 ~
De fato, pois paratodo " > OexisteB > — > O, tal que sex < B, entdo 1=x =
1 n
< )
X
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Observe quex! +1 implica x> 0ex! 1 implica x < 0.

Proposicdo 3.4. Para todo numero natural n e parab2 R f 0Og, tem-se:

1 lim 2=0.
x! +1 XN

> lim 2 =o:
x!'1 XN

1. Devemos provar que paratodo " > Qexiste A > Otal que En <" sex > A . De fato,
I B AT AL
o ijjn <" seﬁ < """ ouseja, sex > —EJT logo basta considerar A = jcn)JT
A prova de 2 é analoga a do item 1.

Figura 3.16: Gra cos de f (x) = xin para diferentes n.

Proposicéao 3.5. Se Iilm f(x)e Iilm g(x) existem, entdo, paratodo ; 2 R:
x! x!
1 IIilm f(X)+ g(x) = 'Iilm f(x)+ 'Iilm a(x);

2: X!Iilm f(x)g(x) = X!Iilm f(x) X!Iilm a(x) ;

3

lim f(x)
. f(X) _oxI1 ] . ]
X!Illm a0 X."lm Ok sex!lllm g(x) 60:

As provas séo analogas as das propriedades dos limites num ponto.
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Exemplo 3.7.

. 3
[1] Calcule lim ~ —+5 .
x! +1 X

Aplicando diretamente a proposi¢céo anterior:

lim E+5 = lim i + |lim 5=0+5=5;
x! +1 X3 x! +1 X3 x! +1

Figura 3.17: Grdcode f quando x! +1 .

. 5
[2] Calcule X!I|r+nl vl

. . - : : 5 :
Aplicando diretamente a proposicao anterior : _lim — =5 lim — =0:
xI +1 X x! +1 X

3.6 Calculo de Limites de Funcbes Racionais
Proposicao 3.6. Seja

P(x)
f(X)= —=;
SEAeTeY
onde P(x) = a,x" + @, X" 1+ i+ age Q(X) = byx™ + by, x™ 1+ i+ by séo
polinbmios de coe cientes reais de graus n em, respectivamente, isto éa, 6 0 eh, 6 0.
Entdo:
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De fato:
8 1, o
P(X) _ anX"+a, 1x" T+t ag _ x" G + ——+ e
Q(X)  bpyx™+ hy xM 1+ nnnn+ by XM by + b, 1 T %
X X

Aplicando limite e as propriedades da proposicao 3.5, obtem os o resultado. Paran >
m, veja o proximo paragrafo.

Exemplo 3.8.

1] Calcule i X°+1
[ acuex!|r+nl X4+5x3+ x+2°

) x3+1
Comon<m,temos: lim =
x! +1 X4 +5x3+ x+2
2X + 3
X+2°

[2] Calcule |”1m

x+3 _ 2

Comon=m, temos:xllllm X2 3

: +1
[3] Calcule lim pX:
x! +1 X2 5

Neste problema, a funcéo néo é racional, mas utilizaremos a mesma idéia dos exerci-
cios anteriores:

s s .
im Pt = gm PR  XEE2xd
X! +1 X2 5 xl +1 X2 5 xl +1 x2 5
S
. X2+2x+1 P
= lim ———F = 1=1:
x! +1 X

+
[4] Calcule lim prl_.
x!'1 X2 5

Aparentemente este limite é analogo ao do exemplo [3]; mas devemos ter cuidado,

pois,x ! 1, signicaque x< 0;logo, consideramos x2= x:
X _ 1 3
im p———= lm g¢—X= 1
x!1 X2 x! +1 1 5

[5] Fractal de Koch A seguinte curva é chamada de Koch e é obtida a partir da linha
poligonal constituida pelos lados de um tridangulo equilate ro de lado unitério. A cada
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passo substitui-se o terco médio de cada segmento da linha pdigonal por dois seg-
mentos que formariam um tridngulo equilatero com o terco méd io que foi retirado,
conforme os desenhos abaixo:

SANTREFES

Figura 3.18:

Denote por A, a area comprendida pela linha poligonal ap6s n passos; logo:

A_E, A_E,_ A_10p§ ) A_862p§
07 T T gy 2T ooy 8T o437 T 0187
em geral:
p_
3 3 4
A= — 1+-1 —
"4 5 9
sen 0O; entdo:
p_
. 2 3
Al—nl!ln_;\l An—T.

Fica como exercicio interpretar o limite.

3.7 Limites In nitos

Sejaf uma funcao de nidanumdominio D, que pode ser um intervalo ou uma reuniao
de intervalos. Sejaa um ponto que nao pertence necessariamente aD, mas tal que nas
proximidades de aexistam pontos de D ; em outras palavras, qualquer intervalo aberto
gue contem aintersecta D de forma néo vazia.

De nicéo 3.4.
1. Diz-se quelim f (x) =+ 1 ,quandoparatodo A > 0, existe > Otalquef (x) > A,
x! a
sex2DeO<jx agc<

2. Diz-se queli'maf(x) = 1 ,quando paratodo B > 0, existe > Otal que f (x) <
B,sex 2 De0<jx a <
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Exemplo 3.9.

1
1] lim ———-=+1.
[ xI!ml (x 1)?

1 T, . 1 ~
Como W >A,se(x 1)P< A isto e, sejx 1 < |9f entdo para todo A > 0,

: 1 : :
existe = pf> Otalque f (x) >A se0< jx 1j<:

1
[2]lim = =+1.

Comox—l2 >B sejxj < p% entdo paratodoB > 0, existe = p% > Otalquef(x) >B

se0< jxj <

Analogamente podemos de nir limites laterais in nitos. As  sim:

Diz-se que lim f(x) =+ 1 , quando paratodo A > 0, existe > Otal que f(x) > A se
a <x< 3' :

Diz-se que XI!irg+ f(x)= 1 ,quando paratodo B > O, existe > Otalquef(x) < B
sea<x<a +

Proposicao 3.7. Para todo numero natural n, temos:

1. lim i:+1.

x! o+ XN

: +1 se népar
2. lim — = p

xt o XN 1 se né impar

Proposicao 3.8. Sejamf (x) e g(x) funcdes tais quelim f (x) 6 0 e lim g(x) = 0. Entéao
x! a x! a

1. lim m =+1 sem > (O para valores de x proximos de a.
x!a g(x) 9(x)

2. Iim 109 =1 sem < O para valores de x proximos de a.
x! a g(x) 9(x)

As provas das proposi¢des sdo deixadas como exercicios.
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Exemplo 3.10.

. 3X 2
[1] Calcule )I(l!ml W
. . 2 .
Como I|'m1(3x 2)=1e I|'ml (x 1)? =0, observando que sex > 3 masx 6 1, entdo
X! X!

2 . . 2
X > 0 e aplicando o teorema, logo: lim L =+1.

(x 1y xi1(x 1)
. 2x 5
[2] Calcule ll!m2 x 27
Como Iim(2x 5= 1le Iim (x 2)?> =0, observando que sex < g masx 6 2, entdo
2X
(X 2)2 < O e aplicando o teorema, temos: I|m ﬁ =1

Analogamente podemos de nir outros tipos de limites. Como e xercicio, de na os se-
guintes limites:

Iim f(x)=+21; Im f(x)=1 e Ilm f(x)=+1; Ilm f(x)=
X! +1 x! +1 x!'1 xi1

Corolario 3.4. Para fung@es racionais, temos:

%1 se n>m

in P _ @ se n=m:
AT Q) gbn
n<m
Exemplo 3.11.
3 1 1
[1] I|m x°+3x3+x+1 .Como lim 1+ =+ =+ — =1;temos,
x! +1 x! +1 X2 X4 X5
) 3 1 1 .
I|m xX°+3x3+x+1 = lm x> 1+ =2+ -+ = = |m x°=+1.
x! +1 x! +1 X2 x4 x5 x! +1
. 5 3 ) 3 1 1 _
[2] lim x>+3x°+x+1 .Como Ilm 1+ —-+ —+ — =1;temos,
x!'1 x!'1 NG x4 x5
. 3 1 1 )
lim x®+3x3+x+1 = I|m x> 1+ S+ =+ = = lim x>= 1
x!'1 X X X x!'1
. 1 1
[3] lim x%+ x3+1 .Como I|m 1+ —+ — =1;temos,
x!'1 x! X X
. 6 3 B 1 (. 6 _
lim x+x+1—I|mx 1+ —+ — = 1Ilm x°=+1.
x!'1 x3 x6 x!'1
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5
. x> +1
[4] lm @——— .
x!' +1 X4+5x3+2
- . . x>+ 1
Como n > m, pelo corolario anterior: lm ————— =+1:

xI +1 X4+5x3+2
[5] Na teoria da relatividade especial, a massa de uma particula é funcdo de sua velo-
cidade:

cmy
2 v

M(v) =
onde my é a massa da particula em repouso ec € a velocidade da luz. Logo,

lim M(v)=+1;

vl ¢

em outras palavras, se a velocidade de uma particula aumenta, sua massa aumenta em
ralacdo a sua massa inicialm.

[6] Considere o fractal de Koch e denote por P, o perimetro da linha poligonal apés n
passos; logo:

"'sen 0O entdo:

wl b

emgeral,A, =3
P, = lim P,=+1":
n! +1

Fica como exercicio interpretar o limite.

3.8 Simbolos de Indeterminacao

Nas operacdes com limites, muitas vezes aparecem os simbols:

1 0
11 ;1 0= =;0%1t;1°
1°0
chamados simbolos de indeterminacdo. Quando aparece um deges simbolos no cal-
culo de um limite, nada se pode dizer sobre este limite. Ele podera existir ou néo,
dependendo da expressao da qual se esta calculando o limite.

Exemplo 3.12.
1 1 .
[1] Sef (x) =1+ x 12 eg(x) = x 1 ondef egsdode nidasem R f 1g, entdo,

Ii'mlf x) = Iimlg(x) =+1;
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maslim1 f(x) okx) =1.
x!
1 1 1
= + =
[2] Sef (x) sen(X 1 x 17 e g(x) x 12
R f 1g, entéo,li'mlf (x) = Iimlg(x) =+1 ,maslilml f(x) g(x) né&o existe.

onde f e g sédo de nidas em

[3] Sef (x) = %eg(x) = In(x), ondef egsaode nidas para x > 0, entéo, Iim1 f(x)=0
X!+
e IIir+nl g(x) =+ 1 ,mas 'Iir+n1 f(x) g(x) =0.
At _ PP _ Y Y
De fato, In(x) < x paratodo x > 0; entdoIn(x) = In(" X’ x) =2In(" x) < 2
In(x)
X
proposic¢ao 10.3, valida também para limites no in nito, tem o0s o resultado.

X para

X 1;logo, 0<

2 . - .
< ]19—Y Aplicando limite a ambas partes e usando o item [7] da

[4] Sef (x) = x_12 eg(x) = x? sen(%), onde f e g sdo denidas em R f Og, entao,
Ii'mof xX)=+1 e Iilmog(x) =0, mas IilmO f(x) 9(x) ,nao existe.

3.9 Limites Fundamentais

3.9.1 Primeiro Limite Fundamental

sen(x) _

lim

x! 0

1

sen(x) 6

Antes de provar este limite faremos uma tabela, usando o fato de que f (x) = »

uma funcao par:

x60 f (x)
1 0:8414
0:5 0:9588
0:2 0:9933
0:1 0:9983
0:.01 0:99998
0:001 0:99999

Prova: Considere o seguinte desenho:
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T
P
[
Figura 3.19:

Denotemos por A; e A, as areas dos triangulosQOP e SOT respectivamente e por A a
area do setor circular SOP. Claramente A; < A< A ,: Poroutro lado,se 0< < 1

1,

5

Entdo, da desigualdade acima:sen( )coy ) < <sen ( )seq );e,comosen( ) > Ose
0< <

Alzésen()cos( )i A2=%Sen()se(() e A=

< = :
> temos
sen( )
< < ; < <
coy ) sen( ) sec( ); ou cog ) sec( )

. . . sen()
se0< < > Como ||II‘EI coy )= Illn?ysec( ) =1, segue que |'II’H ——==1.
Por ser sen( ) uma funcao par: I."Q % =1; logo,

lim sen( ) =1:

(0]

Figura 3.20: Gra co da funcgéo f (x) = %(X’ sex60ef(0)=1.
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3.9.2 Segundo Limite Fundamental

lim 1+ E
X1 X
Fagcamos uma tabela usando a fungaof (x) = 1+ % )
x>0 f (x) x< 0 f (x)

10 2:59374 10 2:86797
10 2:70481 10 2:73200
10° 2:71692 10° 2:71964
10t 2:71815 10* 2:71842

. . 1
Figura 3.21: Gracode f (x)= 1+ ” “parax 60.

E possivel provar que:

) 1
Iim 1+ - =e¢;
x!'1 X

onde e' 2:71828:: é o numero de Euler. A prova direta desta propriedade podera s er
encontrada na bibliogra a intermediaria ou avangada.

3.9.3 Terceiro Limite Fundamental

Sejaa2 R;a>0; a6 1, entédo:

aX

lim

x! 0 = In(a)

Em particular, e é a Gnica base da exponencial tal que:
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lim ¢ 1 =1In(e)=1
x! 0 X

Figura 3.22: Graco de f (x) = ele
3.9.4 Aplicacéao

Sabemos que se uma quantiaA € investida a uma taxar de juros compostos, capitali-
zados m vezes ao ano, o saldoA(t), apost anos é dado por:

r
A(t)= Ag(1+ —)™:
)= Ao+ )
Se os juros forem capitalizados continuamente, o saldo devera ser:

) r . r
A(t)zmlgn‘lle 1+Emt:Ao lim 1+amt:A0eﬂ:

m! +1

Exemplo 3.13.
[1] Calcule I|m g)(( )
g(x) sen(x) . sen(x) . 1 _
Mo =i, X cOg(X) =im, = M, cog(x) -1
sen(2x)
[2] Calcule I|m sen@x)’
sen(2x) 2 . sen(2x), . 3Xx 2
«'bsen3x) 3 Im(—2x )y!mo(sen(?,x))_ 3

1
[3] Calcule IilmO 1+x *.Sejax = %; sex! Oentdot! 1 ;logo:
X1
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. 1 . 1
Im 1+x *=1Ilm 1+ - =e:
x!' 0 thl t
. b . .
[4] Calcule |I1m 1+ ” * onde bé um nimero real.
x!
. X : b . 1
Seja- = t,entdo: lim 1+ — "= lim 1+ > tho g
b x!'1 X 1 t
. 1 . .
[5] Calcule lim 1+ X, onde bé um nimero real.
x!'1 X+ Db
. _ ~ . . 1 X _ . 1 t b_
Sejax + b= t,entdo: Iim 1+ = lm 1+ - =e
x1'1 X + Il t
. X+2 X+Db ~ ,
[6] Calcule IIllm , onde bé um numero real.
X1
X+2 x+b _ . 3 x+b _ . X . 3 b_ 3
x!“lm x 1 —XI!Ig‘n 1+x 1 —Xl!lgn 1+x 1 x!“lm 1+x 1 - €
, o
[7] Veri que que |I'm0 = In(a).
X!
, ~ In(t +1)
Sejat = & 1;entdoln(a*) = In(t+1);logo xIn(a) = In(t+1) ex = W. Quando
x! Otemosquet! Oe:
a1 1
Iim —=Ilm ————— = In(a) Im —— = In(a) Im ———— = In(a):
xI 0 X tolIn(t+1) t! Ol'ln(t+1) 0 |n((1+ t)7)
In(a) t
at B
[8] Calcule I|m0 ,ondea; b>0ea;b6 1.
x!
ar b @ 1+1 b a1 b1 a
lim = lim = lim =In(a) In(by=1In —:
xI 0 X x!' 0 X x'o X X b

[9]Se22 +22 1=192¢ IIir+nl 1+ ;)ax = L, determine In(L).

Primeiramente, note que L = e entdo,In(L) = a2. Poroutro lado 22+23 1 =3 22 L,
logo, 3 22 1=192,donde 22 ' =2%ea=7. Portanto, In(L) = 49.

3.10 Assintotas

De nicdo 3.5. Areta y = bé uma assintota horizontal ao gra co da funcdo y = f (x) se
pelo menos uma das seguintes a rmacdes € verdadeira:

im f()=b ou Jim f(x)=b:
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Exemplo 3.14.

[1] Esbocemos o gra co da funcéo logistica:

A
L(t) = 1+Be O onde A;B;C 2R:

A
1. Note que Dom(L) = R e a curva passa pelo ponto (0; m).
2. Por outro lado tIIir+n1 L(t) = A;logo, y = A é uma assintota horizontal.
3. Comotllilm L(t) =0;logo, y = 0 é uma assintota horizontal.

4. No caso em queL = L(t) descreve o crescimento de uma populacéo, o valorA é
dito valor limite da populacao e corresponde ao numero maxim o de individuos
gue um ecossistema pode suportar.

X

Figura 3.23: Gra co da func¢do logistica.

De nicdo 3.6. Areta x = a € uma assintota vertical ao gra co da funcdo y = f (x) se
pelo menos uma das seguintes a rmacdes € verdadeira:

im f(x)= 1 ou lim f(x)= 1
x! a

x! at

Em geral, se oDom(f ) = R, entdo o gra co de f ndo possui assintotas verticais.
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3.10.1 Esboco Aproximado de Funcdes Racionais

Sejaf (x) = % tal que a 2 Dom(f ), isto €,Q(a) = 0; entéo,:

Qx)=(x @" Qiux); n>1 e Qi(a)60;

analogamenteP(x) =(x a™ Py(x),m 0OeP.(a)60.
Sem <n, fazendok=n m, temos:

()= o 1X);

(x &)

P1(x)
Q1(x)

onde f,(x) = € uma funcao de nida em a. Entédo:

lim jf(x)j=1":
x! a

Figura 3.24: Gra cos de f ao redor do ponto a, parak impar e k paref(a) > 0.

Figura 3.25: Gra cos de f ao redor do ponto a, parak impar e k paref(a) < 0.

Logo, a fun¢do possui uma assintota vertical em cada raiz do polindmio Q(Xx).
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Exemplo 3.15.
[1] Esboce ogracodey = 1
Dom(f)= R f 1;1ge acurva passa por(0;0). Por outro lado f (x) = I(l(X)l’ onde:
X
fa(x) = <+ 1’

k=1ef,(1) > 0; entdo,

Iim f(x)=+1 e Ilirrllf(x): 1

x! 1t
Analogamente: f (x) = x il f1(x), onde:
X
fl(X) - ﬁa

k=1ef,( 1)> 0, entdo: 'Iiml fx)=+1 e 'Iiml f(x)= 1 ;logo,x=1ex= 1
x! + x!
sdo assintotas verticais. Por outro lado, IIilm f(x)=0; logo, y = 0 € uma assintota
X1
horizontal.

-2+

Figura 3.26: gracode y = .

, o x?
[2] Esboce ogracodey = 1
Dom(f)= R f 1; 1ge acurva passa por(0; 0). Por outro lado f (x) = I(l(X)l’ onde:
X2
fa(x) = <+ 1’

k=1efy(1) > 0; entdo,

Ilirrl1+f(x):+1 e Ilirrllf(x): 1
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1
Analogamente: f (x) = 1 f1(x), onde:
X2
f = ;
1(x) X 1
k=1efy( 1)< 0; entdo, Iim1 fx)=1 e Iiml f(xX)y=+1;logox=1ex= 1
x! + x!

sdo assintotas verticais. Por outro lado, 'Iilm f(x)=1; logo, y = 1 € uma assintota
X!
horizontal.

2

I
L LSN—

2

~F

N
N

|

“\ |
1\
|

Figura 3.27: gracode y = X

3.11 Continuidade de Funcobes
A nocao de continuidade em Matematica é a que utilizamos no di a a dia, isto é, onde
ndo ha interrupcao ou, entao, onde ndo existem partes separalas umas das outras.

Nos paragrafos anteriores, estudamos o comportamento de uma funcédoy = f (x) para
valores de x préximos de um ponto a.

Pode acontecer que o limite def (x) quando x tende aaexista, mas quef nao seja de -
nida em a; ou ainda, pode acontecer que o limite seja diferente def (a). Estudaremos,
agora, uma classe especial de fungdes, onde se veri ca que:

)I(ilmaf (x) = f(a):

De nicdo 3.7. Sejaf uma funcéo e a 2 Dom(f ), onde Dom(f ) € um intervalo aberto
Oou uma reuniao de intervalos abertos. f é dita continua em a, se:

1. lim f (x) existe.
x! a

2. limf () = ().
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Sef ndao veri ca qualquer das condi¢ces da de nicdo, f é dita descontinua em a.

Exemplo 3.16.

[1] Considere:

8

< X
f(x)=,

1 se x=1:

2
se x61

Note que Dom(f) = R, masf n&o é continua em1.

De fato, Ii'mlf (x) = Iiml(x +1)=2 6 f(1). Veja o desenho:

Al

A/

A

aARE
Figura 3.28:

Observe que se rede nirmos a funcao, fazendo f (1) = 2, a funcdo sera continua em
todos os pontos de R. Veri que este fato.

[2] Seja:
(

Ug(x) = 1 se x ¢
¢ 0 se x<c:

A funcao degrau unitario y = uc(x) ndo é continua em c, pois nao existe Iilm Uc(X).
X! C
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Figura 3.29: Funcéo degrau unitario.

Intuitivamente, a continuidade de uma fungdo em um ponto ind ica que o gra co da
funcdo ndo apresenta saltos nesse ponto (veja o desenho ant&or).
X2
X
Defatof (x) = x+1sex61e limf(x)=xo+1= f(Xo).
X' Xo

1, ~ ] .
[B]f(x)= 1 € uma funcao continua em todo ponto de seu dominio.

[4] O potencial de uma distribuicdo de carga num ponto do eixo dos x € dado por:

( p___
(x) = 2 IDx2+a2 X se x O
2 X2+ a2+ x se x< O

a, > 0 écontinuaemQO.
De fato, como lim (x)=1Ilm (x)=2 a ,lim (x)existeelim (x)= (0). Entdo,
x! 0 x! O* x! 0 x! 0
é continua emO.

Figura 3.30: Gracode y = (X).

[5] Seja
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8
22x 2 se x< 1

f(x):>Ax+B se x2[ 1;1]
" 5x+7 se x> 1
Ache A e B tais que f seja uma funcao continua emR.

Os pontos problematicos do dominio de f sdox = 1ex = 1. Utilizando a de ni¢éo,
f € continua se:

8
< lim f(x)= lim f(x)
x! 1 x! 1

cim f(x) = lim f(x);
x! 1 ( ) x! 1* ( )
gue é equivalente ao sistema:

A B= 4
A+B= 12;
logo, A=8 eB =4. Entao:

8
22x 2 se x< 1

f(x)=>8x+4 se 1 x 1
"b5x+7 se x> 1

20+
15+

10+

- 10k

Figura 3.31:

A continuidade também pode ser expressa em fungcao de " e .
De fato, )I(ilmaf (x) = f(a) signica que: paratodo " > Oexiste > Otal que, sex 2
Dom(f) e'jx a < ,entdojf(x) f(a)j<".

Em outras palavras, f é continua em a quando para todo " > 0, existe > 0 tal que
f(x)2(f(a) " f(a)+ ")desdequex?2 (a ;a+ )\ Dom(f).
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Proposicéo 3.9. Sejamf e g funcbes continuas no ponto a. Entéo:

1. f + g séocontinuasema, paratodo ; 2 R.

2. fg é continuaema.

3. %écontinua ema, sea?2 Dom % )

As provas destas propriedades decorrem imediatamente das de nicoes.

De nicdo 3.8. Umafuncéo f é dita continuaem A R sef é continua em cada ponto
de A. Sef é continuaemA eB A, entdo,f é continuaemB.

Exemplo 3.17.

[1] Os polinbmios séo fun¢des continuas em R, pois sdo expressos por somas e produ-
tos de fungdes continuas emR.

[2] As funcBes racionais séo fun¢des continuas no seu domino.
[3] As fungBes f (x) = sen(x) ef (x) = cogx) sdo continuas emR.
[4] As fungBes exponenciais sdo fungdes continuas enR.

[5] As funcdes logaritmicas séo fun¢des continuas em(0; +1 ).

[6] A seguinte funcdo é continua em R:
8

1
f(x):fxsen; sex 60

sex =0:

Figura 3.32: Gra co de [6]
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[7] A funcdo f (x) = [[ X]] € descontinua para cadax 2 Z. Veja exercicio 14 do capitulo
anterior.

Figura 3.33: Gra co de f (x) = [[ x]].

In(x) + arctg(x)
x2 1

De fato, In(x) € continua em (0; +1 ) e arctg(x) é continua emR, logo In(x) + arctg(x)

é continua em (0;+1 ); o polinémio x?> 1 possuiraizesreaisx = 1le 12 (0;+1),

entdof é continuaem(0;1)[ (1;+1 ), que é o dominio de f.

[8] A funcéo f (x) = é continuaem (0;1)[ (1;+1).

f
I |
I

Figura 3.34:

Proposicao 3.10. Sejamf e g funcgdes tais que Iilmaf (X) = be g é continua no ponto b.
Entdo: '

im g f (x)=g limf(x)
x! a x! a

A prova segue das de nigcoes.

Exemplo 3.18.
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Como aplicacao direta desta propriedade temos:
[1] A funcdo g(x) = €* é continua em R; logo, se existelim f (x), entdo:
x! a

_ lim f (x)
lim g = exta :
X! a

[2] As fungBes g(x) = sen(x) eh(x) = coqXx) séo fun¢des continuas emR; logo, se existe
lim f (x), entéo:
x! a

limsen f(x) =sen Iimf(x); limcosf(x) = cos limf(x) :
x! a x! a x! a x! a
[3] A fungdo g(x) = In(x) € continua em (0;+1 ); logo, seli'maf (x) 2 (0;+1 ), ento:
Iimin f(x) =1In limf(x) :
x! a x! a

Aimin XL XL
x! 1 X2+ 1 B X1 x2+1 -

NI W

[5] limIn sen(x) =1In limsen(x) =1In sen - =1In(1)=0.
Xl = X! = 2

2 lim(x 1)

. X 1
[6] lim e = e 1 e =1.
X!

[7] lim cos x?+senx)+ =coy )= 1
x!

Teorema 3.5. Sejamf e g fungdes tais queg f esteja bem de nida. Sef é continua no
ponto aeg é continuaemf (a), entdog f é continuaema.

Prova: Im(f) Dom(g). Como g é continuaemb= f (a), paratodo "> Oexiste ; > 0
talquesey 2 Im(f)ejy b < ,entdojg(y) g(bj<". Poroutrolado f € continua
em a; logo, existe , > Otalque sex 2 Dom(f) ejx a < ,, entdojf (x) f(a)j =
if(x) B < 1 Logo,sex2Dom(f)\ (a 2a+ 2),jo(f(x)) o(f (@)j<".

Exemplo 3.19.

[1] A fungdo h(x) = jx?+2x + 1j é uma fungdo continua em R, pois h é a composta das
seguintes funcgdes:f (x) = x?+2x + 1 eg(x) = jxj; ambas func¢des sdo continuas enR.
(Verique!).

[2] A funcdo h(x) = e“*5%*2 & continua. (Veri que !).

6 2

[3] A fungdo h(x) = sen );27

) ] , |
T4 é continua. (Veri que!).
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Observacédo 3.2. O teorema seguinte estabelece que com hipéteses adequadasima
funcdo f, de nida num intervalo fechado [a;l, assume todos os valores entref (a) e
f (b); em outras palavras, para que f passe def (a) a f (b) tem que passar por todos
os valores intermediarios. A de nigdo anterior de continui dade foi feita considerando
como dominios intervalos abertos ou reunido de intervalos a bertos; entdo necessitamos
da seguinte de nicao:

De nicdo 3.9. Sejaf :[a;h! R;f écontinuaem]|a;H se:
1. f é continuaem (a;b.

2. lim f(x) existe e lim f (x) = f (a).
x! a* x! a*

3. Ilirrb1 f (x) existe e Ilirrbl f(x)= f(b.

As condicdes 2 e 3, sdo chamadas continuidades laterais, a deita e a esquerda, respec-
tivamente.

Teorema 3.6. (Valor Intermediario) Sef :[a;d! R é uma funcao continuaem [a;H e
f(a)<d<f (bhouf(b)<d<f (a),entdoexistec2 (a;b tal que f (c) = d.

Para a prova, veja [TA] ou [RC].
Exemplo 3.20.
Sejaf :[ 1;1]! Rtalquef(x)= x® cog x)+1;entdof assumeovalorg.

2
. ] 3 :
De fato f é continuael =f( 1)< > <f (1) = 3; logo, do teorema, temos que existe

. . . .
- 7 - o5 L 0.5 1.0

Figura 3.35:

c2( L1)talquef(c)= g
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Corolario 3.7. Sejaf : [a;g ! R uma funcéo continua em [a;4. Sef(a) e f (b tem
sinais opostos, ou sejaf (a) f (b) < 0, entdo existec 2 (a;b talque f (c) =0.

Figura 3.36:

3.11.1 Aplicacoes

Este resultado pode ser utilizado para localizar as raizes reais de um polinémio de grau
impar. De fato, seja

f(x)= x"+a x" '+ i+ a, X+ a,

uma funcéo polinomial de grau n impar, & 2 R. Para osx 6 0, escrevemos:

) a
Como Iim 1+ 2+ oy il =1: entdo,
x!'1 X d
lim f(x)=+1 e Ilmf(x)=1 ;
x! +1 x!'1

pois, n é impar. Logo, existem x; < x, tais que f (x;) < 0ef (xp) > 0. f é continua no
intervalo [X1; X,]; pelo corolario, existe c 2 (X1;x;) talque f (¢) =0.

Sen é par, a conclusao é falsa. O polindmiof (x) = x? + 1 n&o possui raizes reais.

Exemplo 3.21.

[1] A equacdox® 4x+2 =0 possui 3raizes reais distintas.

De fato, a fungdo f (x) = x3 4x + 2 é continua em R; logo, é continua em qualquer
intervalo fechado.

Considere:
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X1 | X2 | F(X1) f(X2) Conclusao

-3 -2 -26 Existec; 2 ( 3; 2)talquef(c;)=0.
110 -2 Existec; 2 (0;1) tal que f (c;) = 0.
1|2 -2 Existecz 2 (1;2) tal que f (c3) = 0.

2 1 \ 1 2/
/ \

Figura 3.37: Exemplo [1]

1 . ] :
[2] A equacgdo 2*In(x? + 1) + x3logs(e ¥) 20 - 0 possui pelo menos 4 raizes reais
distintas no intervalo [ 1;2].

1
De fato, a fungdof (x) = 2*In(x? + 1) + x3logs(e ¥) 6 é continuaem|[ 1;2]e

f( 1" 026 f( 05" 0072 f(0)= 005 f(05)" 023 ef(2)' 857,

entao:

X1 Xo | T (X1) f(Xp) Concluséo
1 05 0:019 Existec; 2 ( 1, 0:5)talquef(c)=0.
05| O 0:003 Existec, 2 ( 0:5;0) tal que f (c;) = 0.
0 05 0:011 Existe c; 2 (0;0:5) tal que f (¢c3) = 0.
05 2 0:586 Existec, 2 (0:5;2) tal que f (¢3) = 0.
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.1? s 1 2

Figura 3.38: Exemplo [2]

, 1 .
[3]Afuncdo f(x)=1 2x? arctg(x), atinge o valor 5 no intervalo [0;1].

. 1 ~ . .
Considere a funcdo g(x) = f (x) Q; g € funcéo continua no intervalo [0;1]e

+6
9O = —5—
logo, existe c; 2 (0;1) tal que g(c;) =0, isto &,f (¢) = %

0.5-

Figura 3.39:

O seguinte algoritmo serve para determinar aproximadament e as raizes de uma equa-
céo, utilizando o corolario:

Sejaf continua em [a; 1.
1) Sef (a) f (b) < 0, entdo, existe pelo menos umc 2 (a; b tal que f (c) = 0.
i) Considere:
a+ b
5
sef (m;) = 0, achamos a raiz. Caso contrario,f (a) f (m;) < Oou f (my) f (b) < 0.

mp =
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i) Se f (a)f (my) < 0, entédo,f (x) = 0 tem solucdo em|a; m;]. Considere:
at+m
my = > 1;
sef (m;) = 0, achamos a raiz. Caso contréariof (a) f (m;) < Oou f (my) f (m;) < O.

iv) Sef (m,) f (my) < 0, entdo, f (x) = 0 tem solugdo em[m;; m;]> Considere:
_ M+ my
m3 - 2 )
sef (m3) = 0, achamos a raiz. Caso contrariof (mj3) f (m;) < Oou f (m3) f (m,) < 0.

Continuando obtemos m,, tal que jf (¢) f (m,)j € menor que a metade do comprimento
do ultimo intervalo.

Exemplo 3.22.

No exemplo [1] temos f (x) = x® 4x+2.

i) f(1)f(2) < O; sejam; = g comof(m;) 6 0 ef (my)f(2) < 0, entdo, procuramos a
solucao no intervalo [mjy; 2]; seja:
m2 = ml + 2 = Z
2 4
i) Como f(my) 6 0 ef(my)f(m,y) < O, entdo, procuramos a solugédo no intervalo
[my; m]; seja:

mi+ my 13

ms = — §:
Assim, continuando podemos, por exemplo, obter:
27445
= —— = 16751
Mia 16384 675109

no intervalo [1:675041:67517} tal que f (my4) = 0.0000928

3.12 Exercicios

1. Calcule os seguintes limites usando tabelas:

(@) lim(3x 8) . 5x+2

x! 1 (d) >|<I!m42x+3
(b) im@x  2) () lim "2+ 1

’ x! 1

oox 1 _x® 2x2+5x 4
(€) im p—=——; () lim T
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X

1000
tg(4x)

X
(x+2)?

- 2
() lim x

® i,

) >|<i!m1

2. Determine k tal que:

(@) lim(Bkx* 5kx+3k 1)=
x!

(b) lim(x* 5x+6)=0

0 3m

(k) lim

9 >I<i!m1

(c) Iim2(5x4 3x?+2x 2)=Kk
x!

@ lim &

x! 1

3. Veri que se sao corretas as seguintes a rmagoes:

X2+ x 6

@ ———=x+3

X 2

4. Calcule os seguintes limites:

AP+ 9X+T
(@) lim X X

x! 13x6+ x3+1
x3+3x% 9x

© im,

x3 X
2

. X 9
c) lim ————
()x!3X2 3x

(d) >|<I!m1 1
2 g2

2x? 3x+1
(n) lim
x!

(e) lim

o x8+2
() >|<I!mo 1od 2

(@ lim —2p
9 x! 29 %
. (t+ h)? t?
rlll!mo h

x4 1

(h)
() |

<. 8 x3
0 M e o

x! 0X2+2ax+ a2

W13x2  x+1

() >I<i!m2

(k) lim

() lim

x! 0

™ i,

17

0) >I<i!m1

1I“

X

x2+1
3X

(x?

1

x OX24+ X+ 2

1)

X

X +

X2+ X

X+1

[a)

XZ

= lim (x +3)

6Xx2+3+3x

I09+5x+4x2

p—x+

P
X
49
x4+

X2

X3

X2

) lim gl
xI' 2 x+2

() limp 71
X1 0" cog(x) +1
Pz Pa
(r) lim p——
x! a X2 a2
P P
(s) lim X = ar
x! a X2

153
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® lim - XX
xI'12X2+5x 7

i x3+8
(u) X!|m2 pix >

5. Calcule os seguintes limites laterais:

@ lim P 1 co92x)

x! 0 X (b) Xl!irgl Cos(;) (0 X|!ing [[x]]

6. Veri que se os seguintes limites existem:

x3 1 . x 8
i f) lim p=——
(2) >I<I!m1jx 1 0 xI 83X 2
(b) fimjx3 (9) lim (cos(x) ~ [Isen()ll)
2 + .
(©) lim X F*2 () lim (sen(x) [[cosx)I)
. x3 6x2+6x 5 . . X Db
(d) >I<I!m5 X2 5BX ® xllmg’f a x
: X2+3x 4 - X
©) XI!|m4 x3+4x2 3x 12 U xI!mJ+ [[5]]
7. Calcule os seguintes limites no in nito:
23 +5x+1 N T
@ Jim e ais Q) Jim P
: x4 2 N P
(b) lim T EETEY] (k) Jim (" x+1 X + 3)
X% 2x+3 x5 +1
(c) Jim v M lim o1
X
i - 3
(d) x!“rpl X2+3x+1 (m) lim x>+ x+1
— x! +1 X9+ 1
i x2+1 0
) X!Irpl 3X+2 . X4+2
p___ (n) Iim 3
. X2 + 1 x! +1 X
0 x!lllm X +2 ' X2
(g) 1 +1 X2 -6 3 p ﬁ
(h) Jlim (x = xZ2+1) B) fim P
' r
, X 2x% x+3
0 Xllll x2+3 (@) X! +1 x3+1
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S
s X2+8
X2+ X

(1) x!"rpl

s) lim — X
()x! +1 X2 4x+3

0 i 3x*+ x+1
® x!lrpl x4 5

155

(u) lim XXl
x11 x84+ x3+1

W) lim X0+ 1
x'1 - X9+ x84+ x4+1
. 2x+11

w) Iim p—
x+1 © x24+1

®) lim 0 X
x!'1 (2x+3)4

8. Calcule os seguintes limites in nitos:

a) Iim 7X3+3X+1
()x! +1 2X2+ X+ 1
. X2+ 3x

(b) Im Sz 2
x3 1
Iim ———
(C)x!ll" X2 2xX+1

(d) lm (5 4x+ x2 x5
x! +

& lim 53 6x+1
e) x!'1 X2+ X +1
M lim R X

I +1

5
@ " 3 x

+
(h) lim x+1
x! 0O* X
2X +3
N i
M m e
"« . 2X+3
) Jm e
x2  3x
6x +9

K) i
( ) x!lnf:»lr X2

9. Sef (x)=3x 5eg(x)=

X
2
(@) lim(f + 9)(x)

(b) im(@ )(x)

. X2 4

O M e ax+a
. sen(x

(m) xI!IrQ+ x3 n(x)2
In(x)

() m

(0) )|(i'm0|n(ij)
- tg(x)

(o)) ll!mo 3

(@) X!””_L tg(x)

2

" )I(i!moj)%sen(x)
2
®) 0.7 e

. p- 1
O Jm "% P

@ Jm

x 1

p—
x 1
1

5x 3

(v) lim

;3
X 5

2 calcule:
3’ ’

(©) lim(gf)(x)

. f
(d) lim g (x)
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e) Jim fg (x) () lim cos %
() lim(ff )(x)
(9) lim(f  9)(x) () im xsen ﬁ
(h) lim(g f)(x) @ mxig -
() lim (f g f)(x) x! ()
() Li.mzlzn(jf (X)j) (n) lim xcotg ()
10. Calcule os seguintes limites:
. sen(3x) e 1
@) lim — (k) lim =
2 2
(b) fim — o) 0 li!moex . 1
. tg(3x) .
(©) >I<I!mo sen(4x) (m) )I(ilmo !
1 sen(x) .
(@ Jim < ™ im 1
_sen(x
©) ’l‘l!m X (0) lim e & ‘a: b6 0

(f) lim xsen(l) xosen(ax)  sen(bx)’
e 600 ) lim xc02(4

X tg(x)
(9) )I(lgmox+ tg(x) (@ lim tg2(x)
() Jim @+ 2y oxtsed)

X!+ ) ﬂ <id
0 )I(i!mo 1+ % X (] X!|II’P1 (1 )](-)
G) li!m0(1+2x)% () Jim (1 )

11. Calculelim fx) T elim ftta f(a), se
xl'a X a th o0 t

(@ f(x)= x% a=2 M Ff(x)=x@ x); a=1
() f(x)= x2+1; a=2 (@) f(x) = cogx); a=
(c)f(x)—:%x2 x;a=0 (h) f(x)=(x 3)? a=1
(d) f(x)= g(J a=2 () f(x)=In(x); a=1
(e) f(x) = a=1 () f(x)=¢e*; a=0
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12. Sef (x) f(y)j j x yj? paratodo x;y 2 R, veri que que: lim

x! a

(0 1@ _,
X a

G—p- 9—p_
13. Veri que que Iim1 ( x+ X X X)=1:
X! +

14. No problema 51 do capitulo Il, foi visto que o custo para re mover X de residuos

0:8x
100 X,0<x< 100

toxicos num aterro é dado por S(x) =
a) Calcule Iim S(x).

@ ) X! I100 %)

(b) Interprete o resultado obtido.

15. Suponha que2000reais s&o investidos a uma taxa de juros anual de6 e 0s juros
sao capitalizados continuamente.

(@) Qual é o saldo ao nal de 10anos? E de50anos?

(b) Que quantia deveria ser investida hoje a uma taxa anual de 7 de juros capi-
talizados continuamente, de modo a se transformar, daqui a 20 anos, em20000
reais?

16. Durante uma epidemia de dengue, o numero de pessoas que acdeceram, num
100000

1+19900e 08t

certo bairro, apés t dias € dado por L(t) =

(a) Determine a quantidade maxima de individuos atingidos p ela doenga.

(b) Esboce ogracodelL.

17. Esboce o gra co das seguintes funcoées:

= 1 d = X
@)y (x+1)(x3 1) @y (x 1)(x3+1)
X _ 1
®)Y= 5 noe 1 @Y= B+ e+ D)
1 X2
©y= 0 y=

(x 1)(x¥+1) (x 3)(x+2)(x2 1)

18. Use a continuidade da funcéo para calcular os seguintes Imites:



158 CAPITULO 3. LIMITE E CONTINUIDADE DE FUNCOES

@) Iilm cogx + sen(x)) (d) lim
x! ) x! 1 arctg(x)
1+ X . sen(x? + sen(cogx)))
(b) lim T €) lim, X2+ 1
L _ cog(x) +1
(C) X|!rnE @sen (x) (f) )|(|!m0|n m

19. Veri que se as seguintes func¢des sdo continuas:

(@) f(x)= argsenh(2x) (b f(x)= cog2x)

X

(@ (0= isen()

(© f(x)=
(& f(x)=seqx?2+1) f) f(x)= tg(x2+1)
(

2Xx se x 1

f(x)=
@ 1) 1 se x>1
8
< X% 4
) fx)= < 2 se x62
"4 se x=2

Esboce os gra cos correspondentes.

20. Sejaf (x) = x®+ x. Veri que que:

(@ jf(x) f(@)j 20jx 2yse0 x 3 (b f écontinuaem 2.

21. Determine o valor de L para que as seguintes fun¢des sejam continuas nos pontos

dados:
8 2
< X% X 60
(@ f(x)=_ X e X ,hoponto x =0.
' se x=0
8
<X279 se x63
b fx)=_ x 3 , ho ponto x = 3.
"L se Xx=3
X+2L se X 1
c) f(x)= ,hoponto x = 1.
(o f(x) L2 ce x< 1 MOP
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43 se x<0
d fx)= ,hoponto x =0.
(d) (x) 2L+ x se x O P
8
<eX—1 se x60
(e fT(xX)=_. X , no ponto x = 0.
L se x=0

(

4 x+x3 se

159

f)y f(x)= ,hoponto x =1.
() 100 9 Lx2 se x>1 °F
22. Veri que se as seguintes funcdes sao continuas.
8 8
(@) f(x)=<se?<(X) x60 2 X 2 -
0 x=0 (d) f(x)-;“(x2 f toxd
x> 1
Xx+1
8 81
ijz 5X+6] oo g 56(2x2+3) x 1
_ T x2 Bx+6 ’ (& f(X)=_6 5x 1<x< 3
B =4 X =2 3
3 "X 3 x 3
"9 x=3
gla) 1
) 1= Goovt
8 1 8
< X3 X 61 <[x+3]] x<0
(9 f(x)=. 1 x (@ f(x)=. x+1° 1
-1 x=1 SV x>0

23. Determine em que pontos as seguintes fun¢des sdo continas:

coqx) + sen(x)

ser?(x?) + In(x? + 1)

(a) f(x) = arctg 21 (d) f(x)= X2 arctg(x)
_ x4+ 4 _eC e 42

(b) f(x) = cogIn( ) (e) f(x) = X2+ 6)(e +1)
X+ xt x2+1 _coq[[x]])

(c) f(x)= sedx?+ 1) (f) f(x)= o

24. Veri que se as seguintes equagdes admitem, pelo menos, uma raiz real:
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25

26

27.

28.

29.

30.

31.

32.

CAPITULO 3. LIMITE E CONTINUIDADE DE FUNCOES

(@ x>+ x2 4x 15=0 (d) 2+ x2=0
(b) cogx) x=0 (e) x> x3+x?=0
(c) sen(x) x+1=0 ) x"+x°+1=0

. 1
Sejd (x)=1 xsen < x 6 0. Como escolher o valor def (0), para que a funcéo
f seja continuaemx =07

1
Sendof (x) = arctg 5 X 6 2, é possivel escolher o valor def (2) tal que a
funcéo f seja continuaemx =27

Determine f (0) de modo que as seguintes funcdes sejam continuas enx = 0:
@f (x) = 1)‘2725()‘); OFf ()= xIn(x+1) xIn(x 1);
c)f (x) = xcotg(x).

8
2 1 se x>0
A funcao sinal de x € de nida por: sgn(x) = S 0 se x=0
1 se X< 0

Veri que se f (x) = sgn(x) eg(x) = xsgn(x) séo fun¢des continuas.

Dé um exemplo de duas funcfes descontinuas cuja soma sejaontinua.

Veri que que a equacao x = tg(x) tem uma in nidade de raizes reais.
X3

. . 7 .
Sejaf (x) = 7 sen( x )+ 3. Afuncao f atinge o valor 3 no intervalo [ 2;2]?
Justi que sua resposta.

Uma esfera oca de raioR esta carregada com uma unidade de eletricidade es-
tatica. A intensidade de um campo elétrico E(x) num ponto P localizado a x
unidades do centro da esfera é determinada pela fungéo:

8
50 se 0<x<R

E(x) = se x=R

2 3x2
T X se x>R:

Veri que se a funcdo E = E(X) € continua. Esboce o graco deE.
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33.

34.

35.

36.

37.

A funcdo de Heaviside € utilizada no estudo de circuitos e létricos para repre-
sentar 0 surgimento de corrente elétrica ou de voltagem, quando uma chave é
instantaneamente ligada e, € de nida por:

0 t< O
H (1) = se
1 set O

(a) Discuta a continuidade de f (t) = H(t> + 1) e deg(t) = H(sen( t)). Esboce os
respectivos gra cos em [ 5;5].

(b) A funcdo R(t) = ctH(t) (c > 0) € chamada rampa e representa o crescimento
gradual na voltagem ou corrente num circuito elétrico. Disc uta a continuidade
de R e esboce seu gra co parac=1; 2; 3.

(c) Verique que uc(t)= H(t o).

f(t) se 0 t<c

(@) Seh(®) = git) se t c

uc(t) g(t).

, verique que h(t) = (1 uc(t)) f(t) +

A aceleracao devida a gravidade G varia com a altitude em relacéo a superficie
terreste. G € funcao der (a distancia ao centro da terra) e, € dada por:

£
2

r<Rr
G(r) =

R
M
g—ser R;

onde R € o raio da terra, M a massa da terra eg a constante gravitacional. Veri -
que seG € continua. Esboce o gra co de G.

Seja :[0;1]! [O; 1] continua. Veri que que existe Xq 2 [0; 1] tal que f (Xg) = Xo.

Sejamf; g : [a;d ! R continuas tais que f (a) < g(a) ef (b > g(b). Verique
que existexo 2 [a;  tal que f (xo) = 9g(Xo)-

A populacéo (em milhares) de uma colbnia de bactérias, t minutos apos a intro-
ducéo de uma toxina é dada pela funcao:

t2+7 se t<5

f(t)=
8t+72 se 5 t:
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Explique por que a populacdo deve ser de 10000 bactérias em ajum momento
entret=1et=7.

3
38. Veriqueque afuncdo f :R! Rdenidapor f(x)= XZ sen( x )+ 3 assume

o valor 4
3



Capitulo 4
DERIVADA

4.1 Introducéo
Neste capitulo estabeleceremos a nocédo de derivada de uma fungdo. A derivada en-
volve a variagdo ou a mudanga no comportamento de varios fend menos.

Inicialmente apresentaremos a de ni¢do de reta tangente ao gra co de uma funcéo.
Posteriormente, de niremos func¢des derivaveis e derivada de uma fungado num ponto,
dando énfase ao seu signi cado geomeétrico.

4.2 Reta Tangente
Seja:
f:D R! R

uma funcéo de nidanum dominio D que pode ser um intervalo aberto ou uma reuniao
de intervalos abertos, ou ainda, D tal que para todo intervalo aberto | que contenha
Xo, Setenha:l \ (D f xoQ) 6 ?.

Considere P = (xo;f(Xg)) e Qi = (xi;f(xi)) (i = 1; 2; 3:::::1) pontos no graco de f,
P 6 Q;; sejar; areta secante que passa polP e Qq; seu coe ciente angular é:

L) (o),
! X1 Xo

Fixemos o ponto P e movamos Q; sobre o gra co de f em direcdo aP, até um ponto
Q2 = (X2;f(Xp)) tal que Q, 6 P; sejar, a reta secante que passa porP e Q,; seu
coe ciente angular é:

m, = f(x)) f (Xo):
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Suponha que os pontos Q; (i = 1; 2; 3:::::)) vao se aproximando sucessivamente do
ponto P (mas sem atingir P), ao longo do gra co de f ; repetindo o processo obtemos
ry; rp; ra;::, retas secantes de coe cientes angularesm;; m,; mg; :::, respectivamente.

E possivel provar, rigorosamente, que quando os pontos Q; v&o se aproximando cada
vez mais de P, osm; respectivos, variam cada vez menos, tendendo a um valor limi te
constante, que denotaremos pormy,.

A

n

1
1
1
1
1
1
1
0 *n X3 X2 X1

Figura 4.1:

De nicdo 4.1. A reta passando pelo ponto P e tendo coe ciente angular my,, é cha-
mada reta tangente ao gra co de f no ponto (Xo; f (Xo)).

Se

= lim F(x) T(xo)

m
© T xixo X X

existe, fazendo a mudancat = X  Xg, temos:

m,, = li
X 4o

im f(Xo+ t?[ f(Xo):

Como Xxo € um ponto arbitrario, podemos calcular o coe ciente angula r da reta tan-
gente ao gra co de f para qualquer ponto (x;f (x)):

m. = lim f(x+1) f(x)
tl 0 t

Assim, m, s6 dependex.
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De nicdo 4.2. Sef for continua em Xq, entéo, a equacao da reta tangente ao gra co de
f no ponto (xo;f (Xo)) é:

y f(Xo)= my, (X Xo)

se o limite existe,

Exemplo 4.1.

[1] Determine a equacéo da reta tangente ao gracode f (x) =4  x2, no ponto (1; 3).

Denotemos por m; o coe ciente angular da reta tangente a pardbolay = 4  x2? pas-
sando pelo ponto (1;f (1)) = (1;3). SejaP = (1;3)eQ = (X¢;4 x3) pontos da parabola;
0 coe ciente angular da reta secante a parabola passando porP e Q é:

- fxo) TQ)_

mPQ Xo 1 - (XO + 1)

~
3

o

P (R

Figura 4.2:

Do desenho, € intuitivo que se Q aproxima-se de P (X, aproxima-se de 1), os coe cien-
tes angulares de ambas as retas carao iguais; logo:

my=Iim mpo = 2
L xolpo

A equacao da reta tangente ao graco de f, no ponto (1;3)éy 3= 2(x 1)ou,
equivalentemente,y +2 x = 5.
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Figura 4.3: Retatangente ay =4  x2, no ponto (1; 3).

. . 1
[2] Determine a equacao da reta tangente ao gra co de f (x) = < no ponto (%; 2).

. : ) ~ 1
Sejam% 0 coe ciente angular da reta tangente ao gra co da funcdo y = ; passando

1 . 1 1 .
pelo ponto (E; 2). SejaP = ( E; 2)eQ = Xo; X pontos da curva; o coe ciente angular

da reta secante a curva passando porP e Q é:

1
fixo) f3 5
MeQ = ———71° =

N\
N

Figura 4.4:

e . . 1
Novamente do desenho, € intuitivo que se Q aproxima-se de P X, aproxima-se de >
0S coe cientes angulares de ambas as retas carao iguais; logo:

A equagéo da reta tangente ao graco de f, no ponto (3;2)éy 2= 4(x 31)ou,
equivalentemente,y +4 x = 4.
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Figura 4.5: Reta tangente ay = =, no ponto (3; 2).

X

[3] Determine a equagéo da reta tangente ao graco de f (x) = x3 x + 1, no ponto
(1; 1). Utilizemos agora diretamente a de nigao:

Iirnf(1+t) f (1) _ im t(t2+:t%t+2)

=lim (t?+3t+2)=2:
t 0 t t 0 t 0

Logo m; = 2. A equacao da reta tangente ao gra co de f , no ponto (1;1) é:

Figura 4.6: Exemplo [3].

Observacgédo 4.1. Da de ni¢do segue que a equacao da reta normal ao gra co de f no
ponto (Xo;f (X)) é:

1

Xo

y f(Xo)= X Xo,; Se my, 6 0
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4.3 Funcdes Derivaveis

De nicdo 4.3. Sejaf : D! R uma funcéo de nida num dominio D que pode serum
intervalo aberto ou uma reunido de intervalos abertos ou ain da, D tal que para todo
intervalo aberto | que contenha xq, se tenha: 1 \ (D f Xog) 6 ?. f € derivavel ou
diferenciavel no ponto X, quando existe o seguinte limite:

F(x)  f(xo)
X  Xo

f qxo) = lim
x! Xo

Observagéo 4.2. Fazendo a mudancat = x X, temos:

f(Xo+t) f(Xo),
n ;

) = i,

f {xo) € chamada a derivada def no ponto xo. Como X, € um ponto arbitrario, pode-
mos calcular a derivada de f para qualquer ponto x 2 Dom(f);

f9x) = lim

th 0

fx+t) f(x)
t

Assim f °é funcdo dex ef xo) 2 R.

De nicdo 4.4. Uma funcéo f é derivavel (ou diferenciavel) em A R, se é derivavel
ou diferencidvel em cada ponto x 2 A.

Outras notacoes para a derivada dey = y(x) séo:

dy
— D,f:
dx ou X

Exemplo 4.2.

[1] Calcule f O(%{) ef 92), sef (x) = x2.

f(x+1) f(x)_l. (x+ )2 x2
t = {

fqx) = lim_ =lim (2x+ 1) =2 x:
Logo,fo(%) = %efO(Z) =4,

[2] Calculefo(%) sef (x) = pl X2,
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pl (x + 1) 1 x? X+t a X
t to U1 (x+t)Z+ 1 X2 1 x2

fqx) = lim

p_
1 3
Logo, f O(é) = 3

[3] Calcule f Y1) sef (x) =4  x2.

fx+t) F00 - tt+2x)
t

fqx) = lim_ n im =lim = (t+2x) = 2x

Logo, fY1)= 2

[4] Calcule f O(%) sef (x) =

X| P

I
fx+) 100 X+t x_po 1 _ 1

t t 0 t tox2+ xt  x2°

fqx) = lim

Logo, f O(%) = 4

4.4 Interpretacdo Geométrica
Afuncdo F : (D f xog) ! R, de nida por

representa, geometricamente, o coe ciente angular da reta secante ao gra co def pas-
sando pelos pontos (Xo; f (Xg)) e (x;f (x)).

Logo, quando f & derivavel no ponto X,, a reta de coe ciente angular f {x,) e passando
pelo ponto (Xo;f (Xo)) € a reta tangente ao gra co de f no ponto (Xo;f (Xo)).

Sef admite derivada no ponto Xq, entdo, a equacgao da reta tangente ao gra co def no
ponto (Xo; f (Xo)) €:

y f(xo)=fAx0) (X Xo)

A equacéo da reta normal ao gra co de f no ponto (Xo;f (X)) €:

(x Xo); se f9Yxy) 60

y f(xo)=

1
f qxo)
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=

Figura 4.7: As retas tangente e normal ao gra co de y = f (x).

Exemplo 4.3.

[1] Determine as equacdes da reta tangente e da reta normal aayra code f (x) = x?+1,
no ponto de abscissaxy = 1.

Sexp =1 entdof (xg) = 2; logo, a reta tangente passa pelo ponto(1; 2) e seu coe ciente
angular é f {1). Temos:

fo(X)ZILmOf(x+ti f(X)zlti!rno(X+t)2+1t (x2+1) 5

f 1) = 2 e as respectivas equacdes sy 2x=0e2y+x 5=0.

\3

2t

X:

1 I
Figura 4.8: As retas tangente e normal ao gra co de y = f (x).

[2] Determine a equacao da reta tangente ao gra co de f (x) = P X que seja paralela a
reta

2x 'y 1=0.

Para determinar a equacao de uma reta, necessitamos de um pomo (Xo; Yo) € do coe -
ciente angular f {x,). Neste problema, temos que determinar um ponto.

Sejamr; a reta tangente, r a reta dada, m; e m os correspondentes coe cientes angu-
lares; comor, er sdo paralelas, entiom; = m; masm =2 em, = f {x(), onde xo é a
abscissa do ponto procurado; como:
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1

f qxo) = P
N 1 1, 1 .
resolvendo a equacaof {x,) = 2, obtemosxg = 1_6ef (1_6 = 21; aequacao €l6x 8y+
1=0.
1.5 /
/
/
/
0.5j /
I /
/ / ‘
/ | 0.5 1.0 1.5 2.0
/
Y

Figura 4.9: Reta tangente ao graco def (x) = = x paralelaareta2x y 1=0.

. . , x3 .
[3] Determine as equacdes das retas tangentes ao gra co def (x) = 3 1 que sejam

perpendiculares aretay + x = 0.

Sejamr, a reta tangente,r a reta dada, m; e m 0s correspondentes coe cientes angula-
res; comor; er sdo perpendiculares, entdiomim = 1;masm= 1lem, = f {X,), onde
Xo € a abscissa do ponto procurado; resolvendo a equacad {xo) = 1, temosf {xo) = X3
eXo= 1,asequacfessao3y 3x+5=0e3y 3x+1=0.

\ 2.0;

AN 1.0%

-15F

A

Figura 4.10: Exemplo [3].

Teorema 4.1. Sef é derivavel em x, entao f € continua em Xg.

Para a prova veja o apéndice.
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Exemplo 4.4.

Sejaf (x) = jxj. f é continua em todo R; em particular em xo = 0. Mas a derivada de f
em 0 ndo existe; de fato:

£%0) = lim ) 10O _ iy X,
x!' 0 X x 0 X
Calculemos os limites laterais:

8 .

§ im X - im 221
x! 0* X x! 0 X

E|im XM_om Xz 1
xI 0 X x! 0 X

Logo, f 40) ndo existe. Parax 2 R f 0g, f {x) existe e:
(

fqx) =

1 se x>0
1 se X< 0O

Observacgoes 4.1.

1. Do teorema segue que nao existe a derivada def no ponto

2. Nao existe a derivada de f no ponto Xg, se existe "quina"no gra co da funcéo
continua no ponto de abscissaxg, como no ponto xo = 0 do exemplo anterior.

3. Também nao existe a derivada def no ponto xq, sef é continua emxg e se possui
reta tangente vertical passando pelo ponto de abscissaxy. Neste caso,:

lim jf9x)j=1:
X! Xo

%

Figura 4.11: Func¢Bes nao derivaveis.
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Exemplo 4.5.
8

1
[1] Sejaf (x) = . Xzse”( ) se x60
se x=0:
140) = iim &0

logo, a derivada em 0 existe; entdo,f é continuaemO.

= Ixi5nO (x sen(%)) =0

[2] f (x) = x é continua em todo R e néo € diferenciavel emx = 0. De fato:

fO(O):I)i(r'nOW—hm gl—_2:+1:

x! 0 X

Figura 4.12: Gra co do exemplo [2].

[3] Determine as constantesa e btais que:

(

axs se x< 2
fx)=_,
X+ b se x 2
seja derivavel.
Devemos calcular:
+
£q2) = im (**2) 1),
x! 0 X

Devemos determinar os limites laterais:

8
E i f(x+2) f(2) = jim 12ax+6 ax?+ ax3
X! x! 0 X

+ + x?
m TX*2) 1@y XX 4 =4
xl 0+ X x! 0 X x! 0

= Ii[nO 12a+6 ax+ ax?
X!

173

=12a
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1 .
Logo, devemos ter 12a = 4, entdo a = 3 Por outro lado, f deve ser continua em
Xo = 2; isto é:

lim f(x)= lim f(x)() 8a=4+b() b= 4.
x! 2 x! 2* 3

A funcéo deve ser de nida por:

8 3
X se X< 2
f(x)= 3
7 x2 4 se x 2
3
8
Note que f (2) = 3
— : 5 5 5

Figura 4.13: Gra co do exemplo [3].

4.5 Regras de Derivacao

[1] Seu(x) = ¢, entdouqx) =0.
[2] Seu(x) = mx + bym; b2 Rem 60, entdouqx) = m.

De fato, a fungéo é continua e seu gra co coincide com sua retatangente em qualquer
ponto; logo, tem 0 mesmo coe ciente angular. Equivalenteme nte,

ux+t) u(x) _ mt _ m:
t Tt

[3] Seu(x) = x";n 2 N, entdouqx) = nx" 1.

Defato: u(x +t) u(x)= x"+t nx" 1+ (202 x" 2+t 2) xMe
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. u(x+1t) u(x o (x+t)n x"
uqx) = lim (x+ O Ul _p, X+ X
tl 0 t tl 0
t nx" 4t MO Dyn 2 g0 2
= lim 2
t! 0 t
=nx" L

Proposicao 4.1. Sejamu = u(x) ev = v(x) funcdes derivaveis; entao:

1. Regrada soma: As fungbesu v sdo derivaveis e

(u V)= ulx) vix)

2. Regra do produto: A funcdo u v é derivavel e

(U V) = utx) v(x)+ ux) vix)

: ' R
3. Regra do quociente: A fungéo v é derivavel, e

° Lo udx) v(x)  u(x) vix)
v 9= (V(x)?

| <

se v(x)60

Veja as provas no apéndice.

Da regra do produto temos: (ku(x))° = kuqx), para toda constante k. Da regra do
quociente, temos: seu(x) = x"; x 6 0, comn < 0, entdouyx) = nx" 1.

Exemplo 4.6.

x*+3x+1
———x60.
X

Note que: u(x) = x 1+3x 4+ x 5 temos:

[1] Calcule u%x), sendou(x) =

ux) =(x *+3x 4+ x %= x 2 1x > bBx &
[2] Calcule uqx) sendou(x) = (x3+2x +1) (2x?+ 3).

Aplicando diretamente as regras:

udx) = ((x3+2x+1)°@x2+3)+( x3+2x+1)((2 x*+3))°
euqx)=10x*+21x>+4x+6.
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[3] Calcule uYx), sendou(x) = f; : i(
o= XX o  (EF0VCHD O+ 0D
X3 +1 (x3+1)2 ’
logo,
Mg X 2erxrl 1 X
(x3+1)2 (x2 x+1)2

[4] Determine as equacdes das retas tangentes ao gra co def (x) = x2 3Xx e que passa
pelo ponto (3; 4).

O ponto dado néo pertence ao gra co de f . Por outro lado a equacéo da reta tangente
ao gra co de f no ponto (xo;f (Xo)) €

y(x) = f(xo) + f Ax0) (X Xo);
onde fqxp) =2x9 3ef(xg) = x5 3x,. O ponto (3; 4) pertence a reta tangente,
logo, obtemos:
4=y(3)=x2 3x0+(2xo 3)(3 Xo)= x2+6x, O

Resolvendo a equacéo, obtemosxy = 1 e xo = 5. Entdo, as equacdes obtidas séo:

y+x+1=0 e y 7x+25=0:

30
2s5[
20F
15|

10

Figura 4.14: Exemplo [4].

[5] Determine as equacdes das retas tangentes ao gra co deg(x) = x®  x, paralelas a
retay 2x=0.

O coe ciente angular da reta tangente no ponto xo € gqxo) =3 x3 1 e deve ser igual
ao coe ciente angular da reta dada; entdo 3x3 1 =2;logo, Xo = 1. As equagdes das
retas tangentes séo:
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y 2x+2=0 ey 2x 2=0:

1.0

0.5

/o

Figura 4.15: Exemplo [5].

4.6 Derivada da Funcao Composta
Suponha que desejamos derivar a seguinte expressao:

U(X) — (X9 + X6 + 1) 1000
com as regras dadas. SO temos a possibilidade de desenvolvero trinbmio e aplicar
sucessivamente a regra da soma ou escrever como produto de1000polinbmios e usar
a regra do produto.

Como ambas as possibilidades sao tediosas, vamos tentar rescrever esta fungéo.
Sejag(x) = x1%ef (x)= x°+ x®+ 1;éclaroqueu(x) = (g f)(x).

Logo, se soubermos derivar a composta de fun¢des o problema estara resolvido.
O seguinte teorema nos ensina a derivar uma funcdo compostag f em termos das
derivadas de f e g, que em geral, s&o mais simples.

Teorema 4.2. (Regra da Cadeia)Sejamf e g funcgdes, tais queg f esteja bem de nida.
Sef é derivavel em x e g € derivavel em f (x), entdog f € derivavel em x e:

(g )9=glf(x) 1%

Outra maneira de escrever o Ultimo paragrafo é: sey = g(x) e x = f (t), nas hip6teses
do teorema, temos que:

dy dy%

dt ~ dxdt

Para a prova, veja o apéndice.
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4.6.1 Aplicacéao:

Sejav(x) = (u(x))", onden 2 Z. Entéo:
VX)) = n(uE))" uix):

Exemplo 4.7.
[1] Calcule vYx) sev(x) = ( x® + x5 + 1) 1000,

Neste casou(x) = x° + x® + 1; logo, uqx) = 9 x8 + 6 x> en = 1000; entao:

vAx) = ((u(x))*°%)°= 1000 (u(x))**° uqx) = 1000 (x° + x°® + 1) **°(9x® + 6 x°):

[2] Calcule %sey: gx)= x3+x+1lex=x(t)=t2+1.

Pela regra da cadeia:

[3] Sejag uma funcao derivavel e h(x) = g(x2+ 1). Calcule hY1) segq2) =5.
Observemos queh(x) = (g f)(x), onde f (x) = x?+ 1; pela regra da cadeia:
h%x) = gf (%) F Ax);

efqx) = 2 x. Logo, hYx) = g9x? + 1) 2 x. Calculando a Ultima expressdo em x = 1,
temos que: hq1) = 2 g42) = 10.
[4]Sey = u3+ u?+3 eu=2x? 1, calcule %

Pela regra da cadeia:

3% = du dx =4Ax(Bu+2u)=4x(3B2x% 1)2+2(2x* 1)
=4(12x°> 8x3+ X);
ou, fazemos a composta das funcgdes:
y=w+uP+3=(2 x> 1P+@2x* 1°+3 ey’=4(12x> 8x3+ x):
[5] Determine f 1) sef (x) = h(h(h(x))), h(1) =1 eh¥1) = 2.

Pela regra da Cadeia:

f9x) = hqx) hqh(x)) hqh(h(x)));
logo, f 1) = 8.
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4.6.2 Teorema da Funcao Inversa

A seguir apresentamos um dos teoremas fundamentais em Matematica, o qual garante
a existéncia da inversa derivavel de uma funcéo derivavel. A prova deste teorema ca
fora dos objetivos deste livro.

Teorema 4.3. (Funcao Inversa): Sejaf uma fung¢ao de nida num intervalo aberto |. Se
f é derivavelem | ef {x) 6 0 paratodo x 2 |, entdof possuiinversaf ! derivavel e:

1

W= far )

Para a prova da primeira parte veja a bibliogra a avancada.

A formula pode ser obtida diretamente da regra da cadeia. De fato, (f f 1)(x) = x
para todo x 2 |. Derivando ambos os lados, temos que:

(f f H) =14 ') (F H)=1:

Exemplo 4.8.
[1] Sejaf (x) = x2; x  0; logo sua inversa éf (x) = IOiefo(x) =2x60sex 60;
logo:

fqf (x) =2 Ps

Aplicando o teorema:
f HAx) = —&: X60:
2 X'
[2] Sejaf (x) = x3; logo sua inversa éf %(x) = Bet Ax) =3 x?>60 sex 6 0;
fof Y(x))=3 Qﬁ:
Aplicando o teorema:
f HYx) = —glz; x60:
37 x?

[3] Sen 2 N, entéo:

S|

1
)O: X .
n b

X seja de nida.

p_
X

(
para todos os valores dex tais que R
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De fato, sejau(x),= x"; paran par, x > 0e paran impar, X hdo tem restricbes; a inversa
deuéu (x)= "xeuqx)= nx" % uYx) 6 0 sex 6 0. Aplicando o teorema, temos:

1

Sl

1 X
uqu 1(x)) n

Em geral, pela regra da cadeia, seu = u(x) € uma funcao derivavel e:

P% = (u 1(0)°=

vx)=(ux) ;  20Q;
entao:
VI¥) = (u(x)) tuix):
[4] Calcule f x), sef (x) = P X2 +1.
Escrevemosf = g h, onde g(x) = P x eh(x) = x2+1; logo, g4x) = Eé_i eh{x) =2 x;
entdo: £ 1x) = gh(x)) hX) = p——.
X2+1
[5] Determine f 40), sef (x) = h(x) R h(x)+1,h(0)=0 eh%0)=1.

Pela regra da cadeia:

h9x) (4 +5 h(x))
AT he)

fqx) =

logo, f0) = 1.

4.7 Derivadas das Funcdes Elementares

A seguir apresentamos as regras de derivagéo para as fungbeslementares.

4.8 Funcéo Exponencial

Sejaa2 Rtalque O<a 6 1 e|u(x) = a|Entao,

uqx) = In(a) &

X+t X t

De fato, uYx) = lim ——— = a*lim
. t o t tr 0

= In(a) @. Em particular, se a = e, temos

(€)%= &
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Sejav = v(x) uma funcao derivavel e considere a funcéo: |u(x) = a’® | Entéo:

uqx) = In(a) a"® vix)

De fato, a'® = ¢®n®: ysando a regra da cadeia parag(x) = € ef (x) = v(x)In(a),
temos queu(x) = (g f)(x); entdogqx) = € e:

gO(f (X)) - eV(X)In (a = 4v(x)

efqx) = v{x) In(a); logo, em particular,

(ev(x))o - ev(x) VO(X)

O crescimento ou decrescimento exponencial, expresso pelduncéo

Q(t) = Qoe“; (k6 0)

tem a propriedade Qqt) = k Q(t), isto €, a sua derivada é proporcional a funcdo. Alias,
isto € o que caracteriza a funcdo exponencial.

__——

Figura 4.16: Nos desenhos, a fungéo exponencial em azul e suaerivada em vermelho;
para0<a< lea> 1, respectivamente.

Exemplo 4.9.

[1] Sejay = ex

X

Fazendov(x) = 3 temosy®= (e'®)%= '™ qx) = Eep:.

X
1:
2] Sejay = = *.
[2] Sejay = 5
_ 1 0_ 112 _ 111
Fazendov(x) = . lemosy’= In(2) 5 vix) = In(2) >
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[3] Determine a equac&o da reta tangente ao gra co da funcdo y = e ** no ponto de
abscissal.

Derivando y°= 2xe X2, y{1) = 2e ley(l) = e !;logo, a equacio da reta tangente
passando pelo ponto (1;y(1)), é:

y+2xe ! 3e!=0:

§

X

Figura 4.17: A reta tangente ay = e **, no ponto de abscissal.

4.9 Funcao Logaritmica

Sejaa2 Rtalque O<a 61 e|u(x) = loga(x) |

Usando o teorema da funcdo inversa paraf != uef (x) = a*, temos que:

udx) = log.(€)

X

1 B 1  log.(e)
ff Y(x)) xIn(a)

1
(In(x))°= ”

De fato, uqx) =

. Em patrticular, se a= e

Usemos a regra da cadeia para calcular a derivada de u(x) = log,(v(x)) fonde v(x) > 0
€ uma funcao derivavel. Em tal caso:

loga(€) Vi)
V(X)

uYx) =

Em particular, se a= e
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_ Vi)
(In(v(x)))° V)

Figura 4.18: Funcéo logaritmica em azul e sua derivada em vemmelho; para0O<a< le
a> 1, respectivamente.

4.9.1 Algumas Propriedades

(a) Paratodo 2 R,seu(x)= x ,x> 0; entédo:

ufx)=(x )°= x %

Aplicando logaritmo a expressao y = u(x) = x : temos, In(y) = In(u(x)) = In (x);
derivando:
u{x) _ y°
In(y)°= —= = =;
InI°= o = 3
YO
ou seja,y =3 logo,
o—y _ = X _ 1.
y'=y X X X :

Observacéo 4.3. Em geral, se|u(x) =[v(x)] |, ondev(x) > 0e 2 R,temos:

u) = (v(x) v

(b) Sejaly = [u(x)]'™ |, onde u(x) > 0. Aplicando logaritmo & expressao:

y = [u(x)]";



184 CAPITULO 4. DERIVADA

temos que, In(y) = v(x) In(u(x)). Derivando, temos:

Y= oo e+ O eyt = y00 Vi) + SO
Entdo, sey = (u(x))"®:
yO=[u()]"™ vAx) In(u(x)) + UO(l)J%Y)(X)
Exemplo 4.10.
[1] Calculeaderivadadey:3p§+ X 5+2 QF,X> 0.
Aqui = % = 5e = 2 respectivamente; logo: y°= gx z Bx 6+ gx z,
P e’

[2] Calcule a derivadade y = m.

Aplicando logaritmo a fun¢éo e usando as propriedades da fun ¢éo logaritmica, temos:

_ p_ | _

n) =m0+ inE ainee+x+n= "4 Px anee+xr):

. yo o1 1 8x +4
D e s logo:
erivando v~ 2x T 2P% X2+X+1,ogo

P_ Py
0_ 1 1 8x+4 xe X 1 1 8x+4
Y=y oot oP 3 = i ;
2Xx 2 x XxX?+x+1 X2+ x+1)4 2x 2 x x?+x+1

[3] Calcule a derivada de y = x*; x > 0.
Aplicando logaritmo a expresséo e usando as propriedades da funcao logaritmica, te-
0
mos: In(y) = xIn(x). Derivando: yy =In(x)+1 e,
y°= y(x)(In(x) + 1) = ( In(x) + 1) x*:
[4] Calcule a derivadade y = xp X: x> 0.

Aplicando logaritmo a expresséo e usando as propriedades da funcao logaritmica, te-

_ _ p_ : ~y?  In(x) 1 _
mos: In(y) = In(x) = x. Derivando: v 2P% + 19—Y , logo:
In(x) 1 In(x)+2 Py
0— n - X.
=y 2"¥+ YX oPx X
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[5] Determine a equacao da reta tangente ao gré co de f (x) = x**, (x> 0) no ponto de
abscissaxg = 1.

Aplicando logaritmo a ambos os lados de y = x**, temos que: In(y) = x2In(x); deri-
vando, obtemos:
yo= y@xIn(x)+ x) = x*1 2In(x)+1) =) y{1)=1

e a equacdo da reta tangente ¢/ x =0.

Figura 4.19: Gra co de f (x) = x**.

1
t

[6] Sejaf (x) = In(x). Sabendo quef 1) = 1, veri que que: H”E)(t +1)t =e

ft+1) @) _, I+
t

- o Hen i ¥
P =i, = =, T =i ph = n et

entdo, 1 = In !i'n?)(t+1)% : logo:

. T
!I!I’T(])(t+1)‘ =e:

Tabela

Sejamu(x), v(x) funcdes diferenciaveis e k uma constante. Se:
[1]y = Kk, entdoy®=0.

[2]y = X, entdoy®=1.

[3]y = kv(x), entdoy®= kvqx).

[4]y = u(x) Vv(x), entdoy®= udx) vIx).

[5]y = u(x) v(x), entdoy®= udx) v(x)+ u(x) vyx).
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utx) v(x) u(x) vix)
(v(x))?

u(x),
v(x)’

[7]y = a"®, entdoy®= a"® In(a) uyx).

[6]y = : v(x) 6 0, entdoy®=

[8]y = '™ entdoy®= u9x)e"®™

_ . uqx)
[9] y = loga(u(x)), entdoy°’= 10ga(€) — O

_ ~ o_ UYx)
[10]y = In(u(x)), entdoy’= 00

[11]y = (u(x)) , 2 R,entdoy’= (u(x)) tux).
[12] Sejay = (u(x))™), onde u(x) > 0, entio:

uqx) v(x) .

Y= (u6)" A In(u() + =e s

4.10 Funcdes Trigonomeétricas
Sey = sen(x), entdosen(x + t) sen(x) =2 sen(u) cogx + u), onde u = % Logo:

sen(x +t) sen(x) sen(u) cogx + u)

yo(x) - IL 0 t - ILIJr!-nO u
se
= lim n( ) coqx + u)
ul 0
= cos(x)
onde, para calcular o ultimo limite usamos um limite fundame ntal. Sey = cogXx),
sabendo que cogx) = sen(z x) e utilizando a regra da cadeia com u(x) = > X,

temos:

y°= coqu(x)) uqx) = cos 5 X = sen(x):
Sey = tg(x), sabendo quetg(x) = sersm((x)) e utilizando a regra do quociente, temos:
o_ COS(X)+ ser(x) _
= c02(X) = sed(x):

Sey = sen(x), entdoy®= cogXx).
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Sey = cogXx), entdoy®=  sen(x)

Sey = tg(x), entdoy®= sed(x)

Sey = cotg(x), entdoy®=  coseé(x)

Sey = seqXx), entdoy®= tg(x) sedXx)

Sey = cose€x), entdoy®=  cotg(x) cose¢x).

Tabela

Sejamu(x), v(x) funcdes diferenciaveis e k uma constante. Se:
[13] Sey = sen(u(x)), entdoy®= cogqu(x)) uyx).

[14] Sey = coqu(x)), entdoy®=  sen(u(x)) u¥x).

[15] Sey = tg(u(x)), entdoy®= sed(u(x)) u{x).

[16] Sey = cotg(u(x)), entdoy®=  coseé(u(x)) u{x).

[17] Sey = sedu(x)), entdoy®= tg(u(x)) sequ(x)) u¥x).

[18] Sey = cosefu(x)), entdoy®=  cotg(u(x)) cosecu(x)) u{x).

Exemplo 4.11.

[1] Sey=sen(x ), 2R.

Fazendou(x) = x ,temosu{x) = ; utilizando atabela, temos que:
y’= cos(x):

Para as outras func¢des trigopnométricas, o procedimento € aralogo.
[2] Sejay = sen (x ),onde ; 2R f Og.
Fazendoy = sen (x ) =(sen( x)) , derivando como uma poténcia e usando o exerci-
cio anterior, temos:
0— 1 .
y'= sen (x)coqx):
Para as outras fun¢des trigonométricas, o procedimento € aralogo.

[3] Sejay = tg(sen(x)).
Fazendou(x) = sen(x), temos uqx) = cogXx); logo, temos que:

y°= cogx) sed(sen(x)):

[4] Determine as retas tangentes ao gra co de u = sen(x) que tenham o coe ciente

: 1
angular igual a >
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Sabemos que sau(x) = sen(x), entdo u{x) = cogx); logo, devemos resolver a equacao
1
UO(X) - é’
ou seja,co9x) = % gue tem solucdesx = 3 +2k ,ondek 2 Z. As equacdes sao:

p_
6y 3x+(1+6 k) 3 3=0; sex:§+2k;k22 e

6y 3x+(Bk 1) +3p§:o; sex= o+2k;k2Z

Figura 4.20: Desenho parak = 0.

[5] Determine os pontos onde o gra co da funcdo y = x +2 sen(x) possui reta tangente
horizontal.

x 0 : 1
Devemos resolver a equacaoy” = 0 ou, equivalentamente, cogx) = > logo, os pontos
. 2
tem abscissasx = 3 +2k ,k2Z.
\
N

Figura 4.21: Desenho parak = 0.
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4.11 Funcgdes Trigonométricas Inversas

Sejay = arcsen(x). A funcéo arco seno, de nida para x 2 [ 1;1]é afuncédo inversa da
funcgéo:

f (x) = sen(x); se > X E:

Logo, f {x) = cogx) 6 0 sex 2 ( E; E). Usando a formula do Teorema da Funcao
Inversa, temos: sey = f 1(x) = arcsen(x), ou seja,sen(y) = x, entio:

1 _ 1 _ (.
ff 1(x)) cogarcsenx)) cogy)

Mas, coqy) = P 1 ser?(y), poisy 2 ( > E). Entéo:

(f H%x) =

1
yo=p

1
——=p—2r se X2 ( 11):
1 seré(y) "1 x2 ( )

Sejay = arccogx). Como arcos(x) = arcsen(x), temos:y°=  (arcsen(x))% logo,

2

yo= p—il ;. se x2( 1,1):
1 x?

Tabela

Sejamu(x), v(x) funcdes diferenciaveis e k uma constante. Se:

uvx)

[19] Sey = arcsen(u(x)), entdoy’= p—"r——.
1 u?(x)
[20] Sey = arccoqu(x)), entdoy®= puo(%)
1 u?(x)

[21] Sey = arctg(u(x)), entdoy®= %

_ < o_ U
[22] Sey = arccotg(u(x)), entdoy®= m

_ X0 u{x) o
[23] Sey = arcsequ(x)), entdoy" = ju(x)jw o1 jux)j > 1.
[24] Sey = arccose€u(x)), entédoy®= A1)

juoi” wey 1 eI b
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4.12 FuncOes Hiperbolicas

As derivadas das funcdes hiperbdlicas sao calculadas diretamente, pois todas elas en-
volvem exponenciais. Por exemplo, sejay = senh(x) = %(ex e ¥); derivando, temos:
y%= coshx):

Tabela

Sejau(x) derivavel. Usando a regra da cadeia, temos:

[25] Sey = senh(u(x)), entdoy®= cosh(u(x)) u{x).

[26] Sey = coshu(x)), entdoy®= senh(u(x)) uyx).

[27] Sey = tgh(u(x)), entdoy®= sectf(u(x)) u{x).

[28] Sey = cotghu(x)), entdoy®=  cosecR(u(x)) u{x).

[29] Sey = sech(u(x)), entédoy°= tgh(u(x)) sech{u(x)) u{(x).

[30] Sey = coseclfu(x)), entdoy°=  cotgh(u(x)) coseclfu(x)) u{x).
Exemplo 4.12.

Calcule as derivadasy®, sendo:
[1]y = gla(x)
Fazendou(x) = tg(x), temosy = €'®); usando a tabela:y°= u{x) e'® e:

y0= secd(x) €9™:

[2]y = In(In(x)).

Fazendou(x) = In(x), temosy = In(u(x)); logo: y°=

uqx) 1

u(x)  xIin(x)’

1 1 1
[3] y = xcos ” . Entdoy°= cos; + X cos; °

1 1 1 1
Fazendou(x) = ;,temos quecos; = coqu(x)); como cos; °= ~ sen ~ , temos:

X2
oo 1 1 1
y’=cos — + —sen — :
X X X
[4] y = cogsen(x)).
Fazendou(x) = sen(x), temosy = coqu(x)); usando a tabela:
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0

[5] y = arccotg(3x?).
Fazendou(x) = 3 x2, temosy = arccotg(u(x)); usando a tabela:

o Ux) _ 6&x
y'= 1+ u2(x)  1+9x4

1
[6] y = arctg <

Fazendou(x) = % temosy = arctg(u(x)); usando a tabela:

S CO 1
1+ u?(x) 1+ x2

y

[7]y = sen(In(x)).
Fazendou(x) = In(x), temosy = sen(u(x)); usando a tabela:

cogIn(x))
09,

y°= u%x) coqu(x)) =
[8] y = In(ser?(x)).

Fazendou(x) = ser?(x), temosy = In(u(x)); usando a tabela:

yo= ) _ 2 cotg(x):

u(x)
9]y = In(cog™ ).
Fazendou(x) = cog*?), temosy = In(u(x)); usando a tabela:

Cux) . 1. x 1.
O—m— ﬁtg(x)'

[10]y = arcsedIn(x)).
Fazendou(x) = In(x), temosy = arcsedu(x)); usando a tabela:
8
1

E pP———— se x>e
xIn(x) In?(x) 1

1
.E p—— se O<x<e L

xIn(x)" n2(x) 1

yo=  u%x) sen(u(x)) = cogx) sen(sen(x)):

191

[11] Calcule a area do triangulo determinado pelos eixos coordenados e pela reta tan-

R 1
gente a curvay = ” no ponto x = 2.
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1
Aretatangente acurvay = f (x) = x 'noponto x =2 é:y > =fq2)(x 2). Como

1
fq2) = 7 a equacao da reta tangente é4y + x 4 = 0. Sex = 0, entdoy = 1; se
y =0, entdox = 4. A altura do triangulo € igual a 1e a base é igual a4. Logo, a area
do triangulo é: A =2 u:a:

~

Figura 4.22:

[12] Uma particula move-se ao longo dacurvay =1  2x2 Quando x = 3 a particula
escapa pela tangente a curva. Determine a equacao da reta de gcape.

A equacio da reta tangente a curva no ponto de abscissa3éy f(3) = fq3)(x 3),
ondef(x)=1 2x?%logo, fqx)= 4xefq3)= 12 aequacdoéy+12x 19=0:

— |

Figura 4.23:

4.13 Derivacao Implicita
SejaF (x;y) = 0 uma equacao nas variaveisx ey.

De nicdo 4.5. Afuncdo y = f (x) € de nida implicitamente pela equacdo F(x;y) =0,
quando



4.13. DERIVACAO IMPLICITA 193

F(x;f(x))=0:
Em outras palavras, quando y = f (x) satisfaz a equacéoF (x;y) =0.

Exemplo 4.13.

[1] Seja a equagdd-(x;y) =0,onde F(x;y)= x*+y Il;afuncdoy=f(x)=1 x3¢é
de nida implicitamente pela equacdo F(x;y) =0, pois:

Fo;f(x)=x3+1 x% 1=0:

[2] Seja a equacad- (x;y) =0,onde F(x;y) = y*+ x 1;afuncdoy= f (x) = R 1 xé
de nida implicitamente pela equacdo F(x;y) =0, pois:

F(x;f (X)) =( gﬁ)“+ x 1=0:
[3] Seja a equacad- (x;y) = 0, onde F(X;y) = X%+ y? p25; esta equacao (ﬂ)e ne implici-
tamente uma familia de funcdes; por exemplo f (x) = = 25 x2,f (x) = 25 x?;em
geral,
8 p—
2 25 x2 se 5 x ¢
y=f)=_

25 x2 se 5 x>c;

paracadac?2 ( 5;5).
[4] SejaF (x;y)=0,onde F(x;y)=y?> 3y x 7;entdo, as funcdes:

3 p4x+37

2
sao de nidas implicitamente pela equacao F(x;y) =0, pois:

3 p4x+37

2
Observemos que nada garante que uma funcao de nida implicit amente seja continua,

derivavel, etc. Na verdade, nem sempre uma equacao F (x;y) = 0 de ne implicita-
mente alguma funcdo. Por exemplo, considere a seguinte equaao:

f(x) =

FOGT(x) = F(x )=0

x3y®+ x3tg(xy?) + In(x + y) + sen(x) = 0:



194 CAPITULO 4. DERIVADA

4.14 Cdalculo da Derivada de uma Funcao Implicita

Podemos calcular a derivada de uma funcao de nida implicita mente sem necessidade
de explicita-la.

Para isto usaremos novamente a regra da cadeia. Suponha queF(x;y) = 0 de ne
implicitamente uma fungéo derivavel y = f(x). Através de exemplos mostraremos
que podemos calcular y°sem conhecery.

Exemplo 4.14.

[1] Sejay = f (x) uma func&o derivavel de nida implicitamente pela equagdo X2+ y? =
1. Calcule y°

Comoy = f (x), temosx? + ((f (x))? = 1. Derivando em relacéo a x ambos os lados da
igualdade e usando a regra da cadeia, obtemos:

)%+ (((F())2)°=(1)%=) 2x+2f()fYx)=0=) x+f(x)fYx)=0:

Entéo, f {x) = %: § Logo,

[2] Veri que que a funcdo f(x) = P 1 x2 é de nida implicitamente por x?+ y>=1¢e
calcule f©

E imediato que a funcéo f (x) = P 1 x2 é de nida implicitamente pela equacdo x? +
y?=1e:

X X
f(x) = = -
1) Pr=a= y

4.14.1 Metodo de Calculo da Funcéao Implicita
Dada uma equacdo que de ne y implicitamente como uma fungéo derivavel de x,
calcula-sey®do seguinte modo:

1. Deriva-se ambos os lados da equacdo em relacdo &, termo a termo. Ao fazé
-lo, tenha em mente que y é uma funcdo de x e use a regra da cadeia, quando
necessario, para derivar as expressfes nas quais gurey.

2. O resultado serd uma equacéo onde gura ndo somente x e y, mas também y°.
Expressey®em funcédo de x ey.

3. Tal processo é chamado explicitary®
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Exemplo 4.15.

Calcule y°sey = f (x) € uma funcdo derivavel, de nida implicitamente pelas equa¢ Ges
dadas:

[1] x3 3x?y*+y3=6x+1.
Note que x3 3x2y*+ y3=6x+1éigualax® 3x>(f(X)*+(f(x))>=6x+1.

Derivando ambos os lados da equacéo, obtemos: (x3)°  (3x2(f (x)))°+ ((f (x))3)° =
(6x + 1) % entao,

3x2 ex(f(x)*  12x*f x) (f (x))°+ 3 f ) (f (x))* = 6:
Logo, 3x2  6xy* 12x2y%3+3y%? =6. Expressandoy®em fungdo de x ey:

o_ 2 X2+2xyt
YTy ey

[2] X2 + xy + xsen(y) = y sen(x).
Derivando ambos os lados 2x + y + xy°+ sen(y) + xcosy) y° = y%sen(x) + y cogx).
Expressandoy®em funcéo de x ey:

o_ ycodx) 2x y sen(y),
~ x+xcosy) sen(x)

[3] sen(x + y) = y?cogX).
Derivando ambos os lados (1 + y9 cogx + y) = 2 yy°cogx) y?sen(x). Expressandoy®
em fungdo dex ey:

o_ Yy?sen(x) + cogx +y)
"~ 2ycogx) cogx+y)

y

O processo de derivar implicitamente pode ser usado somente se a funcédo determi-
nada pela forma implicita € derivavel. Mas, para os exemplos e exercicios, sempre
consideraremos esta exigéncia satisfeita.

[4] Determine a equacao da reta tangente ao gra co da funcéo implicita de nida por:

y? = x*(x +2);
r_
113
2’2 2°
Derivando a equacéo implicitamente:

no ponto

2yy°= x(3x +4):
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Expressandoy®em funcdo de x ey:

o 3X2+4x
= oy
1 13 1
lembrando que x 2,y fo(x)e2 5 f 5 y, temos que:
1 5
fO = = _p=
2 2 6

e a equacao desta reta

NI W

£ . 11
€ 0 coe clente angular dareta tangente no ponto é; é

4p€_3y+10x 1=0:

Figura 4.24:

[5] Determine a equacgdo da reta tangente e a equacgdo da reta nomal ao gra co da
funcdo implicita de nida por:  (x2+ y?) (y?+ x(x + 1)) =4 xy? no ponto 55

Derivando a equacéao implicitamente
2y% (2y?+2x? 3x)= (Axy?’+4x3+3x% 3y?):

1 1 1 .
Lembrando que x = > yo=fqx) ey = é,temos quef O(é) = 2 € 0 coe ciente angular

da reta tangente no ponto
dareta normal € 4y + 2 x

e aequacado destareta &y 4x+1=0. A equacédo

11
2'2
3=0.
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Figura 4.25:

[6] Determine a equacéo da reta tangente e a equacdo da reta nomal ao gra co da
funcdo implicita de nida por:

2 2
X
W
a2 P
em qualquer ponto; (a e bconstantes néo nulas).

:1,

Derivando a equacao implicitamente:

0
2X N 2yy

? b2 =0:
Expressandoy®em funcdo de x ey:
po= X
aty’

lembrando que x = Xg, Y°= f{x) ey, = f (Xo), Seyo 6 0, temos:

b2X0 .

f 0(XO) = az—yo,
gue € o coe ciente angular da reta tangente no ponto (Xo; Yo) € a equacao desta reta é:
Xo
a?Yo

Y Vo= (X Xp). Ou, equivalentemente,

= y+ — x=1

A equacéo da reta normal é:

seXp 6 0.
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Estas sé@o as equacgdes da reta tangente e da reta normal num poto qualquer (Xo; Yo)
da elipse. Em particular se a = b = r, temos todas as retas tangentes e normais num
ponto qualquer (Xo;Yo) de um circulo de raio r.

Figura 4.26: A elipse e suas tangentes.

[7] Determine a equacdo da reta tangente e a equacgdo da reta nomal ao gra co da
funcéo implicita de nida por:

em qualquer ponto; (a e bsdo constantes nao nulas).

Derivando a equacao implicitamente:

2x 2yy°_ .
a2 R
Explicitando y©
0o Ix.
aly’

gue é o coe ciente angular da reta tangente ao gra co da funca o no ponto (Xo;Yo) € a
equacéao desta reta é:

A equacéo da reta normal é:
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_ a?yo
Y Yo= bz—xo (X Xo)

seXo 6 0. Estas sdo as equacles da reta tangente e da reta normal a umaipérbole
num ponto (Xo; Yo) arbitrario.

N | N |/ | /
N | % |y
A A
VEREEN
/ \

N\ "

/ /N
\\ ,

N A
| { |
% / N
7 R \

Figura 4.27: A hipérbole e suas tangentes.

[8] Ache a equacao da reta tangente ao gra co das fun¢des implicitas de nidas por:
i) x3+ y3 =6 xy, no ponto (3;3). (Folium de Descartes).
i) 2(x2+ y?)2=25(x?> y?), noponto (3;1). (Lemniscata de Bernoulli) .
i) Folium de Descartes: Derivando a equacgao implicitamente:
o_ 2y X%
y2  2x’
No ponto (3;3),y°= 1e aequagdo da reta tangente é:

y

X+y=6:

Figura 4.28: Folium de Descartes.
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i) Lemniscata de Bernoulli: Derivando a equacéao implicitamente:

o X( 25+4x%2+4y?)

y(25+4x2+4y?) °
No ponto (3;1):
9
0_ RS
Y'= 13

e a equacao da reta tangente &

2k

Figura 4.29: Lemniscata de Bernoulli.

4.15 Familias de Curvas Ortogonais

As familias de curvas ortogonais sdo muito utilizadas em dif erentes areas. Na Fisica,
por exemplo, as linhas de forca de um campo eletrostético séo ortogonais as linhas de
potencial constante e as curvas isotérmicas (de igual tempeatura) sdo ortogonais ao
uxo do calor.

De nicdo 4.6. Duas curvas séo ditas ortogonais num ponto de intersecéo se sias retas
tangentes nesse ponto sdo perpendiculares. Uma familia de airvas é ortogonal a outra
familia de curvas se cada curva de uma familia é ortogonal a todas as curvas da outra
familia.

Exemplo 4.16.

[1] A familia de pardbolas y? = 4 ax é ortogonal a familia de elipses 2x? + y? = I?.
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Derivamos as equacoes implicitamente e comparamos 0s coe dentes angulares. Sejam
m; 0S coe cientes angulares correspondentes a familia de paréolas em, os coe cien-
tes angulares correspondentes a familia de elipses. Logo,

@y m 2X
y

m; = =

=— e
2X y
em; my= 1

Figura 4.30:

[2] A familia de circulos x? + y? = ax é ortogonal a familia de circulos x2 + y? = by.

Derivamos as equacdes implicitamente e comparamos 0s coe dentes angulares. Sejam
m; 0S coe cientes angulares correspondentes a familiax?+ y? = ax em, 0s coe cientes
angulares correspondentes a familiax? + y? = by. Logo,

em; mpy= 1.

Figura 4.31:
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4.16 Derivadas de Ordem Superior

De nicdo 4.7. Sejaf uma funcéo derivavel.

1. Se a derivadaf °é uma funcao derivavel, entdo sua derivada é chamada derivada
segunda def e € denotada por:

(f 9= £

2. Sef %% uma funcgéo derivavel, entdo sua derivada é chamada derivada terceira
de f e € denotada por:

(f 050= f 000

3. Em geral, se a derivada de ordem(n 1) def € uma funcéo derivavel, sua deri-
vada é chamada derivada n-ésima def e é denotada por:

(f (n 1))0: f(n).
Notacgdes:f© = f 0= f® f00= f@ f00% O etc,

Exemplo 4.17.

[1] Sendof (x) = x*+2x3+ x 1, calculef (™.

n 1 2 3 4 5|6 | 7
f(x) | 4x3+6x2+1 12x2+12x | 24x+12 | 24 0| 0] O

Logo, fM(x) =0,sen 5.

Iy

Figura 4.32: Gracos de y = f (x) (verde) e suas derivadas.
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Em geral, sef € uma fungéo polinomial de grau n, entdo,f M (x) = nla, ef P(x) =0
parap>n.

[2] Sendof (x) = % calcule f (M,

n 1 2 3
f (M(x) x 2 | 2x 3 6x 4 | 24x ° 120x ® | 720x
Logo:
fM(x)=( 1) n. aratodo n2 N:
0= 1" i P .

[3] Sendof (x) = P e, calculef (M,

n 1 2 3 4 5 6 7
(o | & | te |t | P | P Pe | PE
2 4 8 16 32 64 128

Logo:

f (M(x) = 2—;; paratodo n2 N:

[4] Sendof (x) = sen(x), calculef (M,

£9x) = cosx) = sen(x + =) F@(x) = sen(x) = sen(x + 4?)
F@(x)=  sen(x) = sen(x + 2?) O (x) = cogx) = sen(x + 5?)
F@(x)= cogx)= sen(x + 37) FO(x)=  sen(x) = sen(x + 67):
Logo:

f(M(x) = sen x + n? ;
para todo n 2 N.
[5] Sejay = a+ x + b2+ cx?In(x), a; b; c2 R. Verique que x3y®  x2y% xy0= x,

. 2
Derivando: y°= cx+2cxIn(x)+2 bx+1,y%=2b+3c+2cIn(x) ey® = 7(:; entdo:

x3270 x*(2b+3c+2cIn(x))+ x(cx+2cxIn(x)+2 bx+1) = x:
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[6] Sey = € (Ax + B) satisfaz a equacdo3y® 6y®° 2y°+4y = xeX, determine o
valor das constantesA eB.

Calculando as derivadas:

yo= & (Ax+A+B), y?’=e&(Ax+2A+B) e y¥ =& (Ax+3A+B);
logo aequacado ca: e (Ax+5A+ B)= xe*daqualobtemosA= 1eB =5.
[7] Calcule f ©)(9), sef (x) = xg(IO x),043)=6,9%3) =1 eg®(3) = 2.
P
2
F909= —p—( 3¢¢°0+3"xg%" 0+ x93
X

(0= o0+ % 1%0= B0+ Pxet" %)

logo, f ®(9) = 2—14

Observacéao 4.4.

Em geral, nada garante que quando calculamos sucessivament e as derivadas de uma
funcédo, estas sejam funcdes derivaveis.
[7] Sejaf (x) = x?jx]. Entao,

( 3x2 0
£ 9x) = X? se X

3x? se x< 0
Logo f {x) = 3 xjxj, para todo x 2 R; analogamente temos quef °{x) = 6 jxj para todo
x 2 R; masf ®nao é derivavel no ponto x, = 0. Veri que.

De nicdo 4.8. Afungdof :A R! RéditadedeclasseCX(0 k +1)emA,se
f possui as derivadas até a ordemk e f () ¢ continua emA..

Comof©@ = f sef éde classeC?, entdof é continua.

Exemplo 4.18.

[1] As funcdes polinomiais sdo de classeC! emR.
[2] As funcdes exponenciais sdo de classeC! em R.
[3] As funcéo logaritmicas séo de classeC! em (0;+1 ).

[4] A func@o f (x) = x?jxj do exemplo [7] é de classeC! em R e n&o é de classeC?.
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4.17 Aproximacéao Linear

E intuitivo pensar que uma fungéo derivavel restrita a um peq ueno intervalo contido
em seu dominio "comporta-se"como uma funcdo polinomial do p rimeiro grau.

Por exemplo, consideremosy = f(x) = x?. Estudando f num pequeno intervalo
contendo x = 1, por exemplo | =[0:99; 1:01], obtemos:

X f (x)
0:99 0:9801
0:999 0:998001

1 1
1:001 1:0002001
1:01 1:0201

A reta tangente ao graco de f noponto x =1 é dadapory =2 x 1; seu coe ciente
angular é 2. Determinemos 0s coe cientes angulares das retas passandopelos pontos
(0:999 f (0:999)), (1;f (1)) e (1:001 f (1:001)), (1;f (1)), respectivamente:

_f(1) f(0:999) _

. _ f(1:001) f(1)
1 0.999 =1:9990 e my =

1001 1 =2:0010

1

Figura 4.33:

m; e m, sao valores bastante proximos de2. Observe que sejx 1j! 0(x perto de 1),
entdof (x) = x? caproximade y=2x 1. De fato:

lim jf (x) yj=lim jx*> 2x+1j=0:

x! 1 x! 1
Isto nos leva a estabelecer a seguinte de nicéo:

De nicdo 4.9. Sejay = f (x) uma funcéo derivavel em xo. A aproximagéo linear de f
em torno de X, € denotada por I(x) e de nida por:

1(x) = f (x0) + f {x0) (X Xo)
sex 2 (Xxo " Xpt+"),"> 0pequeno.
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A funcado I(x) também é chamada linearizacdo def ao redor do ponto Xo. A proxi-
midade de f (x) e I(x) nos permitir4 fazer algumas aplicagBes. A notacdo para f (x)
proxima a I(x) éf (x) ' [(x).

O erro da aproximacao é E(x) = f (x) [|(x) e satisfaz a seguinte condi¢éo:

EC) _ oy [0 00
X

% fqxo) =0:

lim
x!I' xo X Xp x!' Xo

Exemplo 4.19.

Suponha que ndo dispomos de calculadora ou de outro instrume nto de calculo e pre-
cisamos resolver os seguintes problemas:

[1] Sef (x) =
f (0:01).

1
m representa a temperatura num arame, calcule a temperatura

[2] Sef (t) = € representa o crescimento de uma populagdo de bactérias, catule a
populacao de bactérias parat = 20:012

[3] Calcule, aproximadamente (1:001) 2Fg (1:001)y + 3.
Solucgdes:
[1] Vamos determinar 1(x) = f (0) + f {0) x. Derivando: f {x) =

1t
a+2x)*
tal que " > 0 (pequeno). Como0:012 ( ";"), temos,f (0:01)" 1(0:01) = 0:92graus.

8 XA
m, entao:

"I(x)=1 8x; nointervalo ( ";");

2.5¢

-0.10 -0.05 0.05 0.1

Figura 4.34: Exemplo [1].

[2] Vamos determinar I(x) = f (20) + f420) (x  20), comf (20) ' 40342 Derivando,
obtemos: f {t) = 0:3e"*; ent&o:
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™' 40342+121:02( 20); nointervalo (20 ";20+");
tal que " > 0 (pequeno). Como 20.0122 (20 "; 20+ "), set = 20:012 entéo,

g3 20012+ 40342 + 121:02 0:012 = 40487

15001
100C-

5001

Figura 4.35: Exemplo [2].

[3] Considere a fungédo f (x) = x’ ZQ x4+ 3 ex = 1:001 Entdo, paraxo = 1, temos
f(1)=2,fqx)=7x° ggiefo(l): %3; logo,

I(x)= fA)+ fY)(x 1)= %(13x 7);

para todo x préximo de 1. Em particular, para x = 1:001,

p—
(1:001f 2° (1:001f +3" 51)(13 (1:.001) 7)' 2:.00433

L L L L L L
02 0.4 06 08 10 12

Figura 4.36: Exemplo [3].
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. ~ - A : , ~
[4] Considere a funcé&o logistica L(t) = 1+ Be o Determinemos sua aproximacao
linear, no ponto to:
ABCe ©
Derivando: L{t) = ——————; logo,
V= TrBe oy 1

(1) = (to) B+ e+ BC(t to) ;

A eCto
(B + ecto)2”

onde, (to) =

p
/

T L L L L L L L L L
-3 -2 -1 1 2 3 4 -3 -2 -1 1 2 3

Figura 4.37: Desenhos parato = 1 ety = 2, respectivamente.

[5] Calcule o valor aproximado do volume de uma esfera, const ruida de uma folha de
aco de0:05cm de espessura sendo seu raio interno igual a2cm.

, 4 : ~ . . .
O volume de uma esferaé V(r) = 3 r 3. Sejar, = 2; entdo, a linearizac&o do volume é:

V()" 1—36 @Br 4):

Logo, V(2:05)' 1146 cm 3. O verdadeiro volume da esfera é V = 11:48 cm 3. Note
que o erro cometido é: E(2:05) =V 1(2:05) = 0:06335543m°.

4.18 Aproximacdo de Ordem Superior
De forma analoga a aproximacao linear podemos de nir aproxi macao quadratica, a-

proximacao cubica, etc. E possivel veri car que o erro destas aproximacdes é cada vez
menor ao redor de um pequeno intervalo.

De nicdo 4.10. Sejaf 2 C3. A aproximacdo quadratica e a aproximacao cubica de f
em torno de X, sdo denotadas e de nidas por:
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(X Xo)?
(X Xo)?+

a(x) = f(Xo) + f Ax0) (X Xo) +

f %xo)
2

f 9xo) f @ (xo)
2

3 X Xo)®:

c(x) = f (xo) + fAxo) (X  Xo) +

sex2 (Xo ";Xpo+"),"> 0pequeno.
Exemplo 4.20.

[1] A proporcéo de lampadas de sédio que falham apdés t horas de uso é dada por:

10000
(t +100)2°
Determine a proporcao de lampadas que falham apés 99 horas deuso.

P(t)=1

Vimos que a aproximacao linear de P = P(t) ao redor de 100é

I(t) = = (t + 200):

400
Determinemos a outras aproximacodes, ao redor de 100 Calculemos :
60000 240000
P (t +100)* PE) (t +100)>’
logo:
-5, t 8¢
A= 16" 160 160000
= o+ L O, U
~ 16 100 160000 8000000

Logo, g(99) = 0:7474812% ¢(99) = 0:7474811250

1.27—
1.0:—
0.8:—
0.6:—
0.4:—

0.2

L L L L L L
o 50 100 150 200 250 30C

Figura 4.38: Gra cos de P (t) (azul), q(t) e c(t).
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p

[2] Calcule, aproximadamente (1:1)? 10 1:12

Considere a fungédo f (x) = x? P 10 x2ex =1:1 Entdo, paraxg =1, temosf (1) = 3,
logo:

ao= oaw X, 58X

21" 21 T 2
50 65x 350x?  176x3
243 81 81 243

e((1:1) = 3:58815e ¢(1:1) = 3:5838

Figura 4.39: Gra cos de f (x) (azul), q(x) e c(t).

Para outras aproximacoes, veja o Ultimo exercicio do capitulo.

4.19 Velocidade e Aceleracéo

Da Fisica elementar sabemos que a velocidade percorrida porum mével em linha reta
€ dada pelo quociente da distancia percorrida pelo tempo tra nscorrido. Usaremos a
de ni¢do de derivada para determinar a velocidade instantd nea de um moével que se
move ao longo de qualquer trajetoria derivavel.

Suponha que uma particula move-se ao longo do gra co da fun¢cd o u = u(t). Se[a;
€ um pequeno intervalo contido no dominio de u, a velocidade média da particula no
intervalo [a;Q é:

Vo = distancia _ u(b) u(a).
®” tempo b a
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AN

1
1
1
1
1
1
1
1
1
b c

Figura 4.40:

Vap € 0 coe ciente angular da reta passando por (a;f (a)) e (b;f(b)). va ndo da infor-
macado sobre a velocidade da particula no tempot = tg. Se estamos interessados na
velocidade instantanea emt = ty, consideremos o intervalo [tg;to + h]; h > 0; entéo:

_ U(to+ h) u(to)
- : :

Analogamente para h < 0.

De nicdo 4.11. A velocidade instantanea de uma particula que se move ao longo do
gra co da fungdo derivavel u= u(t) emt = to, é:

V(to) = utt) _,,

v(b  v(a)

De forma analoga de nimos a aceleracdo média: ag, = b a

De nigdo 4.12. A aceleracao instantanea de uma particula que se move ao long do
gra co da fungéo duas vezes derivavel u = u(t) emt = to, €:

a(to) = VA1) ., = Ut _,

O movimento harménico simples s = s(t) é caracterizado pora(t) = ks(t) (k> 0) e
0 movimento harmonico amortecido por a(t) = kv(t) + ps(t) (k; p2 R).
Exemplo 4.21.

[1] Uma particula move-se ao longo da curva u(t) = t2 5t2+7t 3. Calcule a
aceleracdo no instante em que a velocidade é zero.
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7
Seu(t) = t® 5t?2+7t 3, entdov(t)=31t%> 10t+7;sev(t) =0 temos quet = 3ou
. . 7
t =1. Aaceleracdo no instantet éa(t) =6t 10, logo a(é) =4 ouall)= 4

[2] Uma sonda é lancada para cima verticalmente, sendo a distancia acima do solo no
instante t dada por s(t) = t (1000 t).

i) Determine em que instante e com que velocidade a sonda atinge o solo.

i) Qual é a altura maxima que a sonda atinge?

i) A sonda atinge o solo quando s(t) = t(1000 t) = 0 ou seja quandot = 0 ou
t = 1000; a sonda atinge o solo apds1000sege a velocidade év(t) = s{t) = 1000 2te
v(1000) = 1000m=seg O sinal negativo é porque a sonda esta caindo.

i) Sev(t) =0, entdot = 500 e s(500) = 250000m.

[3] Um ponto move-se ao longo do gra co de y = x2 + 1 de tal modo que sua abscissa
X varia com uma velocidade constante de 3cm=seg Qual é a velocidade da ordenada
y quando x =4 cm?

Sejamx = x(t) ey = y(t) a abscissa e a ordenada no instante, respectivamente. Seja
to 0 instante tal que x(tg) = 4. Queremos calcular a velocidade dey no instante tg; em

d .

outras palavras, queremos calcular d_)t/ parat = to. Usando a regra da cadeia:

dy _ dydx _, dx

dt  dxdt ~7dt’

. . dx dy
O ponto tem velocidade constante igual a 3; logo, at =3e at =6 x. Parax(tg) = 4
d

temos que d_)t/ =24 cm=seg

[4] Um homem de 1:80m de altura afasta-se de um farol situado a 4:5m do solo, com
uma velocidade de 1:5m=seg Quando ele estiver a 6m do farol, com que velocidade
sua sombra estara crescendo neste ponto e qual o comprimentoda sombra?

X y

Figura 4.41:
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Sejay o comprimento da sombra e x a distancia entre o homem e o ponto do solo acima
. A 4:5 1:8 1:8x -
do qual esta o farol. Pela semelhanca de triangulos: v = —;logo,y = F; entao:

dy_2  dy_dydx
dx 3 dt  dx dt’

Como % =1:5, temos: d_y =1 m=sege o comprimento da sombraéy =4 m.

dt dt

4.20 A Derivada como Taxa de Variacao

A velocidade de uma particula que se move ao longo do gra co da funcao derivavel
u = u(t) notempo t év(t) = u{t) e representa a razdo do deslocamento por unidade
de variacdo de tempo. uqt) expressa a taxa de variacéo deu(t) por unidade de tempo:

a1 = im. u(t + hr)] u(e).,

Sey = f (x) é funcdo derivavel, entdo f {x) é a taxa de variacdo dey em relacéo ax.

A interpretacdo da derivada como taxa de variacdo se aplica em diversas areas da
ciéncia.

Por exemplo, sey = f (t) mede a concentracéo de glébulos vermelhos no sangue no
instante t,

ft+h) (1)
f
mede a taxa de variagdo média da concentracdo de glébulos vemelhos durante o in-

tervalo de tempo [t;t + h] e f {a) mede a taxa de variacdo instantanea de glébulos
vermelhos no instante t = a.

Exemplo 4.22.

[1] Uma particula move-se ao longo do gra code y = x3+1, de modo que quando x = 6
a abscissa cresce a uma velocidade d@ cm=seg Qual é a velocidade de crescimento da
ordenada nesse instante?

Sejax = x(t) a abscissa no instantet ey = x3 + 1; devemos calcular:

dy _ dy dx.
dt  dx dt’
. dy 2 dx : dy 2
Temos: —— =3x“e— =2;logo, = __. =6x~ __ =216. A ordenada cresce a uma
d dt dt x=6 x=6

X
razao de 216cm=seg
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[2] Um ponto move-se ao longo da elipse de equacgdox?+2 y? = 6. Determine os pontos

dx  dy
da elipse que satisfazem a equacao— il
Sex = x(t) ey = y(t) séo a abscissa e a ordenada do ponto no instante, derivando
implicitamente a equagéo da elipse: 2x (:n 4y (;y 0 e usando a condigéo dada:
dx dy dx
2xa+4yd =2 x 2y E—O,

logo, x = 2 y. Da equacao da elipse obtemos:y = 1e os pontos sao:(2;1)e( 2; 1).

[3] O tronco de uma arvore tem formato cilindrico cujo didmet ro cresce a razdo de

1 R ~ .
2 cm=anoe sua altura cresce a razdo delm=ano (m=metros). Determine a taxa de
variacdo do volume do tronco quando o diametro € 3cm e sua altura € 50m.

Sejar = r(t) oraio no instante t e h = h(t) a altura no instante t. O volume é V(t) =

dv . .
r 2h; devemos calcular ——; derivando implicitamente:

dt
dv dr,dh
@ gt
o raio € a metade do diametro: r = § h = 5000; logo, 2g = 1 e @ =100; entao:
2 dt 4 dt
dv

=2100 cm 3=ano:
dt

[4] Uma particula move-se ao longo da curva de equacaoy = P X. Quando a particula
passa pelo ponto (4; 2), sua abscissa cresce a razdo ddcm=seg Com que velocidade
esta variando a distancia da particula a origem nesse instante?

Sejamx = x(t) ey = t(t) a ordenada e a abcissa no instantet e p?> = x?+ y? o quadrado
da distancia da origem ao ponto (Xx;y). Derivando implicitamente ambos os lados:

dp dx dy

Pa T @ Y a
dp_ 1 1dx . p_ dp 5
logo, at b X + > a,p0|sy— X. Logo — ai @2 = 50 cm=seg

[5] Um reservatorio de dgua esta sendo esvaziado. A quantidade de agua no reserva-
tério, em litros, t horas apds o escoamento ter comecgado € dada poW (t) = 50(80 t)2.
Calcule:

i) A taxa de variacdo do volume da &gua, apds 8 horas de escoamento.

i) A quantidade de agua que sai do reservatério, nas primeir as5horas de escoamento.

. . adv
i) A taxa de variacéo € gt = 100(80 t); calculandoemt =8, temos que:
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dv : L ) L
e 7200I=h. O sinal negativo & porque o volume da agua esta diminuindo co m o
tempo, ja que o reservatorio esta sendo esvaziado.

i) V(0) V(5)=38750litros.
[6] De um funil conico a Agua escoa a uma velocidade de 3dm*=seg Se o raio da base

do funil € de 12dm e a altura é de 24dm, calcule a velocidade com a qual o nivel de
agua esta descendo, quando o nivel estiver a6dm do topo.

Sejamr o raio do circulo que forma o nivel da agua e h a altura no tempo t, respec-
2

tivamente. r = r(t), h = h(t) eV = € o0 volume do cone de raio r e altura

h.

24

Figura 4.42:

Pela semelhanca de triangulos, temos: 5 = entdo2r = heV = 1—12 h 3.

h.
247
av _ dvdn_ 1, ,dh

dt ~ dhdt 4 dt

dv . Lo ~
Mas, gt = 3, poisovolume estd diminuindoe h=24 6 = 18;resolvendo a equacéo
dv dh 1
— = 3,obtemos: — = —-dm=se
dt at = 27 g
[7] Dois lados paralelos de um retangulo aumentam a uma veloc idade de 4cm=seg en-
quanto os outros dois lados diminuem, de tal modo que o retang ulo resultante perma-
nece com area constante deLl00cm?. Qual é a velocidade com que o perimetro diminui
quando o comprimento do lado que aumenta é de 20cm? Quais sao as dimensdes do

retangulo, quando o perimetro deixar de diminuir?

i) Sejax o lado que aumenta ey o lado que diminui no tempo t;logo x = x(t) ey = y(t);
o perimetro € P = 2(x + y) e a &rea éA = xy = 100. Derivando estas expressdes ent,
temos:

dP _ dx+dy o

dy dx
—— =2 4+ X— +
dt dt dt dt

ya:O:
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Sex = 20, entdoy = 5; como dx = 4, da ultima equacéo, temos qued—y = J dx = 1
dt dt X dt
logo: d—P =6 cm=seg
99 Gt
ii) O perimetro deixa de diminuir quando %—T = 0, o que € equivalente a% = %:
mas 2—),[( =4; entdo,4x(t) 4y(t) =0;logo, x(t) = y(t); e o retdngulo € um quadrado de

area 100 = x2; ou seja, um quadrado de 10cm de lado.

[8] Uma escada de 10m de comprimento esta apoiada numa parede vertical. Se a ex-
tremidade inferior da escada comeca a deslizar horizontalm ente a razdo de0:5m=seg
com que velocidade o topo da escada percorrerd a parede, quardo a extremidade infe-

rior estiver a 6m do solo?

10

X

Figura 4.43:

Sejamx = x(t) ey = y(t) os lados do triangulo formado pela parede, a escada e o solo,
no instante t. Pelo teorema de Pitagorasx? + y? = 100; derivando implicitamente:

dx dy _
il

0:
dt

d — d
Devemos calcular d—i/ Comoy =6, entdox = P 100 36=8e d_)t( = 0:5; logo,

dy  x dx_ 2

dd y dt 3
a escada esta deslizando a uma velocidade de% m=seg
[9] A dilatacdo de um disco de cobre aquecido € tal que o raio cresce com a velocidade
de 0:01 cm=seg Com que velocidade cresce a area do disco quando o raio tem2cm?

Sejamx = x(t) oraio ey = y(t) a area do disco no instante t, respectivamente. Entao
y = x 2. Derivando:

dy _ dx
E—Z X at
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dx d . :
parax =2 e a = 0:01, tem-se: d_)t/ = 0:04 cm 2=seg A area do disco cresce com uma

velocidade de 0:04 cm 2=seg

[10] A lei de Boyle para gases con nados a uma temperatura constante C éP V = C,
onde V é o volume e P a pressido. Se em certo instante o volume é d&600cm?, a pressdo
é de 150k=cn¥ e a pressao cresce a razdo d@0k=cnm?=min, com que taxa esta variando
0 volume nesse instante?

SejamV = V(t) ovolume e P = P(t) a pressao no instantet, respectivamente. Escre-

C
vamos o0 volume como funcgao da pressao: V(P) = B
Usando a regra da cadeia:

dv_ CdP_ VP
dt P2dt P dt’
dP

\% . .
paraV =600, P =150e a9t = 20, temos: Otlzl_t = 80cm®=min. O volume decresce a

razdo de 80cm®=min.

[11] (Sistema de Lotka-Volterra) No estudo de ecossistemas modelos de presa-preda-
dor séo utilizados para estudar a interacdo entre as espécies. Se uma populacdo de
lobos siberianos é dada por L = L(t) e uma populacdo de cervos por K = K(t), a
interacdo das duas espécies pode ser medida pelo sistema:

dK

— = akK KL

dt b
-§d—L: cL+ dKL;

dt

onde a, b, c e d sdo constantes positivas. DetermineK e L que levem as populagdes a
car estaveis para a=0:05 b=0:001, c=0:05ed=0:0001

As popula¢gBes cam estaveis quando suas taxas de crescimenb séo nulas; entdo deve-
mMos resolver o sistema:

8
3 dd_f:aK bKL=K(a bL)=0
gz_';: cL+dKL =L( c+dK)=0;

~ a c
comK; L 60; asolucao eL = b eK = a; logo, para os valores das constantes dados

L = 50 e K = 500. As populagdes cam em equilibrio quando tem 50 lobos e 500
cervos.
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[12] Se uma barra é feita de material homogéneo, entdo sua demsidade € uniforme e é
dada pela massa por unidade de comprimento, medida em quilog ramas/metros. Se a
barra ndo € homogénea, mas se sua massa € dada pan = f (x) do inicio ao ponto x da
barra, entdo, a massa entre 0os pontosx; e x, € dada por f (x;) f (X;) e sua densidade

f

média ¢ dada por 1219 A densidade linear da barra ¢ a taxa de variagéo da massa

em relacdo ao comprimento e é dada por:

_ dm

= i
Sabendo que uma barra de comprimento 1 m tem massa dada porm = f (x) = x3+x+1,
determine a densidade no centro da barra.

d
- d—r)]("| x=0:5 = (3 X2 + 1) x=0:5 = 1:75kg:m:

4.21 Exercicios

1. Determine a equacao da reta tangente ao gra co das seguines fun¢des, no ponto
de abscissa dada:

@y=1 x?% x=3 K) y=1In(x?); x=1
(b) y=x® Sx+1; x=1 () y=tgix+1; x= 1
(©)y=x+4In(x); x=1 (m y=sen((x+1) ); x=0
d) y=x* 6x*+11x 6, x=3 (n)y:e§; x =0
E@y=xt+x3 x; x=0 (o)yz%; =
(f) y=3x+senx); x=0 X+11
@y=x? x= 2 (P) y= p—ori Xx=1
() y="xex x=1 a
(i)y=pX2+2x; x=1 @y=gzg x= 1
2
(j)y:§2+11; x=0 (r)y:m; x=1

2. Calcule a constantebpara que aretay + 9x + b= 0 seja tangente a curvay = x 1.

3. Determine as equagdes das retas tangentes a curvgt = x2, nos pontos de abscissa
Xx= 3

4. Determine o ponto onde a curva y = x3 tem tangente paralela a reta tangente a
mesma curva no ponto de abscissax = 4. Determine a equacao da reta tangente
nesse ponto.
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5.

10.

11.

12.

Determine as equacdes das retas tangentes e das retas norais as curvas, nos
pontos de abscissas dadas:

@ y=tg( x*+1); x=1 (@F%; x=1
Dymen X () y= sene): x=In()

(€ y=cog3); x=0 (@ y=In(x2+1); x=1

(d) y=arccog2x); x=0 h y=@x3+3x+1)In(x); x=1

Determine os pontos da curvay = 3 x3 + 14 x2 + 3 x + 8 onde as retas tangentes
passando por esses pontos intersectam a origem.

Sabendo que as curvasy = 4x?ey = x !tem retas tangentes paralelas com
abscissa comum, determine-as.

Sejaf uma func&o derivavel e g(x) = f (e¥). Calcule g{0) sef 1) = 2.

Sejaf uma func&o derivavel e g(x) = xf (x?). Calcule g{x).

(a) Sejaf uma funcédo derivavel e g(x) = e*f (3x +1). Calcule g{0) sef (1) =2 e
fq1) = 3.

(b) SejaF (x) = f (g(x)) em quef egsao funcdes derivaveis. Seg(3) = 6, g43) = 4
ef 46) = 7, determine FY3).

Determine f {x) seu(x); v(x) e w(x) sdo funcGes derivaveis e:

(8) f () = u(x) v(x) w(x) (© fog= a0

V(X) w(X)
_ u()w(x) - L
(b) f(x)= TV (d) 1) = u(x) v(x) w(x)

Use [10] para calcularf {x) se:

f — 2 1 3 1)2 _ X+2
@ 100=(+ X+ DO 00D @ 1= S22 ey
x3+1

(b) f(x)=(x5+ x3+1)3 @) fo)= 55 (' 2+

Usando a regra da cadeia, determiney®, sendo:
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(@) y=(@3x+5)%

(b)) y=(@4x3+3x 1)
) y=(6 3x)°

(d) y=@x2+4)°

©y= x3+3x%x2 6x+4
() y=(x*+1)%(x> 2x)?
(9) y = sec((x* 6)%

CAPITULO 4. DERIVADA

13. Calcule as derivadas das func¢des:

(@ y=5*"1

(b) y = (10% + 10 *)2
(c) y = logs(x?)

(d) y = xlogs(x) x

_(3x 6)*
) y=
() y=Con D)
A |
OY= D x+ D)
(X 2+3x 4+7x %) 8
(k) y= (X2+ X 2) 4(X 1)
©y=In( ) () y = In(logso(x)
f y = In(coshx)) (i) y = sen(e")
(@) y=In(109) () y = e sen(In((x)))

14. Usando a derivada de logaritmo, calcule y®

@y="x+2
_ X+4 6
0 y= 22

() y=x*1
(d) y=3"®

15. Calculey®

@y="1 g

(b) y= P 2 cog(x)
1

©y= cog2x)

X
(d) y=sen 3

(e) y = xcotg(2x)
Hy= 1 coS(})?

_ e 1)
© Y= Pt
) y=(x?*

(@ y=x*

(h) y = xx

(9) y = sec(2x?)

(hyy=tg( 1 x?)

)y = cose¢2x)

cotg(x) ?

Q) y=coz(’%)
sen(2x

k) y= 1+ C(()S(Z)X)

() y=" sen®

() y= sen(x) "
G) y=x

(k) y= cogx) *"*
M y= Ine) "%

1

(m) y = sen v

(n) y = tg(seqx?))
1

(0) y = sed Z

(p) y = cotg(sedx?))

(@) y = 10ga(In(x))
() y = In(loga(x))
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16. Veri que que as derivadas das funcdes hiperbdlicas inve rsas, séo:

(a) Sey = argsenh(u(x)), entdoy®= puo(%)
1+ u?(x)
(b) Sey = argcosh(u(x)), entdoy®= puo(%); jux)j > 1.
u(x) 1
(c) Sey = argtgh(u(x)), entdoy®= %; juX)j < 1L
_ A~ o U . .
(d) Sey = argcotgh(u(x)), entdoy®= m jux)j > 1.
_ 50— nUO(X) .
(e) Sey = argsecHu(x)), entaoy"= u(x)H T 0200 O<u(x)< 1
() Sey = argcoseclfu(x)), entdoy®= - pl,JOL u(x) 6 0.
ju)ji- ur(x) +1
17. Calculey®
(a) y = arctg % (h) y = tgh((4x* 3)%)

(i) y = secH(In(x))
(j) y = xargcosh(x) px2 1
2

(b) y = arcsen(x) 2
(c) y = arctg(x?)

X
(d) y = arccotg % (k) y = argigh —
B X 1 (I) y = argcotgh(x?)
(e) y = arctg 1

(m) y= 1 argcosh(x?) 2

(f) y = senh g 2 )

(g) y = cosi(3x) ser?(3x) (n) y= cosechpﬁ
18. Usando derivagéo implicita, calcule y°

(@) x3+y3=5 (€) 3coL(x + y) = 7

(b) x3+ x?y +y?=0 () tg(y) = xy

(© Px+Py=10 (9 & =x+y

<y () N2+ x) =y x
@ y= 5y () (x+y)?=(x y)
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19.

20.

21.

22.

23.

24
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i) 02 y?)2=y2+ X2 (0) In § =&

(k) sen(xy) = xcos(y) )
) In(y x)= In(y+ x) (p) cogyx®) = sen(y x*)

(m) e * Y =5+ In(x) (@) xy?+31tg(y) = xy
(n) In(yx) = e¥ () xarctg(y)+ yarctg(x) =1

Determine os pontos da curva x? + 2 xy + 3 y? = 3 nos quais as retas tangentes
nesses pontos sejam perpendiculares aretax + y = 1.

Em que pontos a curvay? = 2x° é ortogonal areta4x 3y+1=07?

3
. X
Aretax = aintersectaacurvay = — +4 x + 3 numponto P eacurvay = 2 x>+ X

num ponto Q. Para que valor (ou valores) de a as tangentes a essas curvas enpP
e Q séo paralelas?

Determine a equacao da reta tangente a curvaxy = a, a constante, no ponto
(Xo; Yo). Veri que que (Xo;Yo) € 0 ponto médio do segmento de reta determinado
pela reta tangente no ponto e 0s eixos coordenados.

R

: ~ R — R —
Determine a equacao da reta tangente a curva” x2+ * y2 = 1 no ponto (Xo; Yo)-
Calcule a distancia entre os pontos A e B, onde A e B séo as intersecdes da reta
tangente com os eixos coordenados.

. Veri que que as seguintes familias de curvas sé@o ortogonais:

(@ x+2y=c, y 2x=0Db
b))y ce®=0; y> x b=0
)y c¢;x*=0; x?2+3y? b=0
(d) =acog); =Dbsen)

3

X
(e) y? =0 (x*+y*)? b@2x*+y*)=0

25. Determine a segunda derivada de:

_ Ry - _ X
(@y= "X (d) y = tg?(x) M y= 6 v
(b) y=x"° .
(c) y = sen(x?) (e) y = serP(x) + cogx) (@ y= 1+ 2
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26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

) y=pr— () y=cogsenx))  (m) y=seq" x)
o (k) y = In(In(x)) (n) y = arcsedx?)
0)y=~ (I) y = arctg(sen(x)) (0) y = argcotgh(x® + 1)

Calcule as derivadas sucessivas, até a ordenm dada:

(@ y=3x* 2x;n=5 (k) y = xcosechIn(x)); n =4

(b) y= %X472X§ n=4 () y = xargtgh(x) In(p 1 x?);
c)y= 3 x%n=3 n=>5

(d)yzx_ll;n:4 (m) y = cosiP(x); n=3
(e)y=e*1:n=3 (n) y = argsenh(e’); n=4

f y=In2x);n=4 (0) y = In(sech(x)); n=5

(9) y= 2008% ;n=5 (p) y = senh(cosh(x)); n =3

(h) y=sen(ax);n=7;a2R (@) y=x sen(In(x)) cogIn(x)) ;
(i)y:In};n:?; n=3

(j)y=xex);(n:7 (f)y=|ni+27m;n:3

Sejaf uma fungdo duas vezes derivavel e g(x) = f (e¥). Calcule g°¢x).
Sey = xe, mostre quey® 4y =4 &>,

Paray = cog x ) ey = sen( x ), mostre que y°+ 2y =0.

Sey = e *cog2x), mostre que y°+ 2 y°+5y =0.

Determine talquey = e* veri que a equacdo: y*° 4y=0.

Sejay = a€ + be X+ cx+ x°. Veri que que:

}y® +5x2y% 2 x  x¥)y? (2+x%)y=40x3 4x°:

Calculey®fx) se:
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(@) x*+y*=16 d y*=x*2 x)
(b) x2+6xy+y>=8 (e) sen(y) + sen(x) + sen(xy) = x
©) x*y?*=(y+D*y VY2 (f) coqy) sen(x)= x

34. Calculef @ (5), sef (x) = P x 1g(x),9()= 1,9Y5) = % g%t5) =2 eg®(5) =
10.

35. Calcule ¢ 2),se (x)= P 1 g(x),9( 2= 3d{ 2)=3eg® 2)=5

36. Determine a linearizag&o no ponto X, = 0, das seguintes funcdes:

(@) sen(x) d Px+3 @) xz)i -
(b) cogx) (e) e * (h) In(x3+5 x +5)
(c) tg(x) () R X+1 (i) 4x3+3x 1)
37. Calcule aproximadamente:
(@) B o126 (c) sen(61°) ©) R @OIF ¢ 1
0 (d) (1:002) + sen(1:002 8.01
(b) 4_7 ) (f) 22:002

38. Determine as aproximacdes quadratica e cubica no pontoxy = 0, das seguinetes

funcoes:
@) f (x) = Pi+3 ©) f(x) = BTt (e) f (x) = In(x3+5 x+5)
(b) f(x)= e (d) f(x)= Xz)il ) f(x)=(@ x3+3x 1)

39. Polinbmio de Taylor de ordem n no ponto Xq : Sejaf uma funcdo n vezes deri-
vavel no ponto Xq. O polinbmio de Taylor de ordem n, (n =0; 1; 2; ::::), no ponto
Xo € denotado por P,(x) e de nido por:

Po(x) = f (Xo) + fIX0) (X Xo) + fOEXO) (X Xo)?+ mmnn+

Veri que que o polindmio de Taylor de ordem n, no ponto X, = 0, das fungdes:
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40.

41.

42.

43.

44,

45.

~ ) ~ xXo ’ x2k+1
(@) f (x) = sen(x) €Pzn.1(X) = k:o( 1) 2K+
Xk
O ()= e ePy(x)= o
k=0

©f (x)= LéP,(x) = X ( 1FKI(x 1)~
k=0

(d) Esboce o gra co de f, P1(x), P3(x) e Ps(x) no mesmo sistema de coordenadas.

(e) Compare P,(x) el(x). Que conclusdes pode tirar? E possivel utilizar P, para
fazer aproximacoes def ?

Calcule o valor aproximado do volume de um cubo, se o compr imento de cada
aresta varia de 10cm para 1G:1cm.

In uéncias externas produzem aceleracdo numa particula de tal forma que a
equagéo de seu movimento éy = 3 + t, onde y é o deslocamento et é o tempo.

(a) Quais sédo as equacdes da velocidade e da aceleracdo da pacula num tempo
t?

(b) Quando a particula para de mover-se?

Um estoque de sangue é guardado num freezer no instantet = 0. Apos t horas,
sua temperatura, em graus centigrados, éT(t) =30+ (t+1) ! 3t2 Qual éa
velocidade de resfriamento apés 10 horas?

Deve-se drenar uma piscina. SeQ € o numero de litros de 4gua na piscina t
minutos apos o inicio da drenagem e Q(t) = 200(30 t)?, qual é a velocidade de
escoamento da agua ap6sl0min ?

: ~ : t2
Um corpo em queda livre tem como equagao do movimento: s(t) = 97 onde a

constante g = 9:8m=sed, s(t) é a distancia, (em metros), percorrida pelo corpo
em t segundos, desde o inicio da queda. Determine a velocidade e aaceleracdo
do corpo em queda livre.

Uma particula langada verticalmente para cima com velocidade de am=seg a-
tinge a altura de s(t) = at 4:9t? ap6st segundos. Qual deve ser a velocidade
inicial para que a particula atinja 44m antes de iniciar a queda?
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46

47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.
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. O lado de um triangulo equilatero mede acm e cresce a razdo de&kcm=h. Com
que velocidade crescera a area do triangulo?

Qual é a variagao das diagonais de um cubo se os lados cresem a uma razéo de
2cm=se@

O raio da base de um cone cresce a razdo dd.cm=min e sua altura decresce a
razao de 2 cm=min. Como variara o volume total do cone quando oraio é 4cme
sua altura 6¢cm?

Um bal&o esférico esta sendo in ado. Seu volume cresce a azdo de 100cm>=seg
Determine a raz&o com que varia o raio no instante em que o diametro é de 50cm.

Mostre que a funcao logisticaL = L(t) satisfaz a equagéo% =CL 1 £.Se
L = L(t) representa o crescimento populacional, quando a populagéo se estabi-
liza?

A reducédo de oxigénio na 4gua de uma lagoa, devido ao despgo de esgoto, sb
volta a niveis normais t dias apos o despejo do esgoto. Sabendo que a quantidade
de oxigénio que permanece, apost dias é dada por:

t2+10t+ 100

P(t) =500 550+ 200

medido em do nivel normal de oxigénio, determine a velocidad e com que a
quantidade de oxigénio esta sendo reduzida, apos 1, 10, 20 e 50dias ap0s o des-
pejo.

Ao meio dia o barco A estd64km a oeste do barcoB. O barco A navega para
o leste a20km=h e o barco B navega para o norte a 25km=h. Qual € a taxa de
variacao da distancia entre os barcos asl3h e 12min?

A frequéncia da vibrac&o da corda de um violino é dada por

s
1 7T

f=— —

2L

onde L é o comprimento da corda, T é a tensd@o sobre a corda e € densidade

linear de massa da corda. Determine a taxa de varicdo def emrelagédo aL (com T

e constantes); ataxa de varicdo def emrelacdo aT (comL e constantes); ataxa

de varicdo def emrelacdoa (comL eT constantes) e interprete os resultados.



Capitulo 5
APLICACOES DA DERIVADA

5.1 Variacao de Funcobes

De nicdo 5.1. Sejaf uma funcéo e xo 2 Dom(f).

1. f possui um ponto de maximo relativo ou de maximo local no ponto Xq, se existe
um pequeno intervalo aberto | que contem xq tal que:

f(Xo) f(x); paratodo x 21\ Dom(f)

A imagem de Xo, f (Xo), € chamadavalor maximo local def.

2. f possui um ponto de minimo relativo ou de minimo local no ponto X, Se existe
um pequeno intervalo aberto | que contem X tal que:

f(x) f(xo); paratodo x2 1\ Dom(f)

A imagem de Xg, f (Xo), € chamadavalor minimo local def.

Min

Figura 5.1: Pontos de minimo e maximo.

227
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Observacéao 5.1.

Em geral, um ponto de maximo ou de minimo de uma fungdo f é chamado ponto
extremo de f .

Exemplo 5.1.

[1] Sejaf (x) = sen(x), x 2 R.

O ponto xq = > € um ponto de maximo relativo, pois sen(x) 1lparatodo x 2 R
ef (E) =1; X = > € um ponto de minimo relativo, pois sen(x) 1, para todo

x2 Ref( =)= 1 Observe quexg = 3? + k , paratodo k 2 Z, sdo também pontos
extremos def . De fato :

sen(%+k )= cogk )=( 1)¥**:

101

05

Figura 5.2: Gra co de f (x) = sen(x).

[2] Sejaf (x) = %2, X 2 R; X0 = 0 € um ponto de minimo relativo, pois x> 0 para todo
x 2 Ref (0)=0. Naverdade xo, =0 é 0 Unico ponto extremo de f .

Figura 5.3: Graco de f (x) = x2.
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[3] Sejaf (x) = jXj, X 2 R; Xo =0 € um ponto de minimo relativo, pois jxj 0 paratodo
x 2 Ref (0) =0. Como no exemplo anterior, X, = 0 € 0 Unico ponto extremo de f .

Figura 5.4: Gra co de f (x) = jx].

[4] Sejaf (x) = x,x 2 R.

1. Afuncéo f ndo possui pontos de maximo ou minimo relativos em R.

2. Sef é restrita ao intervalo 1,1, entdof possui o ponto X, = 1 de maximo
relativo.

3. Sef érestrita ao intervalo [0; 2], entdof possui o ponto xo = 2 de maximo relativo
e 0 ponto Xo = 0 de minimo relativo.

4. Sef é restrita ao intervalo (0; 1), entdo f n&o possui pontos de méaximo relativo
ou de minimo relativo.

Estes exemplos nos indicam a importancia dos dominios das fun¢des quando quere-
mos determinar pontos extremos.

Proposicao 5.1. Sef é uma funcdo derivavel no intervalo (a;b) e xo 2 (a;b € um
extremo relativo de f, entdof {xg) = 0.

A proposicao nos indica que num ponto de maximo ou de minimo re lativo de uma
funcdo f , a reta tangente ao gra co de f nesses pontos € paralela ao eixo do.

Para a prova veja o apéndice.
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//

Figura 5.5:

Observacéao 5.2.

1. A proposicao nao garante a existéncia de pontos extremos.

2. Por outro lado, a proposi¢ao nos da uma condicdo necessara para que um ponto
seja extremo.

Exemplo 5.2.

[1] Sejaf (x) = x3 € uma funcéo derivavel em R ef {x) = 3x?; logo f {0) = 0, masxy =0
ndo é ponto de maximo nem de minimo relativo de f; de fato,f( 1) <f (0) <f (2).

Figura 5.6:

De ni¢do 5.2. Sejaf uma funcédo derivavel no ponto xo 2 Dom(f). Sef {xo) =0, xo é
chamado ponto critico de f.

Pela proposicéo anterior, todo ponto extremo € ponto critic 0. A reciproca é falsa. (Veja
exemplo anterior).
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Exemplo 5.3.

[1] Calcule os pontos criticos de f (x) = sen(x).

Para calcular os pontos criticos da funcdof , devemos resolver a equacdo:f {x) = 0, ou
seja,coyx) = 0. Entdo, os pontosx = 5 + k , ondek 2 Z, sdo os pontos criticos.

[2] Sejaf (x) = x3; resolvemosf {x) = 3 x?> = 0; entdox = 0 € o Unico ponto critico de
f.

[3] Sejaf (x) = x®  3x;resolvemosfqx) =3 x?> 3=0;entdo,x =1ex = 1sd00s
pontos criticos de f .

Figura 5.7: Pontos criticos def (x) = x®  3x.

Observagéao 5.3.

Na verdade um ponto "candidato"a maximo ou minimo relativo d e uma funcéo deri-
vavel f sempre deve satisfazer a equacao:

fqx)=0

Mais adiante saberemos descartar dos pontos criticos, aquées que ndo sdo extremais.

De nicdo 5.3.

1. O ponto onde uma funcédo atinge o maior valor (se existe) € chamado maximo
absoluto da funcédo. O ponto xo € de maximo absoluto de f quando para todo
x 2 Dom(f), tem-sef (xo) f(X).

2. O ponto onde uma funcéo atinge o menor valor (se existe) € chamado minimo
absoluto da funcéo. O ponto X € de minimo absoluto de f quando para todo
x 2 Dom(f), tem-sef (xo) f(X).
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Um ponto de maximo absoluto € um ponto de maximo local. A recip roca é falsa; ana-
logamente para minimo absoluto.

max. abs
max. local

max. local
min. local

min. local

min. abs

Figura 5.8: Pontos de maximos e minimos.

Exemplo 5.4.

[1] Sejaf (x) =2 x tal que x 2 [0; 2].

O ponto Xxg = 2 € um ponto de maximo absoluto de f. De fato: f (x) f(2) =4, para
todo x 2 [0;2] e Xo = 0 € um ponto de minimo absoluto de f, pois f(x) f(0) =0,
paratodo x 2 [0;2]. Sef é de nidaem (0;2), f ndo possui maximos nem minimos.

[2] Sejaf (x) = x?talque x 2 [ 1;2].

Os pontos Xo = 1eXp = 2 sdo pontos de maximos locais, masx, = 2 € maximo
absoluto de f, pois f(x) f(2) =4, paratodo x 2 [ 1;2]e X, = 0 € um minimo
absolutode f, poisf(x) f(0)=0, paratodo x 2 [0; 2].

N

Figura 5.9: Exemplo [2].
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O teorema seguinte, devido a Weierstrass, garante a existéria de pontos extremos de
uma funcao, sem a hip6tese de que a funcao seja derivavel. A prova deste teorema sera
omitida. Para mais detalhes veja a bibliogra a avancada.

Teorema 5.1. (Weierstrass): Sejaf : [a;d ! R continua. Entdo existem x; € X, em
[a; g tais que:

f(xy) f(x) f(xp); paratodo x 2 [a;1:

Observacoes 5.1.

1. No teorema as hip6teses de que o dominio seja um intervalo do tipo [a;d e de
que a funcédo seja continua séo condicdes essenciais. De fata funcao continua
f (x) = x n&o possui pontos de maximo nem de minimo em qualquer interva lo
aberto.

1 . o
2. A funcao descontinuaf (x) = ; sex 6 0 ef (0) =0, ndo possui ponto de maximo
nem de minimo no intervalo [ 1;1].

Teorema 5.2. (Rolle) Sejaf :[a;d ! R continua, derivavel em (a; b e tal quef (a) =
f (b). Entdo, existe pelo menos umx, 2 (a; b tal que f {xq) = 0.

Prova: Sef é uma funcdo constante, entdo para todox 2 (a;b), f {x) = 0. Sef néo é
constante, entéo, pelo Teorema de Weierstrass, possui ponds extremos. Suponha que
Xo € ponto de maximo; entao xq 2 (a;b), pois, caso contrario, por exemplo seXxy = b,
teriamos: f (a) f(xq) = f (b). Mas pela hipotese,f (a) = f (b) ef seria constante; logo,
Xo 2 (a;b. Analogamente se X, € ponto de minimo. Portanto, f {xy) =0.

Figura 5.10: Teorema de Rolle.
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Exemplo 5.5.

Sejaf (x) = x™(x 1)" uma funcéo de nida no intervalo [0;1]; m; n 2 Z. Veri quemos
: . - . ~ M
gue existe um unico ponto que divide o intervalo [0; 1] na razao P

A funcéo é continua em [0; 1] e derivavel em (0; 1); pelo teorema de Rolle, existe pelo
menos um X 2 (0;1) tal que f {xq) =0.
Por outro lado, fqx) = x™ Y(x 1)" *(m(x 1)+ nx). fqxe) = 0 é equivalente a
m(Xo 1)+ nxo =0, donde:

Xo = m+n
O ponto xq divide o intervalo [0; 1]em segmentos de comprimentosxg el Xg; logo:

Xo _ m
1 X, n
Teorema 5.3. (Valor Médio): Sejaf :[a; ! R continua e derivavel em (a;b. Entdo

existe pelo menos umxq 2 (a; b tal que:

= O 1@

Em outras palavras, existe um ponto no gra co de f, onde a reta tangente nesse ponto
€ paralela a reta secante que liga(a;f (a)) e (b;f(b)). Para a prova do teorema, veja o
apéndice.

Figura 5.11: Teorema do Valor Médio.

Sabemos que uma fun¢éo constante tem derivada nula. O Teorena do Valor Médio
nos fornece a reciproca desta propriedade, como veremos a sguir.
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Corolario 5.4.

1. Sejaf uma func&o continua em [a;d e derivavel em (a; ). Sef {x) = 0 para todo
X 2 (a;b, entdof é constante.

2. Sejamf e g funcbes continuas em[a;lj e derivaveis em (a;b). Sef {x) = g¥x)
paratodo x 2 (a;b), entdof (x) = g(x) + k, onde k € uma constante.

Prova:

1. Defato. Sejamxy; X, 2 [a; b; suponha que X; < X ,. Pelo Teorema do Valor Médio,
temos que existexg 2 (X1;X») tal que f {xo)(x2  X1) = f(Xx2) f(x1). Como, por
hipétese, f {x) = 0 paratodo x, entdof (x;) = f (x,). Como X, e X, Séo arbitrarios,
temos quef é constante.

2. Para 2, basta considerah(x) = f (x) g(x) e aplicar 1.

Exemplo 5.6.

[1] Suponhamos que um carro percorre uma distancia de 180km em 2 horas. Deno-
tando por s = s(t) a distancia percorrida pelo carro apds t horas, a velocidade média
durante esse periodo de tempo é:

s(2) s() 180 O
2 0 2

Do Teorema do Valor Médio, temos que o carro deve ter atingido a velocidade de
sqto) = 90 km=h pelo menos uma vez nesse periodo de tempo.
[2] Sejaf (x) =6 x> x*de nidaem [0;6]. Determine xo 2 (0;6) tal que f {xg) = 0.
Usamos o Teorema de Rolle § é continua em [0; 6] e derivavel em (0; 6)); f (0) = f (6) =
0; entdo, existexy 2 (0;6) tal que fYxg) = 0; masfqx) = 12x 3x2% fqxy) =0 é
equivalente a3xg(4 Xg) =0;logo, Xg =0 ou Xg = 4; mas, somente4 2 (0; 6).

=90 km=h:

[3] Sejaf (x) = x3+2x2+ 1 denidaem [0;3]. Determinar X, 2 (0;3) tal que a reta
tangente ao gra co de f no ponto (xo;f (Xo)) seja paralela a secante que liga os pontos
(0;1(0)) e (3;1 (3)).

Usamos o Teorema do Valor Médio (f é continua em [0; 3] e derivavel em (0; 3)); entdo
existe xo 2 (0; 3), tal que:

IRRCELE

Mas f {x) = 3 x? + 4 x; logo, temos 3x3 + 4 X, = 15; resolvendo a equacgéo, temos que

15:

5 5
Xg = 3 OuU Xp = 3; mas, somenteé 2 (0;3).
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7 2

Figura 5.12: Exemplo [3].

[4] Verique que jsen( ) sen( )j | J;paratodo ; 2 R.

Se = éevidente. Suponha < ;de namos afuncéo f (x) = sen(x). Pelo Teorema

fFC) ()

do Valor Médio, existe xo 2 (; ) talque f qxo) = : logo:

sen( ) sen( ).

cog(Xo) =

sabendo quejcoqxg)] 1, obtemos o resultado.

5.2 Funcdes Monotonas

Sejay = f (x) uma funcéo de nida num dominio D.

De nig&o 5.4.
1. f écrescenteem D se para todo xo; X; 2 D com Xg < X 1; tem-sef (X)) < f (X1).
2. f édecrescenteem D, se paratodoXg; X; 2 D com Xg < X 1, tem-sef (Xg) > f (Xq).

3. Em ambos os casosf é dita mond6tona.
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Figura 5.13: Func¢des crescente e decrescente, respectivante.

Exemplo 5.7.
: 1
[1] Sejay = f (x) = ;;D =R f Og.

: . 1 1 . .
Sejamxg; X; 2 D tal que Xg < X 1; entdo: - < - Logo, f (x1) <f (Xo) ef € mondtona
1 0
decrescente.

[2]Sejay = f(x)= PX:D =[0;+1 ).

Sejamxp; X1 2 D tal que X < X1; entdo: px_o < px_l. Logo, f(Xp) < f (x1) ef é

monotona crescente.
[3] Sejay = f(x) = x%;D = R.

Sejamxo; X1 2 D tal que X < X 1; entdo: x3 < x2,se0 xoe0<x;ex?<x3 sexg< 0
ex; 0. Logo, f(xg) <f(xy))em[0+1)ef(xy) <f (xg)em(1 ;0);f é monbtona
crescente em(0; +1 ) e mondtona decrescente em( 1 ;0).

O exemplo anterior nos mostra que, em geral, uma funcéo pode ter partes do dominio
onde é crescente e partes onde é decrescente.

Proposicao 5.2. Sejaf uma funcdo continua em [a; i e derivavel em (a;b).

1. Sef {x) > Oparatodo x 2 (a;b), entdof é crescente ema; 4.

2. Sef {x) < Oparatodo x 2 (a;b), entdof é decrescente ema; 4.
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i

Figura 5.14:

Prova:

1. Sejamxg; X1 2 (a;b tal que xg < x 1; comof €é continua em [Xo; X1] € derivavel em
(Xo; X1), pelo Teorema do Valor Médio, existe x 2 (Xo; X1) tal que f (x1) f(Xo) =
f9qx) (X1 Xo). Comof{x) > Oparatodo x 2 (a;b), temos quef (xg) <f (X1).

2. Aprova de 2 é analoga.

Exemplo 5.8.

[1] Determine os intervalos de crescimento e de decrescimerto de f (x) = x?+ 1.

Derivando f temosf {x) = 2 x; logo, f {x) > 0se, e somente sex > 0ef{x) < Ose, e
somente sex < 0. Logo, f é crescente em(0;+1 ) e decrescente em( 1 ;0); note que
f90)=0.

[2] Determine os intervalos de crescimento e de decrescimerto de f (x) = x3  3x +1.

Derivando f temosfqx)=3x2 3=3(x+1)(x 1);logo, f{x)=0 se, e somente se
x= 1. Logo,f écrescenteem(1 ; 1)[ (1;+1 ) edecrescente em( 1;1).

N 1 \ 1 /2
Y

Figura5.15: Gracode f (x) = x> 3x+1.
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. : . . 1
[3] Determine os intervalos de crescimento e de decrescimerto de f (x) = x + ~

(x+1)(x 1)
2

Derivando f temosf {x) = :logo, f {x) = 0 se, e somente sex = 1.

Intervalos x 1(xx+1) f (x)
O<x< 1 <0 decrescente
1<x< O <0 decrescente

x> 1 >0 crescente
x< 1 >0 crescente

f écrescenteem(1l ; 1)[ (1;+1 ) edecrescenteem( 1;0)[ (0;1).

N

: . 1
Figura5.16: Gracode f (x) = x + ~

[4] Determine os intervalos de crescimento e de decrescimerto de:

x* X3
f00="5 %

Derivando f temosfqx) = x® x2 2x=x(x 2)(x+1);logo,fqx)=0 se, e somente

sex=0,x=2ex= 1

Intervalos Xx(x 2)(x+1) f (x)
1<x< O >0 crescente
O<x< 2 <0 decrescente

x> 2 >0 crescente
x< 1 <0 decrescente

f écrescenteem( 1;0)[ (2;+1 ) edecrescenteem(0;2)[ (1 ; 1).
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~
T

=2
T

Hwa
/

I I
-2 -1 1 2

Figura 5.17: Gra co de f (x) = XZ 3 x2+5

[5] A funcdo Q(t) = Qu e (k 6 0) é crescente se&k > 0 e decrescente se&k < 0, 0 que
justi ca seu nome.

[6] (Lei de resfriamento de Newton: A taxa de variacdo da temperatura T = T(t) de
um corpo € proporcional a diferenca entre a temperatura ambi ente A (constante) e a
temperatura T = T(t), isto é:

dT

H:k(A T(t); (k> 0):

. dT )
SeT > A, entdo at < 0, de modo que a temperatura T = T(t) é decrescente. Logo, se
a temperatura do corpo é maior que a do ambiente, o corpo esta resfriando.

. dT .
SeT <A, entdo ot > 0, de modo que a temperatura T = T(t) & crescente. Logo, se a
temperatura do corpo € menor que a do ambiente, o corpo esta egjuentando.

dT .
SeT = A, entédo e =0, de modo que atemperatura T € constante.

[7] Crescimento populacional inibido:  Considere uma colonia de coelhos com popu-
lacéo inicial Po numa ilha sem predadores. SejaP = P (t) a populacdo no instante t.
Estudos ecolégicos mostram que a ilha pode suportar uma quantidade maxima de P,
individuos. Sabemos que este fendmeno é modelado pela funcé logistica que satisfaz
a equacao:

dpP

rr kP (P, P); (k> 0):

. dP ~
SeP; > P, entdo at > 0, de modo que a populagéo P = P (t) cresce.

P
SeP; <P, entéo O(lj_t < 0, de modo que a populacdo P = P(t) decresce.

dpP )
SeP; = P, entdo s =0, de modo que a populagédo P = P(t) ca estavel.
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5.3 Determinacao de Maximos e Minimos

Teorema 5.5. Sejaf uma funcéo continua em [a; i e derivavel em (a; b, exceto possi-
velmente num ponto Xo.

1. Sef {x) > Oparatodo x < x o ef {x) < Oparatodo x > X o, entdo X, € ponto de

maximo de f .
f'(x9 =0 ><

fi(x) > f(x) <0

+

X0

Figura 5.18: Maximo local.

2. Sef {x) < Oparatodo x < xgefqx) > 0paratodo x > x ¢, entdo X, € ponto de
minimo de f .

<
N

Figura 5.19: Minimo local.

Prova: 1. Sef {x) > Oparatodo x < x g ef {x) < 0paratodo x > X o, entdof & crescente
em (a; Xo) e decrescente em(Xo; b); logo, f (x) <f (Xo) para todo x & Xp.

A prova de 2. é analoga.

Do teorema 5.5 segue que num ponto de maximo ou de minimo de uma funcgéo conti-
nua nem sempre existe derivada.
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Exemplo 5.9.

[1] Sejaf (x) = jx], de nida em R; claramente X, = 0 é um ponto de minimo de f, mas
f 0) ndo existe. De fato. Para todox 8 0, tem-se:

(
fqx) =

1 se x>0
1 se x< O

[2] f (x) = x3. O ponto critico é a solugdo da equacaof {x,) = 0 ou, equivalentemente,
3x3 = 0; entdo, xo = 0. Por outro lado, f{x) = 3 x2 > 0, sex 6 0; logo, X, = 0 ndo é
ponto de maximo nem de minimo de f.

[3] f(x) = x> 3x+1. As solucdes da equacaof {xo) =0 sdoxg=1exo= 1 Do
exemplo 2 do paragrafo anterior, f{x) > 0,sex 2 (1 ; 1)[ (1;+1)efYx)< 0O, se
x2( 11):

PETIN N S
T i

Figura 5.20: Esquematicamente

Entdo,xo = 1é ponto de maximo e xo = 1 é ponto de minimo de f.

2/ 1 \i/ 2
-1
Figura5.21: Gracode f (x) = x> 3x+1.

R

[4]f (x)=1 x2,x 2 R. f ndo é derivavel em 0.

2
De fato, f {x) = 3R sex 6 0. Por outro lado, f{x) < 0sex> 0ef{x) > 0sex< 0.

Entdo, x = 0 € ponto de maximo e f (0) = 1 é o valor maximo.
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- 0.5

Figura5.22: Gracode f (x) =1 xZ5.

Teorema 5.6. Sejaf uma funcao duas vezes derivavel e X, um ponto critico de f . Se:

1. f %x) > 0, entdoxq € um ponto de minimo relativo de f .

2. f9%x0) < 0, entdox € um ponto de maximo relativo de f .

Prova: 1. Comof {xq) =0 e:

O<f OQXO) — )|(|m f O(X)

'xoX  Xp
~ . fYx
entdo existe > Otal que: » O(X)

> O, paratodo x 2 (Xo ;Xo+ ) (veja o apéndice);

0
entdo, f {x) > 0,sex > xgef{x) < 0, sexy > x. Pelo teorema 5.5, temos quexy € um
ponto de minimo local de f.

2. A prova é analoga.

Observacoes 5.2.

1. Dos teoremas 5.5 e 5.6 temos que os candidatos a pontos de mdmos e minimos
sao ndo sopontos criticos, mas também, podem ser os pontos do dominio 0 nde
a funcéo néo é derivavel.

2. No caso em que o dominio de f é um intervalo do tipo [a;l, apds determinar
0s pontos de maximo e de minimo no intervalo (a;b), devemos calcular os valo-
res da fungéo nos extremos do intervalo e comparar estes valaes com os valores
maximos e minimos obtidos anteriormente nos pontos critico s; o maior valor cor-
respondera ao maximo absoluto e o0 menor valor ao minimo absol uto da funcéo
e 0s pontos correspondentes serdo, respectivamente, 0s potos de maximo e de
minimo absolutos.
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3. No caso em quef %x,) = 0, o teorema 5.6 ndo a rma nada ; quando acontecer
isto, recomendamos usar o teorema 5.5.

Exemplo 5.10.

[1] Calcule os pontos extremos def (x) = ax?+ bx+ c;a;b;c2 Rea6 0. Como f

¢ diferenciavel em todo ponto, calculemos os pontos criticos de f. f{x) = 2 ax+ be

f{x) =0, se, e somente, sex = 55 due é o ponto critico de f . f °¢x) = 2 a; entéo,

f%)>0 se a>0
f%%)<0 se a<O:

- b . L
Logo, o vértice x = — é um ponto de maximo absoluto de f sea < 0e um ponto de

_ a
minimo absoluto se a > 0.

6 4
[2] Calcule os pontos extremos def (x) = XZ XE +2sex2[ 22]

Como f é diferenciavel em todo ponto, calculemos os pontos criticos de f :

3 2
£ Q) = X (3% 4):
2
2 2 ~ -
f {x) = 0 se, e somente, sex =0, x = p—§ ex = p—§ gue séo os pontos criticos def .

A segunda derivada:

2

fozx):%(&@ 4)=) o p% >0ef°°pz_§ > 0:

2 2 : .
logo, x = p—é ex = p—g sdo pontos de minimo relativo de f. Como f%0) = 0

. 2 2
utilizamos o teorema 5.5: f {x) > 0se p—§ <x< 0efqx) < 0se0<x< p—ﬁ; logo,

x = 0 é ponto de maximo relativo de f. Poroutrolado f(2) = f( 2)=10,f(0)=2¢e

2 46 ~ . 2 2
f p—g = 2—7; logo, 2e 2s&o pontos de maximo absolutos, p—g e p—§ sao pontos

de minimo absolutos. Veja o desenho:
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4

-2 -1 1 2

. 7 6 4
Figura5.23: Gracode f (x) = % % +2.

[3] Calcule os pontos extremos def (x) =6 x  3x°+ §
Calculemos os pontos criticos def :
3x2 _ 3(x 22
2 2
Logo, f{x) = 0 se, e somente sex = 2, que € o ponto critico de f. Calculando a
segunda derivada de f :

fUx)=6 6x+

f%%)=3x 6=3(x 2):

Entdof °¢2) = 0 e o teorema 5.6 n&o pode ser aplicado; mas usamos o teorema 5.para
analisar a mudanca do sinal da primeira derivada de f. Comof{x) O, entdof é
sempre crescente; logo, no pontox = 2 ndo muda o sinal da primeira derivada de f;
portanto x = 2 ndo é ponto de maximo nem de minimo relativo de f. Veja o desenho:

1 2 3 4
Figura5.24: Gracode f (x) =6 x 3x%+ §

16x3
3

Calculemos os pontos criticos def ; entdo,f {x) =4 x?(x  4). Logo, fq{x) =0 sex =0
ou X = 4. Calculando a segunda derivada de f: f%x) = 12x2 32x =4x(3x 8).

[4] Calcule os pontos extremos def (x) = x*
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Entdo f °94) > 0; logo, x = 4 € ponto de minimo relativo de f. f °¢0) = 0 e o teorema
nao pode ser aplicado; mas usamos o teorema 5.5 para analisaa mudanca do sinal de
f% Comof{x) Oparatodo x 2 [ 1;1], entdox = 0 ndo é ponto de maximo nem de
minimo. Veja o desenho:

o

. . , _ 3
Figura 5.25: Graco de f (x) = x* 18,

[5] Calcule os pontos extremos def (x) = sen(2x) 2sen(x), X

Calculemos os pontos criticos def em ( ; ). Derivando,

fqx) =2 cog2x) 2cogx)=2 2co(x) cogx) 1 =4 cogx) 1 cogXx)+ %:

: 2 2 :
Entdo, os pontos criticos sdox = 0,x = 3 ex = 3 Calculando a segunda derivada
def:
f%x) = 4sen(2x) + 2 sen(x):
w 2 00 2 _ _ 2 L. .
Logo, f 3 < QOef 3 > 0; logo, x = 3 € ponto de maximo relativo e

2 - .
X = 3 € ponto de minimo relativo de f.

Por outro lado, f%0) = 0, e o teorema n&o pode ser aplicado; mas, usamos o teorema
A para analisar a mudanca do sinal de f % Como f {x) < 0 para todo x pertencente a

. : 2 ~
um intervalo de centro 0 contido em ?; , como, por exemplo, , entao

20' 20
x = 0 ndo é ponto de maximo nem de minimo. Por outro lado f( ) =0; logo, 3 e

- 2 L. .
ponto de minimo absoluto e 3 € ponto maximo absoluto. Veja o desenho:
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Figura 5.26: Graco de f (x) = sen(2x) 2sen(x), X

5.4 Concavidade e Pontos de In ex&o de Funcgoes

Sejay = f(x) uma funcdo derivavel em D, onde D é um intervalo aberto ou uma
reunido de intervalos abertos.

De nicéo 5.5.
1. f é dita concava para cimaem D sef {x) é crescente emD.

2. f é dita concava para baixo em D sef {x) é decrescente enD.

Intuitivamente, quando um ponto se desloca ao longo do grdc o de uma funcéo f,
da esquerda para a direita e a reta tangente nesse ponto vai grando no sentido anti-
horario, isto signi ca que o coe ciente angular dessaretat angente cresce a medida que
x aumenta. Neste caso a funcdo tem a concavidade voltada para ama.

Figura 5.27: Fungéo concava para cima.

Analogamente, quando um ponto se desloca ao longo do gra co d e uma funcédo f , da
esquerda para a direita e a reta tangente nesse ponto vai girando no sentido horério,
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isto signi ca que o coe ciente angular dessa reta tangente d ecresce a medida quex
aumenta. Neste caso a fungéo tem a concavidade voltada para [ixo.

\

Figura 5.28: Fungéo concava para baixo.

Nao confundir concavidade com crescimento ou decrescimento de uma funcéo. No
desenho a seguir, o gra co de uma funcao crescente e cdncava @ra cima e o de uma
funcdo decrescente e cOncava para cima, respectivamente.

Figura 5.29:

No desenho abaixo, 0 gra co de uma fungao crescente e concavapara baixo e o de uma
funcéo decrescente e concava para baixo, respectivamente.
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Figura 5.30:

Proposicéo 5.3. Sejay = f (x) uma funcéo duas vezes derivavel em D.

1. Sef %¥x) > Oparatodo x 2 D, entdof é concava para cima emD.

2. Sef %¢x) < Oparatodo x 2 D, entdof é concava para baixo emD.

A prova segue diretamente das de nicdes.

Exemplo 5.11.

Considere a fungdof (x) = x* x2
[1] Determine, onde f é cOncava para cima.
[2] Determine, onde f é cbncava para baixo.

Calculando a segunda derivada:

fx)=26Bx> 1)
Logo,

%) >0 se x2 (1 ; p%)[(p%;u)

f%) <0 se x2( pl—(_a;pl—(_s):

. 1 1
f € concava paracimaem(1l ; p—é)[ (p—é;+1 ).

LA . 1 1
f é concava para baixo em( p—é; p—(_s).
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_/

Il
-05 0.5

Figura 5.31: Gra cos de f °(vermelho) e f ®(azul).

De nicdo 5.6. Um ponto (Xo;f (Xo)) do gra co de umafuncdo f € um ponto de in exdo
def, se existe um pequeno intervalo (a;l) D tal que xo 2 (a;b e:

1. f é cbncava para cima em(a; xo) e concava para baixo em(Xo; b), ou

2. f é cbncava para baixo em(a; xp) e cbncava para cima em(Xo; b).

Observacoes 5.3.

1. Se afuncéo é duas vezes derivavel, para obter os pontoxg, candidatos a pontos
de in exdo, resolvemos a equagao:

%) =0

e estudamos o sinal de f %¢x) para x > xg e x < X, (Xo solucdo da equacio).
f %xo) = 0 ndo implica em que X, seja abscissa de um ponto de in exao.

De fato, f (x) = x*, f%x) = 12 x?; logo, f °{x) =0 sex =0 ex = 0 € um ponto de
minimo (veri que!). Note que se f%xo) =0 ef @ (x,) 6 0, entdo, X, € um ponto
de in exao.

2. Num ponto de in exdo, ndo necessariamente existe a segunda derivada da fun-
céo.

De fato, sejaf (x) = xjxj; sex > Otemosf %x) =2 esex < Otemosf%x) = 2
entdo, 0 € um ponto de inexdo e f°0) ndo existe. Como exercicio esboce o
gracode f.
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Exemplo 5.12.

[1] Sejaf (x) = x3; entdo: f °¢x) = 6 x. Por outro lado, f %¢x) > 0sex > 0ef%x) < Ose
X < 0; logo, Xo =0 é ponto de in exdo de f.

[2] Sejaf (x) = x* x2;entdo:fYx)=2(6 x2 1)

f%%)>0 se x2 1 ;

f%lx)<0 se x2 pl—(_s;

. 1 1 . ~
Entdox = p—é ex = p—é sao os pontos de inexédo de f .

05 05

Figura 5.32: Gracode f (x) = x* X2

[3] Sejaf (x) = sen(2x) 2sen(x), <x< ;entao:

f%x)=2 sen(x) 2sen2x) = 2sen(x) 4cogx) 1

1 1
f%%) >0 se x2  arccos 1 0 [ arceos 7 ;

1 1
f%%) <0 se x2 ; arccos [ O;arccoszf

. 1 1. . , ~
Entdox =0,x = arccos(zr) ex = arccos(zr) séo os pontos de in exdo de f .
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Figura5.33: Gracode f (x) = sen(2x) 2sen(x), <Xx<

5.5 Esboco do Gra co de Funcbes

Para obter o esboco do gra co de uma funcao, siga 0s seguintespassos:
a) Determine o Dom(f).

b) Calcule os pontos de intersecéo do gra co com os eixos coordenados.
c) Calcule os pontos criticos.

d) Determine se existem pontos de maximo e minimo.

e) Estude a concavidade e determine os pontos de in exao.

f) Determine se a curva possui assintotas.

g) Esboco.

Exemplo 5.13.
Esboce o gra co das seguinte funcdes:

X2 +4

[1]y=f(x)=
a)Dom(f)= R f Og.
b) Interse¢des com os eixos coordenados: N&o possui interceptos.

c) Pontos criticos de f:

x2 4
x2

4
fqx)=1 ==
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logo, resolvendo a equacgdof {x) = 0, obtemosx = 2 ex = 2, que S0 0S pontos
criticos def .

d) Maximos e minimos relativos de f:

f%x) = vk

Logo, f %92) > 0ef 9} 2)< 0;logo, 2e 2s&o o ponto de minimo e de maximo relativo
de f , respectivamente.

8
3

e) Estudemos a concavidade de f: Note que f °{x) 8 0. Por outro lado

f%%)>0 se x2A=(0;+1)
f%%) <0 se x2B=(1 ;0):

f é cbncava para cima emA e concava para baixo emB. O gra co ndo possui pontos
de in exao.

f) Assintotas.

2 2
. Xx°+4 . X2+4
lim =+1 e Ilim =1
xI +1 X x!'1 X
. X?+4 . X2+4
lim =+1; lim =
x! O X x! 0 X

g) Esboco do graco: O graco de f passa pelos pontos(2;4) e ( 2; 4) que sao 0s
pontos de minimo e maximo, respectivamente, de f .

(

_lob

Figura 5.34: Graco de y = X4

X

@Y= 100= 5rms,

a)Dom(f)=[ ; 1]
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b) Intersecdes com os eixos coordenados: sey = 0, entdo sen(x) = 0 o que implica em

X = ou x = 0; a curva passa pelos pontos(0;0),( ; 0)e(; 0).
c) Pontos criticosde f em ( ; ):
2cogx)+1
f =
0= & cogx))?
2 .

logo, resolvendo a equacdof {x) = 0, obtemos x = 3 gue sdo os pontos criticos de
f.
d) Maximos e minimos relativosde f em( ; ):

2sen(x) (cogx) 1)

f OQX) = (2 " Coqx))l”

2 2
Logo, foi ) < QOef 0‘( ) > 0; entdox = 3 € ponto de maximo relativoe x = 3
2
€ ponto de minimo relatlvo de f. Poroutrolado, f( )= f( )=0;logo, 3 € ponto

Lo 2 -
de maximo absoluto e 3 € ponto de minimo absoluto de f .

e) Estudemos a concavidade de f em ( ; ): f%x) = 0 implica em sen(x) = 0 ou
cogx) =1;logo, Xo=0;x = . Entéo,

f%)>0 se x2( ;0)
f%%x) <0 se x2(0; ):

f é cbncava para cimaem( ; 0)ef é cbncava para baixo em(0; );logo,x =0 é a
abscissa do ponto de in exdo de f.

f) A curva ndo possui assintotas.
g) Esboco do gréa co:
O graco de f passa pelos pontos(O'O) ( ;0),(; 0) (— f ( )) =( %; ?3), que é

o ponto de maximo de f; (—;f(—— )) =(
f; (0;0) € o ponto de in exao de f

> ?), que é o ponto de minimo de
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0.5r

- 0.5+

sen(x)
2+ cos(x) "

Figura 5.35: Gracode y =
R

[Bly=f(x)="x2(1 x?).
a)Dom(f) = R.
b) Intersecbes com os eixos coordenados: S& = 0, entdoy = 0; logo, a curva passa
pelo ponto (0;0). Sey = 0, entdox = 0 ou x = 1; logo, a curva passa pelos pontos
(0;0), ( 1;0) e(1;0).
c) Pontos criticos def : Sex 6 0; entao,
2x (1 4x?
fqx) = (—g);
3(x?)3

A fungéo f (x) = g x2(1 x?) é continua para todo x 2 R. Mas nao existef 40); logo,
no ponto (0O; 0) do gré co deve existir uma "cuspide"como foi observado no gr a co do

, 1 1
valor absoluto. Sex 6 0, os pontos criticos def saox = 5 ex = >
d) Méximos e minimos relativos de f. Sex 6 0; entdo:
2+
£ Ox) = 2 (20x 2 1) :
9 (x?)3
o 1 ool _ 1 1 . .
o 5) < Oef Té) < 0;logo, x = ex = 3 sdo pontos de maximos relativos de

f. Sex = 0, estudamos o sinal da derivada de f para valores a esquerda e a direita de
1 1

Xx=0:fqx) > 0se0<x < éefo(x) < 0, se 5 <Xx< 0; logo, x = 0 € um ponto de

minimo local de f .

e) Concavidade def. f%x) < Oparatodo x 2 R f Og. f é cbncava para baixo em
R f Og.

f) Assintotas. _lim ? x2(x> 1)=+1 . Logo, f ndo possui assintotas horizontais e
X1
nem verticais.
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g) Esboco do gra co:

0.6

0.4

_o0.alb

Figura 5.36: Gracode f (x) = x>3(1  x?).

X a 2
[4y=1f(X) = e g , onde b > 0, representa uma familia de curvas € e chamada
funcdo densidade de probabilidade normal padrao, que tem um papel relevante em

Probabilidade e Estatistica.

a) Dom(f) = R.
b) A curva passa pelo ponto (0; e %).

c) Pontos criticos def :

2 x_a)? , i
fqx) = %e g ; logo, x = a € o ponto critico de f .

d) Maximos e minimos relativos de f:

f%)= e 7 =2 1 .f%a) < 0;logo, aé ponto de maximo relativo de f .

r

N ol

e) As abscissas dos pontos de in ex8o sdo:x = a

X a 2
f) Assintotas: 'Iilm e 5 =0. Logo, y = 0 é a assintota horizontal da curva.
X!

g) Esboco dosgrdcos paraa=0; b=1,a=b=1,a=2;b=1ea=1;b=2.
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(x_a)?

Figura5.37: GrAcodey=¢e o

[Bly=f(x) = T oxt C (c2 R), que representa uma familia de curvas.

a) A solucdo da equacdox?+2 x+c=0¢érp= 1 P 1 c entdo,sec> 1, Dom(f) = R,
sec=1,Dom(f)= R f 1gesec< 1, Dom(f)= R f rqg.

1 . ~ : A |
b) Sex =0, entdoy = o sec6 0. Neste caso, a interse¢cdo com o eixo doy € (0; E)'

c) Pontos criticos:

_ 2(x+1)
00 = (x2+2x+ )2’

e 1
fqx)=0sex= 1, (c6 1). Neste caso, o ponto critico é( 1, ﬁ).

d) Maximos e minimos:
2(3x2+6x+4 0

0 = 0 - 2 . — 4 £y
fRx) = C+2x+ 0 evf 1) = oz < 0logo, x 1 é ponto de maximo
relativose c6 1.

3 g 3(c 1)

e) Resolvendof °fx) = 0, obtemos x =
de in exao.

. Sec > 1, temos dois pontos

3

f) Assintotas.

Assintotas horizontais: IIilm = 0; entdo,y = 0 é assintota horizontal.
X!

X2+2x+¢C
Assintotas verticais: )
Sec=1, Im ——=1 esec<], li — =
xI 1 x2+2x+1 X! 1rrbﬁx2+2x+c
P— . .
x= lex= 1 1 c sao assintotas verticais da curva, parac = 1 ec < 1,

respectivamente.
g) Esboco dos gréa cos:
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-3 -2 -1 1

Figura 5.38: Esboco dos gra cos parac= 2ec=1, respectivamente.

L L L L L L L
-25 -2.0 -15 - 1.0 - 0.5 0.5 1.0

Figura 5.39: Esboco parac = 2.

CX -
[6]y=f(x)= 17 a2 (c 2 R), que representa uma familia de curvas.

a)Dom(f) = R.
b) Interse¢des com os eixos coordenados(0; 0).

c) Pontos criticos def :

f O(x) = c(cz<1 +1c)2(>(<:2);2+ ) :sec60,x = % ex = % s&0 0s pontos criticos def .
d) Maximos e Minimos:
f%x) = 2(:(31x£c202x:2)33); f 0‘(%) = ;; logo, x = % é ponto de maximo relativo de f e
f o ?1:) = %; logo, x = ?1: é ponto de minimo relativo de f. (c6 0).
Y 3 p 3
e) Pontos deinexdo: x =0,x = < ex = re

f) Assintotas: y = 0 é assintota horizontal da curva.
g) Esboco dos gra cos. Observe que a fungéo € impar.
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5.6 Problemas de Otimizacéo

Nesta secdo apresentaremos problemas de maximizacdo e mininizacdo aplicados a
diversas areas. O primeiro passo para resolver este tipo de problema é determinar, de

forma precisa, a funcédo a ser otimizada. Em geral, obtemos uma expresséo de duas
variaveis, mas usando as condi¢des adicionais do problema, esta expressao pode ser
reescrita como uma funcdo de uma variavel derivavel e assim poderemos aplicar os

teoremas.

Exemplo 5.14.
[1] Determine dois numeros reais positivos cuja soma € 70e tal que seu produto seja o
maior possivel.

Considere x; y > Otal que x + y =70; logo, x; y 2 [0; 70} o produto é: P = xy: Esta é a
funcéo que devemos maximizar. Como y = 70 X, substituindo em P:

P(x) = xy = x(70 x):

P :[0;70] ! R é uma funcgéo derivavel. Derivando: PY{x) =70 2x =2(35 Xx);
0 ponto critico € x = 35. Analisando o sinal de P% é claro que este ponto é ponto
de maximo para P ey = 35; logo, P = 1225 é o produto maximo. Os numeros Sao
x =y =35. Note que P(0) = P(70) = 0.

[2] Determine os pontos da curva xy =1 mais préximos da origem.

Seja(x;y) um ponto da curva e considere: d((0;0);(x;y)) = P X2+ y2. Minimizar dé

equivalente a minimizar d?((0;0); (x;y)) = x?+ y?; mas como (X;y) pertence a curva,
temos quey = X !;logo, obtemos a seguinte funcgao:

1

— 2 .

f(x)=x“+ vl

Derivando e igualando a zero:
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2
fIx) =2 x X——O,

. 6 ,
obtem-sex = 1. Calculando a segunda derivada de f : f %{x) = 2 + & que é sempre
positiva; logo, x = 1 sdo pontos de minimo; 0s pontos mais proximos da origem s&o
1;)e( 1, 1)

1,
7
1 / 1
1 / 1
Ve
-1k

Figura 5.41: Exemplo 1.

[3] Determine as dimensdes do retangulo de maior area que pode ser inscrito na elipse

X2 y2
—+ —=-=1. ab>0
az P

[ .

Figura 5.42: Exemplo 2.

Pela simetria da gura, estudaremos o problema no primeiro g uadrante e multiplicare-
mos o resultado por quatro. A &rea do retangulo € 4xy, mas otimizaremos o quadrado
2
. X ~
de dreaA = 16 x?y% comoy*= b 1 = , entdo:
a
2

A(x) =16 P x? 1 % ;x> 0
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Derivando e igualando a zero:

3217
Aqx) = 7 X (@ 2x?) =0;
P 2a
obtem-sex = ——.
2
P 2a
Estudando o sinal da derivada de A temos que x = — € ponto de maximo de A e
p_
y = T; logo, a area do maior retangulo que pode ser inscrito na elipse é:A =2 ah

As dimensdes do retédngulo sédo 2x = P 2ae2y-= P 2b.

[4] Uma lata cilindrica sem tampa superior tem volume 5cm?. Determine as dimensdées
da lata, de modo que a quantidade de material para sua fabricacédo seja minima.

C

T N
~_

Figura 5.43: Exemplo [4].

Devemos minimizar a area. A area do cilindro e da tampa inferi or sdo: A; =2 rh e
A, = r ? respectivamente, onder e h sdo o raio e a altura do cilindro; logo, devemos
minimizar:

A=A +A,=2 rh + r?

Mas o volume € 5; logo, 5 =V = r?heh =
minimizar, temos:

ﬁ; substituindo h na expressédo a

A(r) = 1TO+ r2

Derivando e igualando a zero:

AYr) = %+2r =0;
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r _

5
obtem-ser = ° =,
20
A%Rr) = r_3+2 > 0;
r = r 5
r = *Z éopontode minimoe h= °=. Logo, as dimensdes da lata sdor = h =
r_
*Zcm.

[5] Quadrados iguais sdo cortados de cada canto de um pedaco etangular de cartolina,
medindo 8cm de largura e 15cm de comprimento. Uma caixa sem tampa € construida
virando os lados para cima. Determine o comprimento dos lado s dos quadrados que
devem ser cortados para a producédo de uma caixa de volume maximo.

15
15-2 x

8-2 x 8

Figura 5.44: Exemplo [5].

A altura da caixa € x; alargura € 8 2x e o comprimento € 15 2x, observando que
0<x < 4. Logo, devemos maximizar:
V(x)= x(8 2x)(15 2x)=4x3 46x2+120x:

Derivando e igualando a zero:
VAx)=12x%? 92x+120=(x 6)(12x 20)=0;

obtemos x = 6 ou x = g Mas. 6 2 (0;4); entdo, Xg = g € 0 Unico ponto critico
de V; logo, estudando o sinal de V° x, € ponto de maximo. Entdo, X, = 1:6cm e
V =90:74cm?3. (Veri que!).

[6] Calcule as dimens&es de um cone circular de volume maximo que pode ser inscrito
numa esfera de raio a.
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Figura 5.45: Uma vista bidimensional do exemplo [6].

Usando o teorema de Pitagoras temos quer?= a> (h a?=2ah h?
2

Ovolume é V = ' 3

; logo,

V(h) = % 2ah h?;

sendo0< h < 2a. Derivando e igualando a zero:

4h 3h

Vi{h)= — a =0;
) 3 4
4a . ~ ~ 4a , ..
obtemosh =0 ou h = ?; h = 0 néo é solucao; entdo,h = 3 € 0 ponto de maximo e
‘- 22”3
=5

[7] Um tanque cOnico de aco, sem tampa, tem capacidade de1000m3. Determine as
dimensdes do tanque que minimiza a quantidade de aco usada na sua fabricagéo.

> r

Figura 5.46: Exemplo [7].

Aareadoconeé:Ay=rl =r P r2+ h2, onde na ultima igualdade usamos o teorema
de Pitdgoras. Por outro lado, o volume do tanque é de 1000m3; logo, 1000 = V =
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1 3000

3 rheh= ?; substituindo h na expressao a minimizar:
r
B (3000Y
Ai=r1 r2+ 2rd

Como antes, minimizaremos A = (A;)?. Logo:

A(r)= ?r*+kr %

onde k = (3000)2. Derivando e igualando a zero:

Kk
Adry=4 2r3 2r—3:0;

r— r_—

k k -
obtemosr = ° 57 Usando o teorema A, temos quer = ° 5260 ponto de minimo e
r__

4k . ~ ~
h=° — - As dimens0es do tanque saor = 8773meh = 12407meA; = 4188077m?;

[8] Um pescador estd a2km de um ponto A de uma praia e deseja alcancar um depdsito
de combustivel no ponto B, a3km de A. Sua velocidade na agua é de5km por hora e
na terra € de 13km por hora. Determine o ponto da praia que deve ser alcancado pelo
pescador para chegar ao depdésito no tempo minimo .

A X B

|

Figura 5.47: Exemplo [8].

No desenhoy = P 4 + x2. A fungdo a minimizar é:

f(x) = are 3 x
-5 13
Derivando e igualando a zero:
1 X
f'xX)= —+ Pp——=0;
) 13 5 4+ x2

5 :
obtemos x = 6 e, calculando a derivada segunda def :
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4
)= ——=>0
5(x2+4)2
00 5 - 5 ’
Logo, f ™~ > 0ex = — & o ponto procurado.

6 6

[9] Uma folha de aco de 10metros de comprimento e 4 metros de largura é dobrada ao
meio para fazer um canal em forma de V de 10 metros de comprimento. Determine a
disténcia entre as margens do canal, para que este tenha capeidade maxima.

Figura 5.48: Exemplo [9].

w
Observemos que 5 =2sen( ) eh = 2coy ). Entdo, podemos escrever a area do
triangulo como fungdo de . De fato,

A( )= WTh:25en(2 ); 2 (0; §):

. A .
Derivando 3— =4 coq2 ) eigualando a zero, obtemos quecod2 )=0se = e Cal-

2

culando a derivada segunda: 3—'62‘ = 8sen2 )< 0;logo, = 2 € ponto de maximo
e:

p
w:4sen(Z):2 2 metros:

[10] Em que ponto dacurva y =1  x2, a reta tangente a curva nesse ponto forma no
primeiro quadrante um tridngulo de area minima? Determine a é&rea.
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A

Figura 5.49: Exemplo [10].

SejaP = (Xo; Yo) 0 ponto procurado. A equacao da reta tangente a curva passando pelo
ponto P é:

Y Yo= 2Xo(X Xo):

2
Xg+1
2X0

Comoyp,=1 x3,temosy= 2Xxox+Xx3+1.Sex=0,y=1+ x3esey=0,x =

O triangulo ABC é formado por A =(0;0),B = X°2X ;0 eC=(0;1+ x3). Adreaé:
0

(xg+1)°
A(Xg)= ————; Xo> 0O
Derivando e igualando a zero:

dA _ (3x3 1)(G+1).

dxo 4x3 '
"3
obtemos xq = = Calculando a segunda derivada:
d’A  3x3+1
dx2  2x3
2 p 2

p_
como para todo Xo > 0O, d—z(x) > 0, %o = 73 é ponto de minimo. A areaé A — =
D dxg 3
4 3
g

[11] Um féton (raio de luz) parte de um ponto A para um ponto B sobre um espelho
plano, sendo re etido quando passa pelo ponto P. Estabeleca condi¢bes para que o
caminho AP B seja 0 mais curto possivel.
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Figura 5.50: Exemplo [11].

Devemos minimizar o comprimento L do percurso:

L(x) = pa2+ X2 + P +(d x)%

Derivando, d—L = p X d
dx

p p e igualando a zero, obtemos:
aZ + x2 ?+(d x)2

L X _ ., ad x _
"aZext T Be(d X7

, : a b . -
que é equivalente a < d x donde obtemos que = . Esta é a condi¢ao para que

. —_ . - ad | . .
o caminho AP B seja 0 mais curto. De fato, o ponto critico x = b € de minimo, pois,

dZ—L(x): &’ + b >
dx? (x2+a?):  ((d x)2+ )3

d’L ad

o arp 2

em particular,

[12] A luz se propaga de um ponto a outro segundo uma trajetori a que requer tempo
minimo. Suponha que a luz tenha velocidade de propagac¢do v; no ar e v, na agua
(v1 > V). Se aluz vai de um ponto P no ar a um ponto Q na agua, que lei determina
este percurso?
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P
a
a
o)
X
Figura 5.51: Exemplo [12].
Sejama = jOPj, b= jDQj,d = jODj,x = jOR}], = \(OPR)e =\ (RQD). Os
tempos necessarios para o raio de luz irdeP aR e deR a Q séo, respectivamente:
P——o P
24+ 92 2 4
T, = X2+ & e T,= (d x) bz:

Vi \

O tempo total de percursode P aQ €éT = T; + T,. Minimizemos T(x), x 2 [0; d].

d_T_ L X L d o x _sen( ) sen( ).

dx v, xZ2+ a? vzp(d X)2+ I? Vi Vo o
dT . . :
X =0 se se\r/m( ) = sen( ), equacao conhecida como lei de Snell. Para veri car que a

1
condicao:

sen( ) _ sen( )
Vi

corresponde ao percurso de tempo minimo, mostraremos que T € cOncava para cima
em todo ponto.

BT av(B+(d x)2)? + Rvy(a+ x?)z
dx? Vivp(@2+ x2)F((d x)2+ BR)F

T%x) > Opara todo x, pois todas as quantidades envolvidas s&o positivas.

[13] Um quadro de altura a estd4 pendurado em uma parede vertical, de modo que
sua borda inferior estd a uma altura h acima do nivel do olho de um observador. A
gue distancia da parede deve colocar-se o observador para que sua posicao seja a mais
vantajosa para contemplar o quadro, isto €, para que o angulo visual seja maximo?

Per | do problema:
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o

J

LT T LE

Figura 5.52: Exemplo [13].

tg() t9()

Seja = + .Logo,tg( )= tg( )= 1+1g()tg( )’

Entdo,tg( ) = %hetg( )=

) IOgO'
X’ '
aX

t9( )= X2+ ah+ h2:

Maximizemos a seguinte fungao:

ax
te)= X2+ ah+ h?’
Derivando f:

a(h®+ah x?)
(x2+ ah+ h?)?2°

fqx) =

e P : ~ .
O ponto critico € xo = h(a+ h); observe quea e o dominador de f°s&o positivos;
logo, examinemos o numerador de f °

. P . P— ~ .
f écrescentesex< h(a+ h) ef édecrescente se h(a+ h) <x;entéo,Xxq é 0 ponto
de méaximo de f . Para que o angulo visual seja maximo, o observador deve colocar-se
adistanciade h(a+ h) da parede.

[14] Implante de Vasos Sanguineos:

Suponha que um cirurgido necessite implantar um vaso sanguineo numa artéria, a
m de melhorar a irrigacdo numa certa area. Como as quantidad es envolvidas sdo
pequenas, podemos considerar que vasos e artérias tem formao cilindrico ndo elastico.
Denotemos por A e B oinicio e 0 nal da artéria e suponhamos que se deseje implant ar
0 vaso num ponto da artéria, de modo que a resisténcia ao uxo s anguineo entre A e B
seja a menor possivel. A lei de Poiseuille a rma que a resisténcia R do sangue no vaso
é:
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onde d é o comprimento do vaso, r € o raio do vaso e k uma constante positiva que
depende da viscosidade do sangue. Nossa estratégia sera degrminar o melhor angulo
do implante. Para isto, consideremos o0 seguinte diagrama:

] C Va

Figura 5.53: .

Sem perda de generalidade, podemos supor quer; >r, e 2 (0;5). Denotemos por
do 0 comprimento do segmento BD, d; o comprimento do segmento AC, d, o compri-
mento do segmento CD, x o comprimento do segmento CB e o angulo\ CAD:

A resisténcia total é:

r{ I

Observamos que dy, ry, ro, € sdo constantes. EscrevamosR em funcéo de . Do
desenho:
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_do. _ do
sen( )= & logo dy sen( )’
_ Go _ Go.
()= g & 90)=
1 1 ~ cotg( ) cose€ )
logo, d; = d —— . Entéo,R( ) = + :
R T B R B
ondec, = kdpec, = COtr%( .
1
RY )= cicose¢ ) cose:ﬁ ) COt%( ) = 0;
ry ra
r, ré
entdo,coy )= o e o= arccosr—f1 € 0 ponto critico.
1 1
RY )= o 2coq )r3+ cos( )ri+rg

rirgsen( )

— c
Sabendo quesen(arccogx)) = P1 x2, temos que: R ) = —ﬁﬁ > 0, onde
r m
4
r . ;
m = r—z . Logo, o melhor &ngulo para fazer o implante é:
1

o = arccogm):

) 1 1
Por exemplo, supondo que r; é 3 vezesr,, obtemosm = a1 e = arccos a1 -

5.7 Teorema de L'Hopital

Comumente, ao estudar limites, aparecem expressoes indeteminadas. Por exemplo:

onde a expressao indeterminada € do tipo (g). O teorema de L'Hopital nos indica um
método para fazer desaparecer estas indeterminacdes e calglar limites de uma forma
mais e ciente.

Teorema 5.7. de L'Hdpital

Sejamf e g fungdes derivaveis num dominio D que pode ser um intervalo aberto ou
uma reunido de intervalos abertos, exceto possivelmente num ponto aeg(x) 6 0, para
todo x 6 a.
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1. Se)l(i!maf (x) = Iifna g(x)=0 eli!m ;2((—; = L, entéo:
LGB B O
g0 ")
2. Sellmf(x) = I|m g(x)— 1 elllma;j((—x) = L, entao:
@ = lim fO(—X) =L

g xta gix)

Para a prova do teorema veja o apéndice.

Observacéao 5.4.

O teorema também é valido para limites laterais e para limite s no in nito. Se f%e¢°
O

satisfazem as hipoteses do teorema ellm ng; = L, entéo:

fAx) _ . F%%) _
”‘m AT

0
f(x) _ im fof ) _
ag(x) xagfx)
Em geral sef (M e g™ satisfazem as hip6teses do teorema dim

logo; |I'm

f(0(x)
™ (x)

= L, entao:

. f(x f (M (x

lim —= () _ im () _

dagx)  xagW(x)

Se a funcédo da qual estamos calculando o limite én vezes derivavel, podemos derivar
sucessivamente até "eliminar"a indeterminacao. Para indicar o tipo de indeterminacao,
denotamos (2), (1), etc.

Exemplo 5.15.

2
Xs 4x+4 . _
N 5> Primeiramente observamos que o limite apresenta uma

indeterminacéo do tipo (}—). Aplicando o teorema, derivamos o numerador e 0 deno-
minador da fung&o racional duas vezes; entéo:

[1] Calcule lim
x! +1

im X AXEA 2 A2
xl+1 X2 X 2 xl+12x 1 x +12 O

aX

[2] Calcule Ii'mO
X:

o teorema:

1 . . . : .
. O limite apresenta uma indeterminacao do tipo (g). Aplicando
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X X
im &L —im @ ).
x! 0 X x! 0
. se - . S . .
3] Calcule lim ﬂ O limite apresenta uma indeterminacéo do tipo (2). Aplicando
0 X 0
x!
o teorema:
jim SN0 _ i €O _ 4
xI' 0 X xto 1

5.8 Outros tipos de indeterminacdes

O teorema de L'Hépital nos indica somente como resolver inde terminacdes do tipo

1 . .
(g) e (1—). Outros tipos, como (0 1),1°%1 1 ,0%°e1', podem ser resolvidos
transformando-os nos tipos ja estudados no teorema.

5.8.1 Caso(0 1)

[1] Calcule Ilin(')l xIn(x). O limite € uma forma indeterminada do tipo (0 1 ); entdo
x! O*

fazemos:
In(x)
I|m xIn(x) = lim
00 = lim =3
X
Iing ( )eumaformalndetermlnadado tipo ( ). Aplicando o teorema:
x! O+
X
0 1
. . In(x) . In(x) . X .
lim xIn(x) = lim = lim =lim 2= Im xX)=0
x! O* ( ) x! O+ E x! O* } 0 x! O+ i x! 0+( )
X X G

[2] Um objeto de massa m € deixado cair a partir do repouso. Sua velocidade apos t
segundos, tendo em conta a resisténcia do ar, é dada por:v = mg 1 e %), onde g
é aceleragdo devida a gravidade ec > 0. Calculemos IirP1 V. OCIimite € uma forma
indeterminada do tipo (0 1 ); entdo fazemos:

g 1 e
- - m
im v=2= Im )
ml+1 cml +1 1

m

que é uma forma indeterminada do tipo (g). Aplicando o teorema:
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lQ
H
@D
32

=9 lim cte%:gt:
Cm! +1

3|

Como exercicio, interprete este limite.

582 Caso(l 1 )

1

1] Calcule Im — ————
[1] alcule lim X2 xZsedx)

. Olimite € uma forma indeterminadadotipo (11 );

entdo fazemos:

. 1 1 . seqx) 1
im - ———< =lm —————:
xI'0 X2 x2sedXx) x!' 0 x2seqXx)
seqx) 1, . . . 0 .
——————— é umaforma indeterminada do tipo (g). Aplicando o teorema:
| 1 1 _.sedx) 1 tg(x)
xt'0 x2  x2sedXx)  x! 0 x2sedx)  x! 02x+ x2tg(x)’
Observamos que lim & é uma forma indeterminada do tipo (2) e nova-
x! 02X + x2tg(X) 0

mente aplicamos o teorema ao ultimo limite:

tg(x) sed(x)
im ————"—— = lim =
x1 02X + X2tg(x) x! 02+ 2xtg(x) + x2sec(x)

1-
5

[2] Calcule lim sedx) tg(x) . O limite € uma forma indeterminada do tipo (1
X! 5

1 ); entdo fazemos:

. . 1 sen(x . 1 sen(x
lim sedx) tg(x) = lim () = lim A:
Xl 5 x5 CoYX)  coYXx) x5 COYX)
.1 sen(x) , . : . .
lim Tg) € uma forma indeterminada do tipo (g) e novamente aplicamos o te-
X =
orema:

.1 sen(x) . o
X!Im; o0 xI!|rr1 cotg(x) =0:

2
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5.8.3 Caso(1!)

[1] Caleule lim 1+ x cotg(x)
X!

zendo:

. O limite € uma forma indeterminada do tipo (1'); fa-

cotg(x)

ux)=In 1+x = cotg(x) In(x +1);

temos: Ii'mO u(x) = Iir'nO cotg(x) In(x + 1). Este limite € uma forma indeterminada do tipo
X! X!
(0 1 ); entdo, aplicamos o caso A:

In(x +1)

)|(I!m0 cotg(x) In(x +1) = ||Xr!no 900
In(x+1) , _ _ _ . _
b tg(x) € uma forma indeterminada do tipo (3). Aplicando o teorema:
x!
In(x+1) 1

A0 1) w01+ x)sed(x) b

. . t
logo; lim u(x) = lim In 1+ x 9%
x! 0 x! 0

dominio, temos:

=1. Como In(x) € uma funcéo continua em seu

cotg(x) cotg(x)

imln 1+ X =Iln lim 1+X =1:
x! 0 x! 0

Da (ltima igualdade: lim 1+ x o) = g
X!

. 1 o : . : ~
[2] Calcule I|r+n1 1+ ~ *. O limite é uma forma indeterminada do tipo (1! ); ent&o
x!
fazemos:

1 1
ux)=In 1+=" =xIn 1+ = ;
X X

entao, II|r+n1 u(x) = |'In21 xln 1+ < O limite € uma forma indeterminada do tipo
X1 X!
(0 1 ); entdo aplicamos o caso A:

1
In 1+ —
. 1 ) X
im xIn 1+ - = lim :
Xl +1 X Xl +1 1
X

O limite € uma forma indeterminada do tipo (g). Aplicando o teorema:

In 1+;

im ———2— = |im :

X! +1 1 x +1 1+ X
X
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O limite € uma forma indeterminada do tipo (i—) e novamente aplicamos o teorema:

. . X .
lim u(x)= lim ——= Ilm 1=1:
x! +1 x'+1 1+ X x! +1

Como In(x) é uma fung&o continua em seu dominio, temos:

. 1 . 1
im In 1+=" =1In lim 1+=" =1:
x! +1 X x +1 X
L . 1
Da Ultimaigualdade: |lim 1+ = "=e,
x! +1 X

5.8.4 Caso(1l 9)

[1] Calcule IIiml (x)¢ . O limite € uma forma indeterminada do tipo (1 °); fazemos:
X! +

In(x)
o

u(x) = In (x)¢* =

In(x)

entdo, lim u(x)= lim ——=. O limite € uma forma indeterminada do tipo (}—) e
x! +1 _ x! +1 ex
novamente aplicamos o teorema:
In(x)

, : . 1
lim u(x)= lim —== Ilim =0:
x! +1 x! +1 X x! +1 xeX

Como In(x) é uma fungéo continua em seu dominio, temos:
. e X _ . e X _ .
X!I|r+nl In (x) In X!I|r+nl (X) 0:
Da ultima igualdade: 'Iiml (x)¢ " =1.
x +

[2] Calcule lim ” 9% 0 limite ¢ uma forma indeterminada do tipo (1 9); fazemos:

x! 0+
In !
1 =
u(x)=In =99 = _X .
X cotg(x)
1
In —
entdo, lim u(x) = lim X___ O limite € uma forma indeterminada do tipo (i—) e
x! 0 x! o+ cotg(X)

novamente aplicamos o teorema:

=0:

1

In — )
fim uG) = lim — X = jim SeTX)
x! OF x! O COtg(X) x! O X

Sendoln(x) uma funcéo continua em seu dominio, temos:
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i 1 i 1
imIn =9 =n |im = 9" -p:
x! Ot X x! 0f X

- . . 1
Da dltima igualdade: lim W) = 0=,
x! 0*

5.8.5 Caso(0°)
[1] Calcule Iilmoxx. O limite € uma forma indeterminada do tipo (0°); fazemos:

u(x) = In(x*) = xIn(x);
entao: Ii'mou(x) = Iimoxln(x). O limite € uma forma indeterminada do tipo (0 1) e
X! X!
novamente aplicamos o teorema:
In(x)
1
X
Sendoln(x) uma fun¢éo continua em seu dominio, temos:

1 ue0 = ln, =1 =i, () =0:

lim In(x*) = In(lim x*) =0:
x! 0 x! 0
Da ultima igualdade: IimoxX = e =1.
x!

[2] Calcule lim cogx) 2 *. Olimite é uma formaindeterminada do tipo (0°); fazemos:
x! =

2

u(x) = In( cogx) z %);

entdo: lim u(x) = Iilm > X In cogx) . O limite € uma forma indeterminada do tipo
X! = Xl =

2
(0 1) e novamente aplicamos o teorema:

. o L 2 sen(x) _ .
x|!m§ ulx) = lelmg 7 X Incotx) = !<I'm§ 2 X Codx) =0

Sendoln(x) uma func¢éo continua em seu dominio, temos:

limin cogx) 2 ° =1In lim cogx) Z * =0:
X = X =
Da ultima igualdade: Iim cogx) Z *=€&"=1.
X 7
Em geral, nos casos de poténcias indeterminadas, usamos a fac¢ao logaritmica y =
In(x) para poder aplicar o teorema de L'Hépital. A continuidade da funcéo logaritmica
y = In(x) e de sua inversay = €* permite resolver este tipo de limite.
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5.9 Diferencial de uma Funcao

A diferencial de uma funcéo sera introduzida de maneira form al. Ao leitor interessado
recomendamos a bibliogra a avancada. Sejay = f (x) uma fun¢ao de nida num do-
minio D e diferenciavel no ponto X, 2 D. Denotemos por dx o nimero (ndo nulo), tal
quedx+ xg2 D.

De nicdo 5.7.
1. Para cadaxg 2 D, a diferencial de y = f (x) no ponto Xy é denotada por dy ou
o (xo) e de nida por dy = f {x,) dx.

2. Oincremento dey = f (X) em xq € denotado por yedenidopor y=f(Xo+
dx) f(Xo).

Observagodes 5.4.

1. Paraxy xado, dy é uma funcéo linear sobre o dominio de todos os valores pos-
siveis dedx e y é uma funcao sobre o dominio de todos os valores possiveis de
dx.

2. Sejadx = X  Xg, entéo:

im Y .
x! xo X Xg

3. Sef Ax0) 8 0: lim d—y)// = 1: temos que dy € uma "boa"aproximagédo para :
X! Xo

f(x) = f(xo)+ fYxo) dx+ R(x  Xo);

. ~ . R(x x
onde R(X Xp) € uma funcéo tal que lim u
x! xo X Xp

=0.
4. Compare com Linearizagéo.
Exemplo 5.16.

Sejay = f(x) = x?; dy = 2 xdx; no ponto Xo: dy = 2Xxpdx e f(xo+ dx) f(Xo)
2Xodx + (dx)?;logo y = 2 xodx+ (dx)?. Entdo:

fim Y9
x!' xo X Xo

— i -0 I Yy _ X Xoy _ ..
= )I(llmxo(x Xo) =0; XI!m)]o dy “!nlo(l + o )=1:
R(x X x?  xZ  2Xodx
Por outro lado, x? = x3+2Xodx + R(X  Xo), entdo f( < ) _ 0 Shag

. R(x x
X Xoe lim u
x! xo X Xg

=1lim (x Xg)=0.
X! Xo
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Proposicéo 5.4. Sejamy = f (x) ey = g(x) funcdes de nidas num dominio D e dife-
renciaveis no ponto X, 2 D, entéo:

1. d(f + g)(x0) = d(f )(xo) + d(9)(Xo)-
2. d(f g)(xo0) = g(xo) d(f )(xo) + T (o) d(g)(X0)-

5.10 Exercicios

1. Veri que as condi¢des do teorema de Rolle e determine 0s X, correspondentes a
conclusao do teorema:

(@) f(x) = x> 7x+10, nointervalo [0;7]
(b) f(x)=x? 4x,nointervalo [ 1;5]
(c) f(x)=x® 5x? 17x+21,nointervalo [ 3;7]

(d) f(x)= sen(x)+ cogx), nointervalo [ Z;BZ]

2. Veri que as condi¢des do teorema do valor médio e determin e 0sxo correspon-
dentes a concluséo do teorema.

(@) f(x)= x® 2x2 nointervalo [1; 3]
(b) f(x)= x* 8x? nointervalo [ 1;1]
(c) f(x) = x> 5x+6,nointervalo [1; 6]
(d) f(x)= sen(2x), nointervalo [O; ]

3. Calcule os pontos criticos (se existem) de:

(@) y=3x+4 (i) y = cogXx)

(b) y=x?> 3x+8 () y = sen(x) cogXx)
(c)y=2+2x x2 (k) y=¢€" x

@ y=(x 2)(x+4) () y="0 9
e)y=3 x3 M y= -3

() y=x3+2x2+5x+3 (N y=ij2x 3

(@) y=x*+4x3 (0) y=(4x* 3x 1)

(h) y = sen(x) (P y=x"(a x)",\nnm2Zea>0
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4. Usando a primeira derivada, determine os intervalos de cr escimento e/ou de-
crescimento das seguintes fungdes:

(@ f(x)=6x* 20x3 6x2+72x+12 (i) y=3x2+6x+7

(b) f(x)=4x3 3x () y=x3+2x> 4x+2
) f(x)= e x K y=(x L 2)(x+3)
(d) f(x)=In(x2+1) () y = sen(x)+ 3
(e) f(x) = x?In(x) (m) y = 2*

1 _ oo x
0 f)= P (ny=e

(0) y=xe X

@y=2x 1 X2
(hy y=3 b5x P y= _—

5. Calcule os pontos de maximos e de minimos relativos (se exstem) de:

(@ y=7x> 6x+2 0 y=(x+22?x 1)3
(b) y=4x x2 ®y=x"16 x
x3 3
(c)y:§+3x2 7xX+9 () y:x4+4%+3x2
_x* 5, 2
Dy=grgxrs (M y=x 3+
R
(€)y= "6x* (n)yzxzpw

O

(M y=5+ "0 2y © y=x"5¥x

pi
=3 (2 3)4 _ )
@y Zx(x+ ) O y=PRx+2) ?
M y= 32 (@ y=(x+2)(x 2)
. 1
0 Y= ot O y=2x+ 2

6. Calcule os pontos de in exao (se existem) e estude a concawdade de:

(@ y= x3+5x?> 6X 2 L

(e) y=x Ix2

(b) y=3x* 10x® 12x2+10x+9 x2+9

Oy=—u

©y= X9
x+4 @y=ex

(d) y=2xe * (h) y=(x+4)e™
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() y= 222 () y=In(x> 2x+2)
) y=x 1 x2 (m) y = coy x)
(k) y=sen( x) (n) y=e’ 1
7. Esboce os gra cos de:
= 244 2 . _ 1 1 _XZ 4x 5
EZ;Y: §4+x§+ (J)y—ﬁ X (r)Y—ﬁ
’ 3 +1 K y=x> x° — (2 2
= (s) y=(x* 1)
OVt 3 Oy=x 9 y=2xin?
d) y=In(x2+1) m) y = X +1 () y=2xIn*(x)
4 Y= Xerox (u)y:X(X 1)
©y=Pzs (n) y=(x+1)(x 3)s x2 4
1 2
Hy= ’ (O)VZ\Q*W (v)y:%
@ y=2 x X (p)y:)(27+2 (w) y=(x* x?)In(x)
W= 13X2 * (;+1§2 (X)y=gﬁ B
(|)y: X+; (Q)yZ (X 1)(X+2)2 (y)y:Q(X 1)2

8. Determine o valor de k tal que a fungdoy = x3+ kx2+ x + 1 admita um ponto de
inexdoem x =1.

9. Sejay = ax3+ bx*+ cx+ d; a; b; c;d2 Reasg 0.
(a) Determine o Unico ponto de in exdo de .

(b) Veri que que y tem um ponto de maximo e um ponto de minimose k¥ 3ac >
0.

10. Sejay = x™ (1 x"), onde m; n sdo nimeros naturais. Veri que:
(@) Sem é par, y tem um ponto de minimoem x =0.

(b) Sen é par, y tem um ponto de minimoem x =1.

11. Esboce o gra co da familia de curvasy = x*+ x3+ cx?,c2 R.
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Problemas de Otimizacao

1.

10.

11.

12.

13.

Determine a area do retangulo maximo, com base no eixo dosx e vértices supe-
riores sobre a parabolay =12  x2.

Com uma quantidade A de material dada deve-se construir um deposito de base
quadrada e paredes verticais. Determine as dimensdes que d&® o volume ma-
Ximo.

Uma reta passando por (1;2) corta 0 eixo dosx em A = (a;0) e o eixo dosy em
B =(0;b. Determine o triangulo AOB de area minima para a e b positivos.

Um cartaz deve conter 50cm? de matéria impressa com duas margens de4cm
cada, na parte superior e na parte inferior e duas margens laterais de 2cm cada.
Determine as dimensdes externas do cartaz de modo que sua are total seja mi-
nima.

Faz-se girar um triangulo retdngulo de hipotenusa h em torno de um de seus
catetos, gerando um cone circular reto. Determine o cone de volume maximo.

Determine o ponto da curva y?> =2(1  x) situado a menor distancia da origem.

Determine o volume do maior cilindro circular reto que pod e ser inscrito numa
esfera de raior.

Deseja-se construir uma piscina de forma circular, com volume igual a 125m 3,
Determine os valores do raio r e da profundidade h (altura), de modo que a
piscina possa ser construida com a menor quantidade de material possivel.

Determine a altura do maior cone que pode ser gerado pela rotagdo de um trian-
gulo retangulo de hipotenusa igual a 2cmem torno de um dos catetos.

Determine o ponto do eixo dos x cuja soma das distancias a(4; 5)e( 2;3) é
minima.

Entre todos os retangulos de area dadaa, qual o que tem menor perimetro?

Determine os catetos de um triangulo retangulo de area maxima sabendo que sua
hipotenusa € h.

Uma janela tem formato retangular com um semi-circulo no topo. Determine as
dimensdes da janela de area maxima, se o perimetro é del2 metros.
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Determine a area do maior retangulo com lados paralelos 8gs eixos coordenados
e que pode ser inscrito na regido limitada pelascurvasy = 1 x2ey =0.

Para fazer um cilindro circular reto de um retangulo de fo |ha de aco colam-se
duas bordas paralelas da folha. Para dar rigidez ao cilindro cola-se um arame de
comprimento | ao longo da diagonal do retangulo. Ache a tangente do angulo

formado pela diagonal e o lado ndo colado, de tal modo que o cil indro tenha

volume maximo.

Um solido é construido, colando um cilindro circular ret o de altura heraior a
uma semi-esfera de raior. Se a area do solido é5 , determine r e h para que o
volume seja maximo.

Suponha que a resisténcia de uma viga retangular é dada pda férmula: R = h?,
onde | e h séo, respectivamente, a largura e a altura da secéo da viga. 2termine
as dimens0@es da viga mais resistente que pode ser cortada de mn tronco de arvore
cilindrico de raio a.

Uma janela tem forma de um retangulo, tendo acima um tridn gulo equilatero.
Sabendo que o perimetro da janela é igual a4 metros, determine as dimensdes do
retdngulo que proporciona a area maxima para a janela.

A diferenca de dois numero é 20. Determine os niumeros de modo que o produto
seja 0 menor possivel.

A soma de duas vezes um numeros e cinco vezes um segundo nunero é 70.
Determine os nimeros de modo que o produto seja o maior possivel.

Determine as dimens@es do retangulo de maior perimetro que pode ser inscrito

. X% y?
na elipse centradag + 2 =1;a; b6 0.

Suponha que numa experiéncia realizada foram coletadosos seguintes pares de
dados:

iguais. A teoria subjacente a experiéncia sugere que os dads devem estar ao
longo de umareta y = mx. Devido a erros experimentais, 0s pontos nao séo coli-
neares. O problema consiste em determinar a reta que melhor < ajusta aos dados,
ou seja, consiste em determinarm de modo que a soma dos desvios verticais seja
minima. O ponto sobre a reta' y = mx que esta mais proximo (distancia verti-
cal) dos pontos dados tem coordenadas(x;; mx;); logo o quadrado da distancia
vertical a estes pontos é:E; =(mx; y)% 1 i n.
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X
(@) Minimize afuncéo: f(m)= E;+ Eo+ i+ Ep = (mx; Vi)
i=1

(b) Ache areta que melhor se ajusta aos pontos( 2; 1),(0;0),(1;2),(3;1)e(4;3).

Se a velocidade de uma onda de comprimento L, em aguas profundas, é dada
por:

r
L B
v=M =+ —;
B L
onde M e B séo constantes positivas, qual € o comprimento da onda que mini-
miza a velocidade?

A taxa aerdbica de uma pessoa conx anos de idade é dada por:

110(n(x) 2).

A(Xx) = .

sendox 11 Em que idade a pessoa tem capacidade aerébica maxima?

Com um o de comprimento 2a constroi-se um arco de circulo de modo que a
area do segmento circular que determina seja maxima. Qual é oraio?

Se uma droga € injetada na corrente sanguinea, sua concdra¢ao t minutos de-
pois é dada por C(t) = k(e # e %), onde k é uma constante positiva.

(a) Em que instante ocorre a concentragcdo maxima?

(b) Que se pode dizer sobre a concentracao ap6s um longo perialo de tempo?

Determine o maior comprimento que deve ter uma escada para passar de um
corredor de 5 metros de largura a outro, perpendicular, de 8 metros de largura?

A vazao de agua de uma represa é modelada por:
10

fi)= ————;

® (t 6)2+1°

se0 t 12eondeté otempoem meses. Determine qundo a vazéo foi maxima.

Usando L'Hopital, calcule os seguintes limites:
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Capitulo 6
INTEGRACAO INDEFINIDA

6.1 Introducao

Na primeira parte do capitulo mostraremos como obter uma fun ¢ao conhecendo ape-
nas a sua derivada. Este problema é chamado de integracéo ince nida.

De nicdo 6.1. Uma funcédo F (x) é chamada umaprimitiva dafuncéo f (x) no intervalo
| se paratodox 2 |, tem-se:

FAx) = f (x)

Muitas vezes ndo faremos mengéo ao intervalo |, mas a primitiva de uma fungéo sem-
pre sera de nida sobre um intervalo.

Exemplo 6.1.

[1] Sejaf (x) = x3, ent&o:
4

F(x) = XZ

4
é uma primitiva de f em R, pois F{x) = x3 = f (x). Por outro lado, F(x) = XZ +5

[N

também uma primitiva de f em R, pois F{x) = x3 = f (x). Na verdade,:
X4
F(x)= Z+ c; 8c2R
é primitiva de f pois Fqx) = x3 = f (x).
[2] Sejaf (x) = coqXx), entdo F (x) = sen(x) + c, paratodo c 2 R € uma primitiva de f.
De fato, Fq{x) = cogx) = f (x).

287
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[3] Seja:
1 x2]J[aQf

o= 0 x2[ab:

Nao existe funcao de nida em todo R cuja derivada seja igual af (x). Por outro lado,
considere a seguinte fungéo:

8

20 Xx<a
F(x):>x a x2J[ab

b a x b

F (x) é uma funcdo continua em todo R e F{x) = f(x) sex 2 (a;b. Logo, F é uma
primitivade f em (a;b).

Em geral, uma funcéo f admite uma in nidade de primitivas sobre um intervalo. E o
gue assegura a seguinte proposicao:

Proposicéao 6.1. SejaF uma primitiva da funcédo f no intervalo |. Entdo:
G(x)=F(xX)+c, c2R,
€ também primitiva de f nointervalo |.

A pergunta natural que surge, a seguir, é: se F e G sao primitivas de uma funcédo f
sobre um intervalo, sera que F e G estao relacionadas de alguma forma? A resposta a
esta questdo é dada pela seguinte proposicao:

Proposicéo 6.2. SeF e G sao primitivas de uma funcédo f num intervalo |, entdo existe
c2 Rtalque G(x) = F(x)+ c, paratodo x 2 |.

Prova: SejaH (x) = F(x) G(x); entéo, paratodox 2 |, temos que:

HYx) = Fqx) GYx)=f(x) f(x)=0:

Como consequéncia do Teorema do Valor Médio, para todo x 2 |, H(x) = c; entéo,
paratodox 2 1,F(x) G(x)= c:

Observacéao 6.1. Em outras palavras, duas primitivas de uma funcao diferem po r uma
constante. Logo, se conhecemos uma primitiva de uma funcdo, conhecemos todas as
primitivas da fungdo. De fato, basta somar uma constante & primitiva conhecida para
obter as outras.
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Exemplo 6.2.

[1] Sejaf (x) = coqx). Uma primitiva desta funcdo € F(x) = sen(x); logo, toda primi-
tivade f é dotipo G(x) = sen(x)+ c; c2 R.

Figura 6.1: Gra cos de f e algumas primitivas de cogx).

[2] Sejaf(x) = €*;a 6 0. Uma primitiva desta funcdo € F(x) = %; logo, toda
primitiva de f é dotipo G(x) = -+ ¢,c2 R.

De nicdo 6.2. SejaF (x) uma primitiva da funcdo f (x) no intervalo |. A expressao
F(x) + c; c2 R é chamada aintegral inde nida da funcdo f e é denotada por:

7

==

f(x)dx=F(Xx)+ c

Isto é:

7
Z

f(x)dx=F(x)+c() FYx) = f(x)

em particular:
Z

f{x)dx = f(x) + c:

Teorema 6.1. (Linearidade da Integral) SejamF, G primitivas de f e g, respectiva-
mente, num intervaloe ; 2 R. Entdo, F + G éumaprimitvade f + g,e:

7 7 7

4= == 4=

f X))+ g((x) dx= f(x)dx+ g(x) dx

Prova: SeF e G sdo primitivas de f e g, respectivamente, entdo F (x) + G (x) €
primitivade f (x)+ g (x);logo:
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f X))+ g(x) dx= F X))+ G(X) +c= FX+c¢g + GX)+ 0
Z Z
= f(x)dx+ g(x) dx:

Exemplo 6.3.

Calgule as seguintes integrais:

[1] sedXx) tg(x) + coqx) dx.
z 1

[2] 10€ + Q_Y dx.
Z

[3] ser?(x)dx.

[1] Usando o Teorema, podemos decompor a integral em duas outras integrais:
Z Z Z
sedx)tg(x) + cogx) dx=  sedx)tg(x)dx+ cogx)dx:

Sabemos que sedXx) 0= sedx) tg(x) e (sen(x))°= cogXx), entdo:
z z z
sedx)tg(x) + cogx) dx=  sedx)tg(x)dx+ cogx)dx = seqx)+ sen(x)+ c:

[2] Usando o Teorema de linearidade, podemos escrever a integral como:
4 Z Z

1 dx
10e"+1g—Y dx =10 €edx+ ﬂ_i:
4 Q— 1
Como €& =¢ee= IC‘%x3 = ﬁ?,entéo:
z 1 4n
10ex+19? dx:10ex+§ x3+c

[3] Observe que serf(x) = %(1 cog2x)); logo:

Z Z
1 _ X sen(2x)
ser?(x) dx = > (1 coq2x))dx = > 2

+ C.
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Observacoes 6.1.

1. Assim o processo de integrar se reduz a descobrir uma fun¢do conhecendo ape-
nas sua derivada; usando a tabela de derivadas do capitulo anterior, obtemos
uma lista de integrais chamadas imediatas. Esta lista pode s2r comprovada deri-
vando cada resultado da integral e consultando a tabela de derivada. Por exem-
plo, na tabela de derivadas do capitulo anterior temos que:

Z

~ dx
1+ x2; entao; 1+ 2 = arctg(x) + c:

(arctg(x))°=

2. No entanto, n&do incluimos como imediatas, por exemplo, in tegrais do tipo:

z
In(x) dx;

pois ndo é evidente encontrar uma funcédo que tem como derivada In(x). Para
resolver este impasse, estudaremos os chamadosnétodos de integracdo, que
nos permitirdo calcular integrais ndo imediatas.

6.2 Tabela
Usaremos como variavel independente u.
z
1. du=u+c
Z
2. du = In(juj)) + ¢
u
z "
u .
3. udu= +1+c, 2R f 19
Z
4 Ydu= & +c,a>0a61)
- @ In(@ &7
Z
5. €'du=¢€e"+c
Z
6. sen(u)du= coqu)+ cC
z

7. coqu)du= sen(u)+ c
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8. sed(u)du=tg(u)+ c
9. coseé(u)du= cotg(u)+ ¢
10. sedqu)tg(u)du= sequ)+ c
11. cosegu)cotg(u)du= cosegu)+ C
du
12. pﬁ = arcsen(u) + ¢
u

13.

1+ 2 = arctg(u) + ¢

14. —pdu— = arcsequ) + c
u u 1

15. senh(u) du= cosh(u)+ ¢

16. cosh(u)du= senh(u)+ c

17. sectf(u)du = tgh(u) + ¢

18. cosecB(u)du= cotghlu) + c

19. sechu)tgh(u)du= sechu)+ c

20. coseclfu) cotgh(u)du = coseclfu) + ¢

d
21. 19L = argsenh(u) + ¢
1+ u?

22. le = argcoshlu) + ¢

u?

23. —pdu—: argsech(juj) + ¢
u 1l u?
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6.3 Metodos de Integracao

Nas proximas secfes apresentaremos 0os métodos mais utilizalos que nos permitirdo
determinar uma grande quantidade de integrais ndo imediata s. O primeiro a ser estu-
dado se baseia na regra da cadeia.

6.4 Metodo de Substituicédo

SejamF uma primitiva de f num intervalo | e g uma funcéo derivavel talque F ¢
esteja de nida. Usando a regra da cadeia; temos, F(g(x)) "= FYg(x)) gqx) = f (g(x))
g9x). Logo, F(g(x)) € uma primitiva de f (g(x)) g4x), entdo:

Z

f(g(x) gx)dx=F(g(x)+ c

fazendo u = g(x), tem-sedu = gqx) dx; substituindo na expressao anterior:

7 7
Z pa=

f(g(x)) gix)dx= f(u)du= F(u)+ c|

Exemplo 6.4.
Calgule as seguintes integrais:

[1]

1+ 52 dx: Fazendou = 1 + x2, entdodu = 2xdx. Substituindo na integral:

Z Z
2X du . 5
= —= +c= +1)+ c:
T4 22 dx " In(Juj)+ c=In(x*+1)+ c
Z
[2] ser?(x)cogx)dx: Fazendou = sen(x), entdo du = cogx)dx. Substituindo na
integral:
Z Z 3
serf(x) cogx)dx =  u?du= % +c= serz(x) + C
z dx du
S = + 3 = i —__ = .
[3] Bx+7)7 Fazendou = 3x + 7, entdo du = 3 dx ou, equivalentemente, 3 dx
Substituindo na integral:
Z Z Z

dx du _ 1 du_ 1 N 1
X + B u? u? u
Bx+7)7 30 3 u 18w

= - 4
= 1g@x+7)s ©

Z p_
5
se la(i X) p

_ . dx - .
dx. Fazendou = " x, entdodu = ip? Substituindo na integral:

[4]
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Z p Z
ECrs(i—i)dxzz sed(u)du =2 tg(u) + c:2tg(p§)+ c:

y
5 )((x)

dx. Fazendou = In(x), entdodu = % Substituindo na integral:

2
u? In(x)
dx udu > C > c

2 n(x)
X

Z

[6] tg( x)dx; 2 R.Reescrevemos a integral fazendo:tg( x ) = sen(x )

co{ x )’
. d
Seu = coq X ), entdodu = sen ( X ) dx ou, equivalentemente, g sen( X ) dx.
Substituindo na integral:
Z Z Z
sen( X ) 1 d (R 1, . ,
= = = - + = - + .
tg( x ) dx cos X ) dx " In(juj) + ¢ In(jcoq x )j) + c:
Z Z Z
dx : dx 1 dx
[7l ———: a60.Reescrevemos aintegralcomo: ——— = — > .
X%+ a X?+ a2 a X
—+1
a2
X . dx - ,
Fazendou = 3 entdodu = e Substituindo na integral:
z dx _ 1 z d

= —arctg(u)+ c= 1arct X + C:
X+ a w+l aed a ' 3 '

Muitas vezes, antes de efetuar uma substituicdo adequada, énecessario fazer algumas

manipulacdes, como, por exemplo, o completamento de quadrados.
Z

[8] Calcule

2 - 2.92. =
212X £5" Completando os quadrados x“+2x+5 = ( x+1)“+2<; ent&o,
z

Z
dx

B dx
X2+2X+5

(x+1)2+22:

Fazendou = x + 1, teremosdu = dx. Substituindo na integral:

z
du

1 X+1
- = __ i + -
2+ 22 > arctg 5 C 5 arctg

+ C.
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6.5 Outros Tipos de Substituicoes

A seguir apresentamos alguns exemplos do método de substituicdo, onde a susbtitui-
cdo nédo é imediata.

Exemplo 6.5.
Calcule as seguintes integrais:
d — d
[1] 19i Fazendou = px+1,entéox: u?> le2du= pi;
Xx+1 X+1
x dx 2ud 2 _ [
=2 2 1du= — 2u+c==(x+1)>2 2 x+1+c
T (u ) du 3 u+c 3(x ) X c
z dx
[2] pltps:_.Fazendou:1+ ICgi,entz?lox:(u 1)¥edx=3(u 1)°dy;
+ 2 X
Z Z Z
dx 3(u, 1) 2 1=2
p 5— = p——du=3 u® 2u+1)u ““du
P":L—_I_Ig—i I"u ( )
5=2 3=2
=6 2~ 2u +pU +C
=6 g (1+ °x)> 3 1+ °x)3+ 1+7°x +c:
3] f—— dx.
X+3

Sejau = 5 (x+3);entdo,x = u® 3edx=3u?du;x?+1=u® 6u®+10.

Z
2
é(x+7+13dX23 (u® 6ud+10)udu
yA 8 5
=3 (U’ 6u4+10u)du:3% 1? +15u%+ c
3R —— e .2
= 20 (x+3)2(6x~ 18x+101)+ c:
Z dy
4] =
y ¥ 1
Fazendou = P y? Lu*=y® 1ley3=u?+1.Llogo, 2udu=3y’dyey?dy= Zudu.
Z Z Z
_dy LY 2 du 2 2 P—
ywy371_ y3py3 1dy—§ m—éarctg(uﬁc—éamtg( ys 1)+c:
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6.6 Integrais de Produtos e Poténcias de Funcdes Trigo-
nometricas

Nos seguintes exemplos, sdo utilizadas identidades trigon ométricas elementares.

Exemplo 6.6.

Calgule as seguintes integrais:

[1] sen( x )sen( x)dx.Se 6 , utilizamos:

sen( x )sen( X )= cos )X)ZCOS( ’ )X);
entao:
Z 1Z
sen( x ) sen( x)dx:é cos ( )X) cos( + )x) dx
1 sen( )X) sen( + )X)
S 2 + ’
Se = ,utlizamos ser?( x )= 1L;(zx);entéio:
Z Z
senz(x)dx:% 1 cog2 x)dx:%x %
Z

[2]  serf(x) cog(x) dx. Como ser?(x) co$(x) = ser?(x) 1 ser?(x) >cogx), fazendo
u = sen(x), temosdu = cogx) dx e:

Z Z Z
serf(x) cos(x)dx =  serf(x)(1 ser?(x))?cogx)dx= u?(1 u?23du
z ud  2ud U’
= (W 2u4+u6)du:§ = t=orc
_sem(x)  2serr(x) N sen’(x) ‘e
-3 5 7 '
Z
[3] tg3(x)dx. Fatorando tg3(x) = tg(x) tg?(x) = tg(x) se(x) 1 ;
Z Z 1
tg3(x)dx =  tg(x)sed(x) tg(x) dx= 5 tg?(x) +2 In cogx) + c:
Z

[4] sedXx)dx:
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z tg(x) + sedx) dx = z sedx) tg(x) + sed(x) dx:

tg()+ sedx)  tg(x)+ sedx)
Fazendou = sedXx) + tg(x), temosdu = ( sedx)tg(x) + sec(x)) dx.
Substituindo na integral:

Z
sedx)dx =  sedXx)

z sedx)tg(x) + sec(x) dx = z
tg(x) + seqx) -

% = In(juj) + c= In(jsedx) + tg(x)j) + c:

Estes exemplos nos mostram que para determinar a primitiva d e uma integral que
envolve produtos ou poténcias de funcdes trigonométricas é necessario, em primeiro
lugar, transformar a funcéo a integrar por meio de identidad es trigopnométricas conhe-
cidas, para depois usar alguns dos métodos.

6.7 Método de Integracao por Partes

Sejamf e gfuncbes derivaveis no intervalo |. Derivando o produto f g:

f(x)g(x) °= £ 9x) g(x) + f (x) g);

ou, equivalentemente, f (x) g4x) = (f (x) g(x))° f 4x) g(x). Integrando ambos os lados:
Z Z

f(x) gx) dx = £ (x) g(x) f4x) g(x) dx;

fazendo: u = f (x) edv = g{x) dx, temos: du= f {x) dx ev = g(x). Logo:

7 7 7
Z pa= pa=

f(x)gx)dx= udv=uv v du

Observacédo 6.2. Este método de integracdo nos permite transformar a integracdo de
udv na integragdo de vdu. E importante saber “escolher” a substituicdo u e dv na
integral de partida. Devemos escolher v°tal que permita determinar v. As expressoes
de u®e v devem ser mais simples que as deu e Vv°, respectivamente.

Exemplo 6.7.

Calgule as seguintes integrais:

[1]  In(x)dx.

~ dx
Facamosu = In(x) edv = dx; entdo,du = o ev = X; logo:
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Z Z Z Z
In(x)dx= udv=uv vdu= xIn(x) dx= xIn(x) x+c:

Z
[2] xe*dx.

X
Facamosu = x edv = e dx; entdo,du= dxev = 7; logo:

z z z v 12

1
2x — — — -
xedx = udv=uv vdu= > 5 > 7

Z
[8] x?sen(x) dx.

Facamosu = x2? edv = sen(x) dx; entdo,du=2 xdx ev=cogx); logo:
z z z z
x?sen(x)dx = udv=uv vdu= x%cogx)+2 xcog(x)dx:

Z
Calculemos agora x cog(x) dx, novamente por partes.

Fazendou = x edv = cogXx) dx, temosdu = dx ev = sen(x); logo:

z z z z
xcogx)dx= udv=uv vdu= xsen(x) sen(x) dx = xsen(x) + cogx):
z
Entdo:  x?sen(x)dx = x?cogXx) +2(xsen(x) + cogx)) + C:
Z

[4] €™ sen(bx)dx;a;b60.

Facamosu = € edv = sen(bx) dx; entdo,du= ae* dxev = cos(bb X); logo:
Z Z Z <
e sen(bx)dx= udv=uv vdu= w + % e cogbx)dx: (6.1)
Z
Calculemos €™ coqb x) dx, novamente integrando por partes. Fazendo u = €~ e
dv = cogbx) dx,temosdu= ae*dxev = senéb X ; logo:
Z Z Z Z
e cogdbx)dx= udv=uv vdu= e senbx  a e” sen(bx)dx: (6.2)

b b
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Z
Denotemos por | = € sen(b x) dx. Entdo, de 6.1 e 6.2, temos:

ae®senbx) e*cogbx) a2 |
2 b 2
Pois a ultima integral é exatamente a integral procurada e podemos passa-la ao

outro lado da igualdade:

1+a_2 I_ae""xsen(bx) e cogb x) . e
B k2 b B a2+

asenbx) bcogbx) :

Logo,
Z

X

e sen(bx) dx = aze“sz asenbx) bcogbx) + c:

Z
[5] x3cogx?) dx. Aqui usamos os dois métodos:

i : dt
Substituicdo: sejat = x?; entdo, dt = 2 x dx ou —% = xdx;
Z

1
x3 coqx?) dx = >

Integrando por partes, fazemos u = t edv = coqt) dt; entdo,du = dt ev = sen(t):

tcog(t)dt:

Z Z 1 Z 1 Z
x3cogx?) dx = tcog(t)dt = 5 udv = 5 uv v du
Z
(tsen(t) sen(t) dt) = %(cos(xz)+ x2sen(x?) + c:

NIl NI

z
6] x3 e’ dx. Aqui usamos, novamente, os dois métodos:

o . - dt
Substituicdo: sejat = x?; entdo, dt = 2 x dx ou g = xdx;
Z

x3 e dx = tetdt:

NI =

Integrando por partes: fazemos u = t edv = €' dt; entdo,du = dtev = €'
Z Z Z Z Z
1 udv= > uv vdu -1 te' e dt
2 S 2 S 2
2

(te' et):ex—(x2 1)+ c:
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Z
[7]  x3sen(2x?) dx. Aqui usamos, novamente, os dois métodos:

o : ~ dt t
Substituicdo: sejat = 2x2?; entdo, dt = 4x dx ou 2 = xdxex?= -

Z 1 Z
x3 sen(2x?) dx = 5 tsen(t)dt:

Integrando por partes: fazemos u = t edv = sen(t) dt; entdo,du= dtev = coqt):

Z 1 Z 1 Z 1 Z
x3sen(2x?)dx = = tsen(t)dt= = udv= = uv vdu
8 8 8
= :—é (sen(2x?) 2x2cog2x?)+ c:

6.8 Metodo de Substituicdo Trigonométrica

Este método € usado quando a expresséo a integrar envolve algins dos seguintes tipos
de radicais:

Y p p

ondea> 0.

6.8.1 Caso 1:p az u?

Para > E,sejau = asen ); entdo,du= acog )d .Logopa2 u2= acoyg ).
u= asen()
a
u du= acos()d
a? u?= acos
€ [] 0
pa2 u2

6.8.2 Caso 2:p az+ u?

Para 3 < < E,sejau = atg( ); entdo,du= ased( )d . Logopa2+ u? = aseq ).
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Y
& v u= atg( )
u du= aseé( )d
a’+ u?= asec
€ [] 0
a
P 2 2
6.8.3 Caso3: us a
ParaO < —ou < 3— sejau = ased ); entdo,du = aseqd )tg( )d . Logo
p 2 2
uz a2=atg().
u= asec()
u p_
uz  a? du= asec()tg( )d
u? a’= at
& . a( )
a
Exemplo 6.8.
Calcule as seguintes integrais:
[1] P a2 x2dx.
Sejax = asen ); entdo,dx = acog )d ; 3 3 epa2 x2 = acoy ).
Z Z
— 1 cogq2) a’ sen(2 )
2 2dx = 352 = 52 =z =
a2 x2dx=a’> cos()d =a 5+ — d > t—
a2
ZE + sen( )coy ) :
x=asen )e > > entdo, = arcsen(ap)), estamos no caso 1: s ;

p—— X a2 x2
ondec= a2 x?logo,sen( )= aecos( ) = —a

Substituindo no resultado da integral:

Z 2
S a X XPp———
a2 x2dx= — arcsen — + = az x2 +c:
2 a a
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Z

Sejax = IO?}tg( ); ent&o, dx = pl_%sec?( Yd ; 5< < 5.
Em tal casop (x2+3)3= (pﬁseq ))3:
Z Z P~ Z Z
piidx = 7p358('2()d -1 d __1 coy )d —}sen()+C'
(x2+3)3 32sed( ) 3 sed) 3 3 '
B . o
Estamos no caso 2: — ;ondea= 3ed= x2+3.Logo,sen )= p?g
X
Substituindo: Z
L, adx _ o X ‘e
T (x2+3)° 3 x7+3
Z
16 9x2
Sejax = frsen( ); entédo, dx = frcos( )d; =< < =
=3 R 2 2
Neste caso, 16 9x?2=4cog ):
Z Z
pL = 1' d = -+
16 9x2 3 3

A X " 16 ox 3x.
Estamos no caso 1: ;ondec= ———; logo, sen( ) = —; entao,

C

3x 3 4
= arcsen(j).
Substituindo no resultado da integral:
z
pidxi = }arcsen 3x + C:
5 16 9x2 3 4 '
dx
W= e 1
Reescrevendo a integral: 7
_ dx |
9I(x* 3)’

Sejax = %sec( ); entdo, dx = %sec()tg()d; 0< < 3 ou( < < 37),
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1 1 1
2 e - = 2 .
Neste caso,x 5 9(se(?( ) 1) 9tg ():

Z Z Z
dx

1 1
9x2 1 3 tg() 3

cose¢ )d = %In jcose¢ ) cotg( )] + c:

1 3X
Estamos no caso 3: = ;ondee= X2 9 ; logo, cose¢ ) = 99?1 e
X

1 - .
cotg( ) = 9271 . Substituindo no resultado da integral:
X

dx 1 . : 1 3x 1
m—gln jcose¢ ) coty )] +c= (_Sln 3 r 1
Z
x3 x2 16

Sejax =4 seq );entdo,dx=4sed )tg( )d; 0< < Eou < < 3?

Neste casoIo xZ 16 =4tg( ) e:
Z Z

—pidx -t 4 _ 1 + sen( )coy ) +c:
x3 x2 16 64 sed() 128 '
Estamos no caso 3: 7 ;ondee= x2 16 logo, sen( )coq ) = —

Para calcular , devemos ter cuidado, pois P x2 16édenidapara x> 4ex< 4.

. X
Sex > 4, entdosed ) = Zr> le = arcsecz1 ,onde0< <

E.
Sex< 4,entdoseq )= % < le = arcsec% , onde > < <
3 X
Mas < < > e seq?2 ) = sed ); logo, parax< 4, =2 arcsec ik onde
3 i .
< < ?; substituindo no resultado da integral:
z -
) x> 4 —pidx 1 arcsec5 + M + C:
' x3 x2 16 128 4 X2 ’
Z I
i) x< 4 —pidx ! arcsec§ +m + c;ondec = —+¢C
. T X8 x2 16 128 4 x2 v T4 T
dx

[6]

(5 4x x2)3
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Primeiramente completamos os quadrados: 5 4x x2=9 (x+2)?;fazendou = x+2,
temos du = dx. Substituindo na integral:

Z Z
dx B du
(5 4x x2)3 9 u2)i
Sejau =3 sen( ); entdodu=3 cog )d ; < < 3 e(® ud)?=27cos().
Z Z
1
dx = = se(?()d:tg()+c
(5 4x x?)z 9 9
u X+2 -
Estamos no caso 1:itg( ) = p = p———. Substituindo no resultado da
9 wu? 5 4x x2
integral:
Z
dx X+2
7 = P=———=1C
(5 4x x?)2 9 5 4x x?
z X
[7] dx.

Y 4x2+8x+5

Completando os quadrados: 4x2+8x +5 = 4(x+1)2+1; fazendou = x + 1, temos
du = dx. Substituindo na integral:

Z Z
" 4xZ+8x+5 Ty
Sejau = %;entéodu: %sec?( )d ep4u2+1: seq ):
w1y 1 1 1 .
p—mdu— 2 tg( )sed ) 2seqd ) d = 4se(1) 2In jsed )+tg()j +c

Estamosnocaso2itg( ) =2u=2(x+1) eseqd )= P 4x2+ 8 x +5. Substituindo no
resultado da integral:

Z

X P 1 P
D =2 4x%2+ + —Inj 4x%2+ +5+2(x+1)j +c:
V4x2+8x+5dx 7 X?+8x+5 2nJ X2+8x+5+2(x+1)j +c

6.9 Metodo para Integracao de Funcdes Racionais

Um polinbmio P(x) de coe cientes reais pode ser sempre expresso como um produto
de fatores lineares e/ou quadréaticos. Naturalmente esta de composicdo depende es-
sencialmente do grau de P (x).
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DP(X)=(x a)(x ay:i(x ap)ou

i) P(x)=(x a&"(x b):s(x k) ou

jii) P(x)=(ax?+ bx+ c)(x dy):n(x  d)ou
iv) P(x) = (ax?+ bx+ 0" (x dy):n(x  d).
Exemplo 6.9.

[1]P(x)=x2 3Xx+2=(x 2)(x 1.

[2] P(x)= x3+4x%+5x+2=(x+1)%2(x+2).

BIP(X)=x3 x%2+x 1=(x2+1)(x 1).

[4P(x)=x8+x" X0+3x> 3X*+3x3 32+ x 12=(x2+1)°(x 3)(x+4).
: : P . .

Seja uma funcao racional % A decomposicao de uma funcao racional em fracoes

mais simples, depende do modo em que o polindmio Q(x) se decompde em fatores li-

neares e/ou quadraticos. Se numa fungédo racional o grau de P(x) é maior ou igual

ao grau de Q(x), entdo podemos dividir os polinémios. De fato, se grau(P(x))

grau(Q(x)) entéao

P(x) = Q(x) A(x) + R(x);
onde grau(R(x)) < grau (Q(x)); ent&o:

Q(x)

Logo, basta estudar o caso em que:

. RO,

A(X) @

grau(P (x)) < grau(Q(x));
pois, caso contrario efetuamos a divisdo dos polinémios.

6.9.1 Caso 1:.Q(x) se decompdbe em fatores lineares distintos.

Entao:

Q(x) =(x a)(x a)unn(x an)

onde a 2 R sao distintos dois a dois; entao

P(x) _ Ax As An

(0= 500~ o ay o ey
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Zf(x)dx—Z—P(X)dx—A ‘ dx + A ‘ dx R + A ‘ dx__.
Q(x) xoa) T (xoay) T "X a)
Z
dx
Calculemos| = )
x &) 7 .
Fazendou = x & entédo,l = Fu = In(juj) + c= In(jx &j)+ c; logo:

7

4=

f(x)dx = ArIn(jx agj)+ AzIn(jx  ayj)+ =i+ Apn(jx  anj)+ ¢

Exemplo 6.10.

Calcule as seguintes integrais:
x3+5x% x 22
[1] | = Z+3x 10 dx.

Observe quegrau(P (x)) > grau (Q(x)). Dividindo os polinébmios:

x3+5x2 x 22 3x 2
=(X+2)+ !
x2+3x 10 x2+3x 10

A seguir, aplicamos o0 método a ultima parcela da direita:
Z

Z Z
3x 2 X2 3x 2
= + + e — = — + + - '
I (x +2) dx 3 x 1de > 2 X 13X 10dx.
Z
3x 2

Calculemos x2+3—x10dx'
Fatorando: x2+3x 10=(x+5)(x 2); temos:
3x 2 A N A, Ai(Xx 2)+ Ay(x+5).
x2+3x 10 x+5 x 2 x2+3x 10

Comparando os numeradores: 3x 2= A;(x 2)+ Ay(x+5). As raizes do polindbmio
Q(x) sdox =2 ex = b5; agora substituimos cada raiz na Ultima expressao. Sex = 2

4 ~ 17
teremos4 =7A,eA, = - Sex = 5entao 17= T7Ai1eA;= - Logo, podemos
decompor a fracdo inicial em:

3x 2 _ 1w 4
x2+3x 10 7(x+5) 7(x 2)
Z
3x 2

Entéo, pelo Caso 1: dx = 177In(jx +5]j) + ;In(jx 2)):

x2+3x 10
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A integral procurada é:

2
| = X?+2x+ 177In(jx+5j)+ ;In(jx %) + ¢

[2]|_25X3 6x* 68 16
- x3 2x2 8x '

Note que grau(P (x)) = grau(Q(x)). Dividindo os polinébmios:

5x> 6x%> 68x 8x=5(x> 2x?> 8x)+(4 x®> 28x 16)
5x> 6x?> 68x 16 N 4x% 28x 16

Entdo: =5 :
x3 Z2x2 8x x3 2x2 8x -
= Sdx+ 4x? 28X 16dx—5x+ 4x? 28X 16dX'
B x3 2x2 8x x3 2x2 8x
Z
4x%2 28 16
Aplicando o método a ultima parcela da direita, calculemos |l = dx.
P P x3 2x2 8x

Primeiro observemos que x3  2x2 8x = x(x 4)(x+2):

4x%2 28X 16—&+ A, N As  Ar(x 4)(X+2)+ Ayx(X+2)+ Azx(x 4)
x3 2x2 8X X X 4 x+2 x3 2x2 8x '

Comparando os numeradores:

4x% 28x 16=A1(Xx+2)(x 4+ A x(Xx+2)+ Azx(x 4);

as raizes do polindmio Q(x) sdox =0,x =4 ex = 2; agora substituimos cada raiz na
altima expresséao.

Sex =0, entdo,A; = 2;sex = 4 entdo, A, = g esex = 2, entdo,A; = %’ A fracéo
inicial pode ser decomposta em:

4x* 28x 16_ 2 8 ., 14
x3 2x2 8x x 3(x 4) 3(x+2)

Pelo Caso 1, temos:ll =2 In(jxj) g In(jx  4j)+ 1—;‘ In(jx +2j)+ c.
A integral procurada é:
| =5 x+2In(jxj) gln(jx 4) + %In(jx+2j)+ C:

Nos exemplos anteriores a forma de determinar os coe ciente s é equivalente a resolver
um sistema de equagdes. Consideremos o exemplo [2]:
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4x% 28x 16=A;(x+2)(x 4)+ Ax(x+2)+ Asx(x 4):
Ordenando o segundo membro em poténcias de x, temos:
4x% 28x 16=(A1+ A+ Ag)x%2+ +( 2A1+2A, 4A3)x 8A::
Comparando os polinémios e sabendo que dois polindmios sao i guais se e somente se

0S coe cientes dos termos do mesmo grau sao iguais, temos queresolver o seguinte
sistema:

8
2A1+ Axt+ As =4
>2A1 2A,+4 A; =28
" 8A; = 16;
8 14
gue tem como solugdo: A; =2,A;, = 3 eAs = 3
z du

grau(P (u)) < grau(Q(u));eu? a?=(u a)(u+ a); aplicando o método:

1 _ Al + A2 _ Al(U+ a)+ A2(U a)_
U2 a2 u a u+a uz2 a2 '

Comparando os numeradores: 1 = A; (u+ a)+ A, (u a); as raizes do polinémio Q(u)
sdou = aeu = a; agora substituimos cada raiz na ultima expressdo. Seu = a, entao,

1 . 1 .
A= % eseu= a entdo,A; = 2 A fracéo inicial pode ser decomposta em:

11 1
u2 a 2a(u a 2a(u+a)

Pelo Caso 1, temos:

7
Z

d__ L \u a) nGura) +c= —im L2

2 2 +C
u a 2a 2a u+ a

Aplicamos esta ultima férmula para completamento de quadra dos.

Exemplo 6.11.

Calcule as seguintes integrais:

X2 4x’
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z dx z dx
Como x? 4x = 22 4 = ;
X x=(x 2 X2 4x x 22 4
Fazendou = x 2, temosdu = dx. Substituindo:
z dx _Z du —}In u 2 +c—}lnx 4+C
X2 4 w2 4 4 u+2 T4 X '

onde as ultimas igualdades s&o obtidas pela formula anterior.
o
5 x2 4x
Completando os quadrados 5 x?> 4x =9 (x+2)?e fazendou = x + 2, temos
du = dx. Substituindo:

z dx z du 1 u 3

1
5 x2 4x uz 9 6 u+3 6 x+5 '

onde as ultimas igualdades sao obtidas pela formula anterior.

6.9.2 Caso 2:Q(x) se decompbe em fatores lineares, alguns deles re-
petidos.

Sejax g o fator linear de Q(x) de multiplicidade r er a maior poténcia da fatoracao.
Entdo, a cada fator linear repetido associamos uma express® do tipo:

Bi B, B,
+ 5+l
x a) x &) (x &)
onde B1; By; :::::i:B, sdo constantes a determinar. Em tal caso, integrando esta egres-
sao obtemos:
. . B2 BI’
BiIn i — = + 4+
ntxal 5 @ Nix_ay

Os fatores lineares nao repetidos séo tratados como no caso 1

Exemplo 6.12.

Calcule as seguintes integrais:

IX2+4x+2
[1] Tt X dx.
Como grau(P(x)) < grau(Q(x)) ex®+2x?+ x = x(x +1)2. O fator (x + 1) tem
multiplicidade 2 e o fator x € como no caso 1.
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3X2+4X+2_A1+ B; B, .
x3+2x2+x x x+1 (x+1)2

Comparando os numeradores: 3x?+4 x+2 = A; (x+1)?+ B, x (x+1)+ B, x. Asraizes do

polinbmio Q(x) sdo:x =0 ex = 1, agora, substituimos cada raiz na Gltima expressao.

Sex =0,entdoA; =2 esex = 1,entdoB, = 1. Falta determinar B,. Para calcular

o valor da constante B, formamos o sistema de equagdes, obtido da comparacao dos
coe cientes dos polinémios. 3x2+4x+2 = (A;+ B) x>+ (2A1+ By + By)x + Ay;

entao:

8

2A1+Bl =3
>2A1+82+Bl =4
'Al =2

Como sabemos os valores deA; e B, obtemos, facilmente,B; = 1; entao:

3x2+4x+2 _ 2 1 1
X3+2x2+x  x x+1 (x+1)?
3xX2+4x+2 — _
logo, mdx-ln X+ x° + +1+(:.
Z
x2+3x 1
2] Z 27 “dx

x4 4x2
Como grau(P (x)) < grau (Q(x)); x* 4x?= x?(x 2)(x+2). O fator x tem multipli-
cidade 2 e os fatoresx 2; x + 2 sdo como no caso 1.
x3+3x 1 A, A, B: B>

= + + =4+ =
X4 4x? X 2 x+2 X G

Comparando os numeradores:

X2+3X 1= AxX2(X+2)+ Ax2(x 2)+ Bix(x+2)(x 2)+By(x 2)(x+2);
as raizes do polindmio Q(x) sdo:x =0,x =2 ex = 2. Agora substituimos cada raiz

I - - 1 o 13
na ultima expressdo. Sex = 0, entdao B, = Z; sex = 2, entao A; = 16 esex = 2,

~ 15 .
entao A, = 16 Falta determinar B4. Para calcular o valor da constante B, formamos
o sistema de equacdes obtido da comparacgéo dos coe cientes s polinémios.

x3+3x 1=(A1+ A+ B)x3+(2A; 2A,+ By)x?+ i

note que o coe ciente da poténcia cubica nos dé o valor de B;. De fato, sendoA; +

- 3
A,+ B;=1,entdoB; = 2
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x3+3x 1 13 15 3 1

= +
x4 4x? 16(x 2) 16(xx+2) 4x 4x?’

logo:

Z
X2+ 3 X 1dx—lsln X 2 +Eln X+ 2 §In X i+C'
x4  4x2 16 16 4 4x

6.9.3 Caso 3:Q(x) se decomplbe em fatores lineares e fatores qua-
draticos irredutiveis, sendo que os fatores quadraticos nd o se
repetem

A cada fator quadratico ax?+ bx+ cde Q(x) associamos uma expressao do tipo:

Cx+ D
ax2+ bx+c

onde C; D sdo constantes a determinar. Os fatores lineares sao tratads como no caso
le?2.

Exemplo 6.13.

Calcule as seguintes integrais:
8x2+3x+20

[1] Calcule | = XToX dx

X3+ x2+4x+4

Primeiramente observamos que grau(P (x)) < grau (Q(x)). Fatorando x3+ x2+4 x+4 =
= (x+1)(x?+4). O unico fator quadratico irredutivel ¢ x?+4; o fator x + 1 € como no
caso 1.

8x2+3x+20 _ A L Cx+D
X3+ Xx2+4x+4  x+1  x2+4°

Comparando os numeradores:

8x2+3x+20= A (X?+4)+( Cx+ D) (x+1)=( A1+ C)x2+(C+D)x+4 A;+D. Araiz
real do polinbmio Q(x) éx = 1; agora substituimos esta raiz na Ultima expresséo. Se
x = 1, entdo A; = 5. Formamos o sistema de equacdes, obtido da comparacao dos
coe cientes dos polinémios: A;+ C=8,logoC=3eC+ D =3 implicaem D =0.

8x2+3x+20 _ 5 33X
X3+ x2+4x+4  x+1 x2+4°
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Portanto:
Z

| =5In(x +1j)+3 ——

p__
= H 5 2 3; .
" dx = In(j(x +1) (x2+4)3)) + c;

X2
onde a ultima integral é resolvida usando substituicdo simp les.

2Xx2+5x+4
[2] Calcule | = NEPmv 3dx.
Primeiramente observamos que grau(P (x)) < grau (Q(x)). Fatorando x3+ x>+ x 3=
=(x 1)(x?>+2x+3). O Unico fator quadratico irredutivel ¢ x2+2x+3. Ofatorx 1

€ como no caso 1.

2x2+5x+4 A ., _Cx+D

x3+x2+x 3 x 1 Xx2+2x+3°

Comparando os numeradores:

2X2+5 x+4 = A (X?4+2 x+3)+( Cx+D)(x 1)=(A;+C)x>+(2A; C+D)x+3A; D;
a raiz real do polindmio Q(x) é x = 1; substituindo esta raiz na uUltima expressdo: Se

11 . ~ : ~
x =1,entdoA; = 5 Formamos o sistema de equacoes, obtido da comparacao dos

: A 1 ~
coe cientes dos polindbmios: A;+ C=2;logo C = 6 e3A; D =4;logoD = g Entéo:

2x2+5x+4 11 L1 x#9 .
x3+x2+x 3 6(x 1) 6 x2+2x+3 "’

logo:

z
I—llln x 1 +1 X+9 dx;
6 6 x2+2x+3 '
onde a Ultima integral € resolvida usando substituicoes; de fato: x2+2 x+3 = ( x+1)2+2.
Entdo, considereu = x +1;logo du = dx e:

z z z
X+9 _ u+8

— —  _dx= ——du= du+ ———
X2+2x+3 uz+2 uz+2 uz+2

A segunda integral € imediata, pois:
z 8

uz+2

8 u 8 Xx+1
du= p—éarctg p—é +c = p—éarctg —p? + ¢

Na primeira integral fazemos t = u?+ 2; logo % = udu:
z u 1 z dt
du= = T

11 _
W2+ 2 > = 5IGt)+ = SIn(ix*+2x+3j)+ ¢
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e.
I—l—lln X 1 +i|n X2 +2x+3 +i§arct $—X+1 + C:
6 12 3 g 2 '
Z 3
+
[3] Calcule | = 3x*+11x 16

O+ D)(x2+ax+13)

Observemos quegrau(P (x)) < grau (Q(x)); x?+1 ex?+4 x +13 sdo fatores quadraticos
irredutiveis. Temos:

3x3+11x 16 _ Cix+ D1+ Co,x+ D» .
(x2+1)(x2+4x+13)  x2+1 Xx2+4x+13°

Comparando os numeradores:
3X3+11X 16:(C1+ C2)X3+(4 C1+ D1+ D2)X2+(13 C1+4 D1+ Cz)X+(13 D1+ D2)

Formando o sistema de equacdes, obtido da comparacédo dos coeientes dos polino-
mios:

8

§C1+C2 =3
4C1+ D1+ D2 =0

313C,+4D;+ C; =11

"~ 13D, + D, = 16

Resolvendo o sistema:C; =1,D;= 1,C,=2eD, = 3;logo:

3x3+11x 16 _ X 1, 2x 3
(x2+1)(x2+4x+13) x2+1 x2+4x+13°

Integrando, apés a decomposicdo da funcéo integranda, obtemos quatro integrais, a
primeira é resolvida por substituicdo simples, a segunda € i mediata, a terceira e quarta
séo resolvidas por completamento de quadrados.

i +2
| = In((x?+4 x +13) px2+1) :—))arctg XT arctg(x) + c:

6.9.4 Caso 4:.Q(x) se decompde em fatores lineares e fatores quadra-
ticos irredutiveis, sendo que alguns dos fatores quadratic 0s se
repetem

Se um fator quadratico ax?+ bx+ cde Q(x) tem multiplicidade k, a esse fator quadratico
associamos uma expresséo do tipo:
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C1X+ D, + C2X+ D,
ax2+ bx+c (ax?+ bx+c)?

Cy X+ Dy
(ax?+ bx+ )k

onde C;; D; sado constantes a determinar,i = 1;::::;k. Os outros fatores sao tratados
como noscasos 1,2 e 3.

Exemplo 6.14.
Calcule as seguintes integrais:
X3+ X+2
1] Calcule ————dx.
[1] X (x2+1)2
Primeiramente observamos que grau(P (x)) < grau (Q(x)) ex? + 1 & o Unico fator qua-
drético irredutivel, de multiplicidade 2.

x3+x+2 A Cix+D; GCoyx+D,

x(x2+1)2 X x2+1 (x2+1)2°
Comparando os numeradores:
X2+ X+2=(A+C)x*+D1x3+(2A+ C 1+ Cy)x2+(D;+ D,)x+ A. Formando e
resolvendo o sistema de equacgdes obtido da comparacéo dos ce cientes dos polino-

mios e lembrando que Q(x) tem umaraiz real x =0, obtemos,A=2,C; = 2,D; =1,
C,= 2eD,=0:

Logo: X3+7X+2 = E 2x 1 2 Calculando as integrais correspondentes:
9@+ DT x X2+l (E+D)e g P '
X3+ X+2 X2
OC+1)2 X2+ 1)2 dx = In(ix2 " 1)+ arctg(x) + Ve + C:
X+ x*+4x3+4x2+8x+4
[2] Calcule | = (x2+2)3 dx.

Primeiramente observamos que grau(P (x)) < grau (Q(x)) e x? + 2 é o Unico fator qua-
drético irredutivel, de multiplicidade 3.

XO+ x4 +4x3+4Xx2+8x+4 Ax+B Cx+D Ex+F,
(x2+2)3 T X242 (x2+2)2 (x2+2)%

Formando e resolvendo o sistema de equagdes obtido da compaacéo dos coe cientes
dos polinémios; obtemos, A=1,B=1LE =4eC =D = F =0: Logo:

z X dx z X
| = —X2+2dx+ —X2+2+4 7(X2+2)3dx;
e:
p_
P———1 2 X 1 _
| = In( x2+2)+ 7arctg p—é er C:
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6.10 Mudanca: Tangente do Angulo Médio

Se a funcao integranda envolve expressoes do tipo:a+ bsen(x), a+ b cogx) ou combi-
. X
nacoes destas, utilizamos a mudancau = tg > ; logo:

2u 1 u? 2du
sen(x) = 1+ 02 cogx) = 1+ 42 edx = RTEE
Por exemplo:
z Z
dx a 2du .
a+bserx)  a(l+ud+2bu
Z Z
dx 3 2du .
a+ bcogx)  a(l+ud+ bl u?)
Exemplo 6.15.
z dx
1] Calcul —— N =2 eb=1;logo:
[1] Calcule 2+ sen() este casoa eb=1;logo
Z Z Z — —
dx _ du a du _ 2p3arct p3(2u+1) N
2+sen(x)  u?+u+l 1.,3 3 g 3
u+ - "+ —
0 2 4
= X
5P 3 3(2tg 5 +1)
= +
] 3 arctg 3 c
dx
[2] Calcule 1 cogx) + sen(x)’
dx du 1

= = 1 du: | .
1 cogx)+ Sen(X)_u(u+1)_(ﬁ m) u; logo:

z dx Zl 1

1 cogx)+ sen(x) - u u+l

Utilizando as mudancas:

1 co9Xx)
1 co9qXx)+ sen(x)

u
=|ln —— +c=1In
u+1l

6.11 AplicacOes da Integral Inde nida

6.11.1 Obtencao de Familias de Curvas

Sejay = f (x) uma funcéo derivavel. O coe ciente angular da reta tangente ao gra co
de f no ponto (x;f (x)) éfqx). Inversamente, se um coe ciente angular é dado por



316 CAPITULO 6. INTEGRACAO INDEFINIDA

m = f {x), por integracdo determina-se uma familia de funcdes: y = f (x) + ¢, onde cé
uma constante arbitréria.

Exemplo 6.16.

[1] Obtenha a equacao de uma familia de curvas, sabendo que o ©e ciente angular
da reta tangente a cada curva, num ponto, é igual a menos duas vezes a abscissa do
ponto. Obtenha a equacéo da curva que passa pelo ponto(1; 1).

Temosy®=  2x; integrando:
Z
y = 2xdx = x%+ c:

No ponto (1;1),tem-sel=y(1)= 1+c entdo,c=2ey= Xx>+2.

[2] Em todos os pontos de uma curva y = f(x) tem-se quey®= x? 1. Obtenha
a equacao da curva, se esta passa pelo pontdl;1) e a reta tangente nesse ponto €
paralela aretax + 12y = 13. Temosy®= x? 1; integrando:

Z 3

yo=  (x? 1)dx=§ X + C:

, , 1 R
O coe ciente angular dareta: x +12y =13 é 17 e a reta tangente a curva no ponto

1 7 x3 7
1,1) é paralelaaestareta: — = y{1)= = 1+c¢logo,c= —ey’= = + —.
(L1)ep - YW=3 g Y3 T
x4 x2 7X
Integrando novamente: y = 1 2 + 17 + c(vermelho). Usando o fato de que y(1) =

5
ltemosc= ée

x* x2 7x 5
+

= + 4+ 2 .
o 2t1te @

Figura 6.2: Exemplo [2].
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6.12 Outras aplicacoes

Exemplo 6.17.

[1] A taxa de producdo de uma mina de cobre t anos apos a extracao ter comecado foi
calculada como R(t) = 50 te%!* mil toneladas por ano. Determine a produc&o total de
cobre ao nal do ano t.

SejaP = P(t) a producio total ao nal do ano t; entfo, a taxa de producdo éP°= Pqt);
logo, Pqt) = R(t) = 50 te®; integrando:
Z
P(t)=50 te®dt+ c=5000e""(0:1t 1)+ c:

Ao nal do ano zero a producgédo € zero; logo, P(0) = 0, donde obtemos ¢ = 5000;
portanto, a producdo total de cobre ao nal do ano t é dada por:

P(t) =5000€”! (0:1t 1)+ 5000:

[2] A temperatura de um liquido € 75°. Coloca-se o liquido em um depdsito cuja tempe-
ratura, mantida constante € igual a 25°. Passados5 minutos a temperatura do liquido
€ 5(°. Sabendo que a velocidade de resfriamento € proporcional a diferenca que existe
entre a temperatura do liquido e a do deposito, qual é a temper atura do liquido ap6s
15minutos?

SejaT = T(t) a temperatura do liquido no instante t, T(0) = 75° e T(5) = 50°. A
velocidade de resfriamento é proporcional a diferenca que existe entre a tenperatura
do liquido e a do depésito. Entdo, Tqt) = k(T(t) 25), k > 0. Devemos determinar
T(1).

£ T z
mdt =k Zdt+ c. Como dTZ= TYt) dt, entéo:
Tqt) B daT |
T Bt o (T 25

logo, In(T(t) 25)=kt+ c, entéo:

In(T(0) 25)=1In(50)=rc
In(T(5) 25)=1In(25) =5k + In(50);

donde k = %In(Z); logo, In(T(t) 25)=In(50 2 %) eT(t)=25+50 2 5; entdo:

T(15) = 31° 15

[3] (Lei de resfriamento de Newton) : A taxa de variacao da temperatura T = T(t) de
um corpo € proporcional a diferenca entre a temperatura ambi ente A (constante) e a
temperatura T = T(t), isto é:
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dT
G KA TOR k>0 ()
Para determinar T, integramos ( ) em relagéo at:
Z dqT Z
T A" k dt+c obtendo In(T A)= kt+c

logo, T(t) = A+ Ce K. Se atemperatura inicial € T(0) = To; entdo,C =T, Ae:
T@t)= A+(To A)e X

[4] (Crescimento populacional inibido) : Considere uma col6nia de coelhos com po-

pulacéo inicial No numa ilha sem predadores. Se a populacdoN = N (t) € pequena, ela
tende a crescer a uma taxa proporcional a si mesma; mas, quana ela se torna grande,

h& uma competicdo crescente por alimento e espaco e\ cresce a uma taxa menor. Es-
tudos ecolégicos mostram que a ilha pode suportar uma quanti dade méaxima de N;

individuos, se a taxa de crescimento da populacdo N é conjuntamente proporcional a

N eaN; N;logo:

dN

E:kN(Nl N); (k> 0): ()
Para determinar N, integramos ( ) em relacdo at, aplicando o método de fracdes
parciais:

’ dN —kzdt+c logo ! ZdI\|+Z dN = kt+ ¢
N(N, N) B O N N, N ’
e:
= + ¢
|n(N1 N) ktNl Cyi:
Como N (0) = No, ¢ = In("%;); entéo,
No
| = N kt+ In(———);
N N eNkt
logo, =0 donde:

N, N N; N
NoNq _
No+ (Nz Np)e Nikt’

N(t) =

qgue é uma funcdo logistica de populacao limite Nj.
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6.13 Exercicios
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1. Calcule as seguintes integrais usando a tabela e, em seguia, derive seus resulta-

dos para conferir as respostas:

z

@ x(x+3)(x+1)dx
z

(b)  (3x?+5)3dx

©
Xn
d) (x5 +1)2dx

(e) pY(x p§+ 1) dx
(X2 + 1)(2x2 2) dx
X3

3 2\2
@ pXVax

(f)

(h)

Z
(k) tg®(x) dx
z
()
z

P32 P2ax

(

(m)  10°dx

Z
(n)

Z
(o) 56 dx

z 1
(p) (9t r?) dt

Z p_
@ (pe+ ) dx

Z
n x

Z
(s)

& +4
ex

dx

Z
® (x>+2x%  1)dx

2. Calcule as seguintes integrais usando o método de substiticao:

7
@) @% dx

Z
3X
®) =i
Z
(© px+5dx
Z

dy
d p—
(d) b ay
Z

(e) y(b ay’)dy

Z 2
) P dx
x3+8
Z

6X
(9) B 92 dx
Z

dy
W bray

z P——
() x3 a+ bxtdx

Z
In(x) +2
X

) dx
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(k) sen(2x) co(2x) dx

() t9(5) seé(5) dx

cogax)dx
b+ sen(ax)
; ax
x(In(x))?
X3

(0) pﬁ dx

(m)

(n)

(p)  x% dx

arcse
@ )
5 2 1 vy
_¢
e +16

dy

0 dx
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Z
(s) sen( )
, 6 cog )
(t) & dx
(X2 +6x)2
() z dx
xIn(x)

vA garcsen (x)

(V) p———=dx
- 1 x?

(W) w dx

(x) ’ —p—cos(p_x D i
1+x

- 5

V) X dx
yz'%m

(z) 3 coq3*)dx

3. Calcule as seguintes integrais, usando as substituicoedladas:

Z

dx Y
(@ —p———; usex =
X x2 2
(b) ex+1;usex: In(t)

(c) p&; uset = px+1
x+1

@  p29X . usex = sen(t)
- 1 x2

dx _ P
(e) 1—+p—i,usez-1+ X

) le; usez =1+ QY
1+xs3

4. Calcule as seguintes integrais usando o método de integragé@o por partes:

Z
(@ xe*dx
Z
(b)  x?sen(x) dx

z X e*
(c) ] mdx
(d) e 'coqt)dt
z
(e) sen(In(x)) dx

Z

(H  arccog2x)dx
Z

(99 3cogx)dx
z

(h)  xarctg(x) dx
z

()  sec(x)dx
z

() (x 1)e *dx
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(K) Folx
Z 3

)  p——— dx

7 1 x?
(m)  xcoseé(x)dx

Z

(n)  xseqXx)tg(x) dx
A

(0) x3sen(5x)dx
Z

(p)  x*cog2x) dx
Z

(@ x*e dx
Z

N (x> x3+x)e *dx
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(s) x?senh(x)dx
(t) xargsenh(2x) dx

(u  x* *dx

x arcsen(x)

T &

(v)
(W)  xsecd(x) dx

(x)  In3(x)dx
Z

(y) P xIn (x) dx
Z

(z2) X P X + 1 dx

5 Calcule as seguintes integrais usando primeiramente o método de substituicao

e depois, integracao por partes:

Z

(@ " T+xtdx
Z

(b)  xcoqx*) dx
Z

(c) coqIn(x)) dx

z

d) e dx
z

(e) sen(pi)dx
z

f  x°e’dx

6 Calcule as seguintes integrais que envolvem poténcias de fin¢des trigonométri-

cas.

z ser?(x)

@ cost(x)
Z

(b)  tg®(x)sec(x) dx

dx

(c)  ser?(x)cos(x) dx

serr(x) dx

(@) cogx)

sen(x)
© g
Z

() (cotg?(2x) + cotgf(2x)) dx

@ z cost(x)
serf(x)

Z

(h)y  serf(ax) dx

dx
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Z
()  sen’(y)cosi(y)dy 0)

z sent(x) q
cos(x) X

5. Calcule as seguintes integrais, usando substituicdo trigonométrica:

- Z
“lm e, 0 %
(a)ZT X , 1+x2) 1 x2
dx
0) P ) S
z X X2 9 (1 x2 1+x2
dx Z
(c) —P—XZ 52 0 —pL
Z dx x2 x2 4
d) P VA
X2 7 7x3
z 7 (m) ar9)l dx
(©) 7 X 25 x? p
x2 (n)  ( 1+ x2+2x)dx
® 2X X2 d z
Z 3 e
16 9x2)2 (0) p———=dx
@ P ax IR
Z dx Xx+1
h ——— (P)  P==dx
i) " x7+2dx @ —p
X2 Xx2+4

6. Usando primeiramente o método de substituicdo simples, seguido do

meétodo de substituicdo trigopnométrica, calcule as seguintes integrais:

sen(x) dx (b z dx © z co9qx)

(a) 5 dx 5 —
(25 cog(x))2 x((In(x))2 4): 4 + ser?(x)

7. Completando os quadrados e usando substituicdo trigopnom étrica, calcule as se-
guintes integrais:

z dx z dx z X
7 3+8x 4x2 7 X2 x 1 7 X2 3x+4
0 pP—2" dx O P2 ax X+2
~ 1 x+3x2 7 IJ4X2+3X+1 0) r'x2+6x+34 X
2X dx
p:
© Z (X2+3X+4)2dx ©) 74X x2 3
dx 1 2x

d P (h)  Po——FgFm

X2+3x+5 2X X2+3



6.13. EXERCICIOS

323

8. Calcule as seguintes integrais, usando fra¢des parciais

Z

(@)
Z

dx
x3+8
4dx
(b) x4 1

(©) “rax dx
(x2+2)3
z x3 +3x
(d) ——n7dx
7 (x2+1)2
dx
(e) , A2
x2+x 1
O “oerpnr ™

x*+8x% x%2+2x+1

(9) dx

(x2+ x)(x3 +1)

dx
X+ 1)

X+1
(x2+4x +5)2 X
3+ x+1
X(1+ x?) X

x3+1
(x2 4x+5)2dx

(h)

(i)
z

0)
Z

(k)

9. Calcule as seguintes integrais:

Z

(@ co9x)In(sen(x)) dx
Z

(b) x5%dx
Z

(c)  x°cogx®) dx
Z

(d)  tg(x)sec(x) dx
Z

(e) coq3x)coq4x)dx
Z

X
() P dx

Z
()
Z

(m)
Z

(n)
Z

(0)
z
(P)
(@)
()
()
(t)
(u)

v)

dx
(X+1)(x2+ x+1)2
dx
x8 + x6
X+1
X2 x+1

dx
x4 3x3+3x2 x
X
x4 1
5% 3x%+2x 1
X4+ 9x2
x> +4x3+3%x% x+2
X5+ 4x3+4x
2X +2
X(X2+2X +2)2
dx
X3+3x2+7x+5
x> 3x+2
X3+6x2+5x
3x¥+ x2+x 1
x4 1

dx

dx

dx

dx

dx

dx

dx
p:
X>+4x+8

etp9 e dt

X2 +2 X
XBH3X2+A
X 3
X
(X2+2x+4)2
x4+ 1
X(x2+1)
sen(x) cog(x)
5+ cog(x)

dx

dx
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m X o %
( )Z(x+1)3 X L 02+9) x7+2
dx dx
(n) 5 (t) P
Z4x +12x 7 Z(x 1) x?+2x 2
2x+3 q dx
(O) x3+3 X X (U) 1+2 sen(x) cos(x)+ sen?(x)
z 3x? 4x+5 z 2cos(%)
(p) (X 1) (X2 + 1) dx (V) NPT ARY
X + sen(x)
z 3 Z 2
@ B W g
a x2+1 5 sec(x) + tg(x)
* P, 09 B ax
M g X (x+3) " x 1
10. Calcule as seguintes integrais:
@ O %
sen(x) co9X) 3+ co9Xx)
Z
(b) dx () cogqx) dx
sen(x) + cogx) sen(x) co9X)
11. Veri que, utilizando exemploz, se é verdadeiro ou falso que seP = P(x) é um
polindmio de grau n, entdo: P(x)edx=  ( 1) PO(x)e.
i=0
12. Em todos os pontos de uma curvay = f (x) tem-se quey®= cog2x) sen(x).
Obtenha a equacao da curva, se esta passa pelo pont0; 1) e a reta tangente nesse
ponto € perpendiculararetay x =0.
13. Em alguns estudos, a degradacdo ambiental produzida por detritos toxicos é mo-

delada pela equacéo de Haldane:

as _ as
dt b+ cs+ s?’

onde a; b; ¢ >0, S = S(t) € a concentracéo do substrato ( a substancia do residuo
na qual as bactérias agem). DetermineS = S(t).

Qual é a probabilidade dos circuitos continuarem funcionan do ap6s 600horas?



Capitulo 7
INTEGRACAO DEFINIDA

7.1 Intoducéo

Neste capitulo introduziremos a nocao de integral de nida, cuja origem foi a forma-
lizacdo matematica da idéia do calculo de areas de regides phnas delimitadas pelos
gra cos de funcgdes.

Observemos que somente "sabemos"calcular, efetivamentea area de regides limitadas
por segmentos de retas como retangulos, tridangulos ou composicdes destes.

Como motivacao, comegcaremos com um problema.

Problema: Sejamf; g : [a;d! R funcdes continuas.. Calcule a area da regido plana
R delimitada pelo gra co das funcfes continuas:

y=f(x) e y=9gkx); a x b

[a; b € chamado de

particdo de ordem n do intervalo [a;H se:

325



326 CAPITULO 7. INTEGRACAO DEFINIDA

A= Xg<X1<Xp<Illli<Xp 1<Xp=

Subdividamos o intervalo [a;lJ em n subintervalos, escolhendo os pontos da particao
P. Formemos os seguintes subintervalos:

Denotemos qualquer destes subintervalos por [x; 1;Xi], i variando de 1 até n. Seja

Xi = X; X; 1 0 comprimento do subintervalo [x; 1;Xi], | variando de 1 até n. Note
gue estes subintervalos ndo tem necessariamente o0 mesmo coprimento. Para cadai,
variando de 1 até n, consideremos o retangulo R; limitado pelas retas x = x; 1, X = X,
y="f(c)ey=9g(c) ondec 2 [xi 1;xi].

Figura 7.2: Subdivisdo da regiao.

Obtemos assimn retangulos R;. E intuitivo que a soma das areas dos n retangulos é
uma "aproximacao"da area da regido R. Sen é muito grande ou, equivalentemente, se
n cresce, entdo X; ou seja a base do retangulo correspondente é muito pequena e a
soma das areas dosn retangulos aproxima-se cada vez mais da area da regiaoR.

4

N

Figura 7.3: Subdivisao da regiao.
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A area de cadaR; éjf () 9(c)j Xi (base por altura); a somas, das areas dosn
retangulos é:

X1 . .
Sh= jf(c) o(a) x:
i=1
S, é chamada soma de Riemann da funcdojf  gj. Denotemos porj Xij 0 maior dos
Xi. A area de uma regido plana R delimitada pelo gra co das fungcbes continuas
y = f(x),y = g(x) de nidas no intervalo [a;H e pelasretasx = aex = bé:

. X] - -
AR)= lim- = jf(c)  gle) xi:
SR

E possivel provar, com rigor matematico que este limite semp re existe e é igual a area
de R; mais ainda, este limite ndo depende da escolha da particdo do intervalo [a;d ou
da escolha dos pontosg;.

Para mais detalhes veja a bibliogra a intermediaria e avang ada.
Exemplo 7.1.

[1] Calcule a area da regido limitada pelo gra co da funcédo y = f (x) = x2, 0 eixo dos x
e pelasretasx =0 ex = 1.

1

Figura 7.4: Area limitada por y = f (x) = x2.
O intervalo de integracéo é [0; 1], f (x) = x? eg(x) = 0; entdo:

h(x) = jf (x) g(x)j= x*

a) Consideremos a seguinte particdo de ordem4 de [0; 1]:
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x—0<x—}<x—}<x—§<x =1,
0 — 1— 4 2 — 2 3~ 4 4 — 4,
1 . . ~
Xi = g para cadai. Os subintervalos séo:
1 11 13 3
[0’ Z]’ [Z’E]’ [E’Z] e [Z’l]
1 1 3 N 1
Se escolhemosc; =0, ¢, = 7 C3 = > ec, = —, entdo, h(c;) =0, h(c) = I h(cs) =
9
h(cy) = 16 logo:
1 1 1 1 1 1 9 7
= - + - —+Z T+ —=__
5922 %7 721 1271
1 1 3
Se escolhemog; = 7 C = > C3= 2 ec,=1:
1,
0.25 05 0.75 1

Figura 7.5: Particao da regiao.

1 1 9
—, h(c) = 7 h(cs) = 16 h(cs) = 1; logo:

h(c) = 16’

1 1 1 1 1 9 1 15
Sy=- —+- —-+- —+- 1=—
4 16 4 4 4 16 4 32
E intuitivo que
7 15
o7 A(R) 2
b) Consideremos a seguinte particdo de ordem n:
2 3 n
Z0<Xp= —<Xp= —<Xgzg= —<unnnnnnnn<Xp,=-—=1
Xo X1 X - X3 = Xn n

1
4’
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1
Xi = —.
Seescolhemosx:—lc—zc—3 L
1—n,2—n,3—n, ............ ,Cn—n
s -1 1,1 2z, 1 %, .1
"“n N2 n n2 n n2 7 n
= % 1?+2%+3%+ 111+ n?
_(n+1)@Zn+1) .
6n2 ’
1 2 n 1
Se escolhemoss; =0,60= —,C3= —,eeeeuvennnns = :
1 2 n 3 n £n n

Entao:

Por outro lado:

lim
n! +1

entao:

6n?
d %
/
%
%
77
77
%
1
Figura 7.6: Nova particao da regido.
(n 1)2n 1) (n+1)(2n+1)
6n? AR) 6n? '
(n 1)@2n 1) im (n+1)2n+1) _ 1
6n2 S 6n2 -3
1
AR) = =:
(R)= 3

1).

329
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[2] Calcule a area da regi&o limitada pelos gra cos das fungé esf (x) = x3,g(x) =9 x e
pelas retasx =0 ex = 3.

3

Figura 7.7: Area limitada por f (x) = x3,g(x) =9 x e pelas retasx =0 ex = 3.
O intervalo de integracédo é [0; 3]; entdo:

h(x)=jf (x) 9(x)i=9x x5
sex2 0;3.
a) Consideremos a seguinte particdo de ordem6 de [0; 3]

1 3 5
Xo=0<Xx1= é<x2=1<x3: §<x4=2<x5= §<X6:3;

1 .
Xj = > para cadai.

1 3 5
Se escolhemos; =0, ¢, = é,cg,:l,c4: é,05:2 eCs = é,obtemos:
35 81 55
h(c)) =0, h(c) = §,h(03):8,h(c4): §,h(05)=10 eh(cs) = 3
e:
1 35 81 55 315
%=5 gr8r g0ty =g

b) Consideremos a seguinte particdo de ordem n:
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1 1 2 8
h(c)=3% = =S ,h(x)=3°= —,
(c) n (C2) n
Em geral:
e:
X X
Sy = h(c) Xj = 3 —
i=1 i=1
Lembrando que
X n(n+1)
i = >
i=1
temos:
81
Sn = Z

Entdo, a area procurada é:

AR)= lim S, = [im

n

h(c) =33 = = h(g)=33% =
(ca) ~5 h(c)=3°
i3
n3 ’
i3 3 X 34i i3
n3 n_ n2 n2
=1
i=1 4
n2

+1 4 n2
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7.2 Integral De nida

De nicdo 7.1. Sejamf uma funcao de nida no intervalo [a;ld, P uma particdo qual-
quer do intervalo [a; e ¢ um ponto qualquer em cada subintervalo de nido pela
particdo. A integral de nidade f de aaté bé denotada por:

e ]

)
f (x) dx

a

e de nida por:

—

f(x)dx = lim f(g) X
Ioxijt Oi:l

a

se o limite existe.

Observacéao 7.1.

1. Se o limite da de nicéo existe, € independente das escolhas feitas, como no caso
da de nicdo de area. Portanto, deve ter sempre um Unico valor .

2. Sef é continua e ndo negativa em [a; [ a de nicdo de integral de nida coincide
com a de nigdo de area da regido R delimitada pelo graco de f, pelas retas
X = a,X = be pelo eixo dosx (g=0):

Figura 7.8: A regiao R.

R=f(x;y)=a x b;0 y f(X)g

Neste caso teremos: =
b

AR)=  f(x)dx

a
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3. Os numerosa e bsdo chamados limites inferior e superior de integracéo.

De nicdo 7.2. Umafuncédo f de nidaem [a; é dita integravel em [a; d se suaintegral
de nida existe.

Algumas das provas deste capitulo serdo omitidas, pois fogem do objetivo destas no-
tas. Um leitor interessado pode recorrer a bibliogra a indi cada.

Teorema 7.1. Se a funcdof é continua em[a;, entdo € integravel em[a; .
Observemos que a reciproca deste teorema é falsa. Por exemyal, considere a funcéo:

1 se x2][0;1]
0 se x2(1;2

f(x)=

1 2

Figura 7.9: Gracode f.

f é descontinua, mas a regido limitada pelo gra co de f, possui area igual a 1 no inter-
valo [0; 1] e zero no intervalo (1;2]; logo, f € integravel.

Proposicao 7.1. Sef e gsdao fungbes integraveis em[a; f, entéo:

1. Linearidade da Integral. f + g éfuncéo integravelem [a;l, paratodo ; 2
Re:

— — —

<y Ly Ly

f (X)+ g((x) dx= f(x)dx+ g(x) dx

a a

2. Monotonicidade da Integral . Sef (x) g(x) em [a; ; entdo,

-— -—

Zp Zp

f (x) dx g(x) dx

a a
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3. jf j é integravel e:
pa b z b
f (x) dx f(x) dx

a a

4. Sejama < c < b ef uma funcao integravel em [a; c| e [c; { respectivamente. Entdo
f é integravel em [a; 4 e:
Z Z Z

f(x)dx = Cf(x)dx+ f (x) dx

a a c

Para a prova, veja o apéndice. Até agora conhecemos a de nicd e as propriedades
mais importantes da integral de nida. Mostraremos, a segui r, como calcula -la.

7.3 Teorema Fundamental do Calculo

Sejaf :[a;d! R uma funcdo continua. De namos a funcéo:
Z X
a(x) = f(t)dt

a
Por exemplo, sef (x) = cogx), entéo:
Z X
a(x) = coqt) dt = sen(x);
0

por outro lado observe que, g4x) = cogx) = f (x). Este fato pode ser generalizado. E o
gue estabelece o seguinte teorema.

Teorema 7.2. (Fundamental do Calculo). Sejaf :[a;d! R uma funcdo continua. A
funcéo:
Z X
g(x) = f(t)dt
a
€ derivavel em (a; b), e:

-
=

gAx) = f(x); ou; gqx) = xf (t) dt = f(x)

dx 4
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7.4 Construcéo de Primitivas

Este resultado implica que toda fungdo continua possui uma p rimitiva. Veja o apén-
dice.

Existem funcdes integraveis que ndo possuem primitivas (ndo podem ser continuas).
Por exemplo, a funcdo de nida por:

(
F(x) = 0 se x60

1 se x=0;

f ndo é derivada de nenhuma funcgéo:
Z X
g(x) = f(t)dt=0; paratodo x:

a

Corolario 7.3. Sef € uma funcéo integravel em [a; J e admite uma primitiva F(x) em
[a; b, entéo:

e 2

Zp
f(x)dx=F(b F(a)

a

Observacéo 7.2. O corolario nos diz que para calcular a integral de nida de um a fun-
cdo, basta procurar uma primitiva da funcao e avalia-la nos | imites de integracdo. A
integral de nida € um namero real.

Notacao:

b
F(x) =F() F():

a

Coroléario 7.4. Na hipotese do corolario anterior, temos:

Z b Z a
1. f(x)dx = f (x) dx.
a b

Za
2. f(x)dx=0.

a
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Corolario 7.5. Sejaf :1 ! Rcontinuae :J ! Rderivavel, | eJ sao intervalos
taisque (J) |I.Entdo:
Z
g(x) = f (t) dt
a

é derivavel e:

g)=f( () 1)
Exemplo 7.2.

Z
[1] A primitivade ~ sen(x®) dx é:
Z X
F(x) = sen(t®) dt:
0

De fato, F{x) = sen(x?).

0.4
0.3F
0.2}

0.1f

-2 -1 1 2

Figura 7.10: Gracode F = F(x).
Z
[2] A primitiva de e ¥ dx é:
F(x)= e %dt
YA 1

1
[3] Calcule 10€ + ﬁ_i dx.
0

Usando a linearidade, podemos escrever a integral como:
Z2 1 Z2 Z2 dx
10e?<+1g§ dx =10 e dx + ﬂ_i:

1 1 1
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Como:
Z z VA R—
_ 4 " x3
Fi(x)= €dx=¢€; eFyx) = éi%: x Fdx = 3
Logo,
Z 2 1 Z 2 Z 2 dX 2 2
10€°+ p— dx=10 e€dx+ B==10Fy(x) + Fa(x)
1 X 1 1 X 1 1
4
=10 Fi2) Ful) + 5 Fad) Fo(D)
=10(e? e+ g(gg 1):
Z o
[4] Calcule In(x) dx.
e
Utilizamos integracao por partes:
u=In(x) dv= dx
dx
du= — v=x;
Z
entdo: F(x) = In(x)dx = xIn(x) x; logo:
Z e2 e2
IN(x)dx = F(x) = ¢
e e
Z 1

[5] Calcule jsen( x )jdx.
1

Observamos quesen( x) 0se0 x lesen(x) Ose 1 x O
Z

sen( x )dx = COS(X)+c:
Logo, F(x) = cog x ),entéo:
Z, Z, zZ, 1 0
jsen( x )jdx = sen( x ) dx sen( x )dx = F(x) F(x)
1 1 0 1

0
=(F@) F@©@) ((FO F( 1)
4.
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Z,

[6] Calcule xIO 2x2 + 3 dx.
0

du
Seu=2x%+3, entéoz = xdx.

Z Z s P
_ 1 p_ uz (2x2+3)3
2 = — = = — N
X 2Xx?%+3dx 2 udu 5 5 +
P (2x2+3)3
Logo, F(x) = T;entao,
Z, P- P
xp2x2+3dx= F(1) F(@)-= > o —3:
0 6 2
[7] Seja:

82b

E t* dt se x6 1
f(x)=
2

Inl—3 se x= 1L
a

Veri que se f é continuaem 1.

X+1 xX+1

Calculando diretamente:  t*dt = + ¢. Logo, F(x) = ; entao:
- X+1 Xx+1
b +1 X+1
o) a
t*dt=F(b) F(a)= ——:
) B F@= ——7

Por outro lado, aplicando L'H6pital:

lim £ = lm (6 In(y  a** In(a)

f( 1)

logo, f é continuaem 1.

7.5 Integral De nida e os Métodos de Integracéo

Meétodo de Substituicao
Seu = g(x), entdodu = g{x) dx; logo,

-

L

Z 4

b
f (9(x)) gix) dx = f(u) du

a g(a)
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Integracao por Partes

-— —

Z, ya

f(x) g%x) dx = £ (x) g(x) . bg(X)f x) dx

a

Exemplo 7.3.

L . du
[1] No exemplo [4] da pagina anterior, zemos u = 2 x? + 3; logo, i xdx. Se:xx =0,
entdou = 3;sex =1, entdou =5. Assim:

lx 2x2+3dx—} spﬁdu—u—zs—is p—?’
0 4, 6, 6 2"
Zl
e dx
2] Calcul _—
[2] Calcule o X +4e+4

Fazamosu = €, entdoe* +4 e +4= u?+4u+4=(u+2)% Sex =0, entdou=1;se
x =1, entdou = e. Utilizando fragOes parciais:

Z Z
oedx T du 1 ° e 1
o & +4ex+4 | (U+2)2 u+2, 3(E+2)’
[3] Calcule X
o 1+0X
P ~ P dx «
Seu="x+1l,entdo x=u 1edu:ﬁ;logo,2(u 1)du = dx. Se:x =0, entao,
u=1;sex =4, entdo,u = 3. Assim:
dx (u 1) -
— =2 du=2 I =4 2In(3):
S TEPRT2 g dus2 U nGu) n(3)
Z,

[4] Calcule  xIn(x)dx.
1

Usando o método de integracao por partes temos: u = In(x) edv = xdx; entéo,
2

1 )
du= —dxev= X—. Assim
X 2

Z 2

x%In(x) %2

I dx = —:

xIn (x) dx > 7]

Logo:
Z, 2 4

x2In(x) %2 15
I dx = — =161In(2) —:
. xIn (x) dx > 7, n(2) 7
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Z

[5] Calcule 2 sen(2t) &V dit.
0

Como sen(2t) = 2 sen(t) coqt), fazemosx = sen(t); logo, dx = cogqt) dt. Set = 0, entédo

Xx=0;set= > entdox = 1. Assim:

z_ Z,
2sen2t)eWdt=2  xe‘dx:
0 0

Integrando por partes: u= x edv= € dx, entdodu = dxev = €, logo:

Z Z, . Z, .

2sen2t) eV dt=2  xe‘dx=2xe* 2 e&dx=2 xe & =2;
0 0 0 0 0

YA 3
[6] Calcule . dL
Pax x2+9°

Usaremos 0 método de substituicdo trigonométrica.

Sejax = 3tg( ); observamos que3tg( ) = 3e3tg( ) = 3, implicamem = 5 e
L ) . hdx _ cose¢ )
_4,dx—33e(,2;)d,entao,XHXZZJrg— 3 d. ;

3—9—7dx -1 Zcosecﬁ)d —}In —p—2+ 3.
Pax' x2+9 3 . 3 1+72°
Z a
[7] Veri que que r) dx = a sendo f tal que o integrando seja de -
aedie v t@ 0 2 “ J J
nido.
“a i
Sejal = dx. Fazendou = a x,entdodu= dx:
o F0+ (@ %) ,
0 a
| = f(a u) du = f(a x) dx:
a f(@a u)+f(u) o fa x)+f(x)
logo,
2I—Za T dx+Za fla x) dx—zadx—a'
S o fM+f@ % o fla )+f(x) " o 7
Z 2 2
Xidx
[8] Usemos [7] para calcular 7 ox+2
Z, X2 2 NG Z, %2

——————dx=2 ————dx=2 ——————dx=
0 X2 2x+2 X 0 2X2 A4x+4 X 0 X2+(x 2)2 X
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Considerampos f (x) = x? em [5].
1

[9] Calcule x arctg(x) dx.
0

Integrando por partes u = arctg(x), dv = xdx; entdo,du =
z 1

! Y=
x2arctg(x) * 171 x2

. xarctg(x) dx = — ; 5 X2+l dx:
Agora calculamos:
z 1 X2
0 X?+1
Integramos a funcé&o racional. Logo,
VA 1 2 vA 1 1 1
X2+l dx = . 1 N dx = x arctg(x) O:1 Z:
Ent&o:
Z
learctg(x)dx: XZthg(X); % 1 2 = %( 2):
d Z x
[10] Calcule X . (2t t+1)dt. Afuncdo f(t) = 2t> t+1 é continua em R, pelo

teorema anterior:
d 4
I (2t2 t+1)dt=2x> x+1:
0

. Z
[11] Calcule <Y sey = (5t +7)Zdt.
dx 3

Comof (t) = (5 t+7) 2> é continuaemR; (x) = x?éderivavelemRelm( ) Dom(f).
Pelo corolario anterior:

dy _ f((x) ) =2xf(x3)=2x(Bx2+7)%;

dx
Z 0 p YA 3x+2
[12] Calcule y°sey = t2+ 1dt + 12+ 1dt.
X 0
Como f (t) = P t2+1 é continuaemR, 1(X) = xe ,(X) = 3x + 2 sdo funcbes

derivaveis taisque Im( 1); Im( ) Dom(f), pelo corolario anterior:

V= () 200+ F( a00) 0= xZFT+3 ] @Bxr2II:
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[13] Seja:

Z
co dt
() = o 1+t2 o 1+t

Z

X[

X60:

Mostre que F (x) € constante em(1 ;0)eem(0;+1 ). Calcule tais constantes.

) ) dt N 3 1
i) SejaG(x) = . m,entao,F(x)— G(x)+ G ol
Pelo Teorema Fundamental do Calculo:
— 1 — 1 0 1 — .
GYx) = 1.2 © Fqx) = GYx) PG o =0;

(x80).Logo F{x)=0 eF(x)= ¢, sex> 0eF(x)= ¢, sex< 0.

1 gy
i =F(1)=2 = _-: | = _:
i) ¢ (2) LI+ 2,anaogamente,c2 >
[14] A funcdo :
Z X t 2
S(x) = sen — dft;
0 2

€ chamada deFresnel e aparece no estudo da difracdo de ondas de luz. Calcule:

O limite apresenta uma indeterminacao do tipo (g); aplicamos L'Hopital,

_ x2 O
SYx) = sen — logo:; )|(I!m07 = lim- 57 = §

Figura 7.11: Gra co de S(x).

[15] A fungao:
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ZX

erf (x) = 92: e Udt
0

€ chamadafuncéo erro. Calcule a derivada de:
1) xerf (x).
i erf (%0).

i) Pela regra do produto:

dx dx

if(t)=ePe (x)= pi; entdo,f( (x))= e Xe qx)= 5&_2 Logo:

X

d 2 _er
&erf(U)— p=f( (x) )= -t

1.0

- 0.5~

_10F

Figura 7.12: Gra co de erf (x).

Z
t2

[16] Calcule g°seg(x) = e U dt.
0

Denotemos por f (t) = e ¥ e (x) = x% entdo,f ( (X)) = f(x?) = e *;
logo: g9x) = 2 xe **.

E xerf (x) = erf(x)+ xierf (x) = erf (x) + gie X%

343
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1.0

0.5f

0.5f

-1.0r

Figura 7.13: Graco de ged°
Z .
[17] Sexsen( x ) = f (t) dt, onde f é uma funcéo continua, calculef (4).
0

Derivando a ambos os lados da igualdade:
Z 2

X

d — d . — 2\ -
&xsen(x)—& . f(t)dt ; sen( x) xcos(x)=2f(x)x:

Parax = 2,temos:sen(2 ) 2 cos(2 )=4f(4),logo 2 =41 (4). Entdo,f (4) =

E.
Aplicacao
Sejaf uma funcéo integravel sobre [ a;a]. Sef € uma funcéo par:
Z a Z a
a) f(x)dx=2 f (x) dx
a 0
Sef é uma funcéo impar:
Z
a
b) f(x)dx=0

a

De fato:
VA a Z 0 Z a Z a Z a
f(x)dx = f(x)dx+ f(x)dx = f(x)dx+ f (x) dx:
a a 0 0 0
Facamos a seguinte substituicdou = X, entao:
Z a Z a

f(x)dx = f( u)du:
0 0

Sef é uma funcgéo par, segue a) e s é uma funcéo impar, segue b).
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Exemplo 7.4.
tg(x) A _
[1] Caleule == 7~ dx. Afungao & impar, logo:
4 4
¢ g A
eraxier X0
Figura 7.14: Gra co da fungéo f (x) = __ kg
o X6+4x2+1
Z

1
[2] Calcule  (x*+ cog x )+ 1) dx.
1

Afuncgdo f (x) = x?+ cog x)+1 é par, logo:

Z Z,

1
(x?+ cog x)+1)dx=2 (x®+coq x)+1)dx=
1 (0]

wl oo

Figura 7.15: Gra co da fungéo f (x) = x2+ cog x ) +1.
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7.6 Exercicios

1. Calcule as seguintes integrais usando o método de substitiicao:
Z 4 Z,

2
@ " 2x+3dx M)  p——dx
7 1 Zo x3+1
3 1
(b) Stgf((xx)) X (n) € sen(€) dx
0
z' Z,
z 2e” + coqXx) X 2
(©) . & xsenx) ©) . (3x2 12x+1)40|X
g 1
d iei(gzz(z) o ® x2 & dx
0
Z Z, X
€)  sen(x) cogx) dx (a) ) st dx
Zol 1
e arcsen(x)
Q) p 2+ 1 dx (n ZO —W dx
by 1
(9) sen(x) In(coqx)) dx (s) 1—+d)|§:
ZO Zo pX
4 se(x) 8sen(’ x+1)
(h) e dx (® , —p—x T dx
Z, Py Z, 0
Q) 1%? dx U (x a) 2ax x2dx
le ZO‘ cogx)
i 100 2
0 20 (ex 1y ax V) ZO 6 5sen(x)+ ser?(x)
© 3 ' dx g W) 2 sen(In(x)) dx
0o eX+ 1 X
()} “e —pid_x o x2
2 X In(x) (x) . iy dx

2. Calcule as seguintes integrais usando o método de integracao por partes:

Z, V4

(@) xe *dx (©) . 3* coqx) dx
0

Z Z,

b) & sen(3x) dx d)  x‘e *dx
0 0
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Z, 0
€  xIn(" X)dx
YA 1
)] arctg(x) dx
0
Z 3
@ = p—dx
0 1 x
Z 2
(h) x coseé(x) dx
1

Nl

Xiexdx
o (x+1)2

(i)

() ’ x sedx) tg(x) dx
0
Z 4
(k) In (Io X) dx
Z',

0] coqIn(x)) dx

(m) (x> 1)e‘dx

3. Calcule as seguintes integrais:

Z

(@) i co9x) In(sen(x)) dx

YA 1
(b) X 5 dx

(c) x° cogx?) dx

@ tg(x) sed(x) dx
0
Z
(e) cog3x) cog4 x) dx

X dx
o " oTr A"

(f)

347

Z e

(0)  In3(x)dx

1

Z 2

®  coq” %) dx
z

(q) ) x sec(x) dx
Z,

(n arcsen(x) dx
z

s)  sed(x)dx
ZO

® X cog(Xx) dx
z 2

p_
(u) xIn (x) dx

(v) xarcsen(2x) dx
(w) : cos(x) dx

(x) xpx+1dx
1

Z 2 dx

‘p:
o X2+4x+8

ZIn(3) p
(h) ¢ 9 erdt
0

Z3 (x2 + 2 x) dx
» X2+3x% 4
z 1
(x 3)dx
o (X2+4x+3)?
Z2 (x*+ 1) dx
1 X(x2+1)
Z 4 (sen(x) cog(x)) dx
0 5+ cog(x)

(9)

(1)

()

(k)

()
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Z 1 2 YA 8
X< dx R_
(m) . x+1)° (s) . X(x 1)dx
N 2 dx ® Zu dx
(") ; 4x2+12x 7 2 2x+3
(0) ‘s (2x+3) dx 0 1 dx
. x3+3x 0 I (1+ x2)3
©) 3(3x% 4x+5) dx W Z 4 (2x2 + 1)dx
o (X 1)(x*+1) 2 (x+1)2(x+2)
tox3dx Za ! a2 x2
(a) o a1 (w) ) X mdx
0 21 P X dx ) z x dx
o X+1 o 4 cog(x)
4. Calcule as seguintes derivadas:
YA Z
d X 1 d e p_—
a) — (t?+1)3dt — 2
()dxo( ) (e)dxx 1+ t2dt
q %x 4 Ze
®) & . tsen(t) dt (f) & sen(t?) dt
z Z
d ~ *
il —  (2'+ t?)dt
© 4 : tin(t) ot @ g4 . 2+ 1)
d “*p—— d =% t
_ 4 -
(d) X 1+ t4dt (h) ax pﬁ
z

X

5. Sejaf uma funcdo continua em [a;HQ e suponha que f (t) dt = x, para todo
a

x 2 [a; 3. Determine f ea.

6. A seguinte funcéo € utilizada em Engenharia Elétrica:

A
*sen(t)
0 t

Si(x) = dt; (x> 0):

Determine os pontos extremos e esboce seu gra co.

Z
. 1 70 . . . .
7. Onumero = —— f(x)dx é chamado valor médio da fungdo f no intervalo

o]

a
[a; . Calcule o valor médio das fun¢des nos intervalos indicados:

=
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(a) f(x) = ser?(x);[0; ] (d) f(X)= 752, [0:1]
(b) f(x)=5codx):[ : ] (e) f (x) = P22 [0 5]
(©) f(x) = In(x);[1;2] () f(x) = x*e;[0;1]

8. Diga qual das integrais é maior, sem calcula-las:
Z 1 Z 1

(a) 1+x%2dxou  xdx
0 0

Z2 Z 2
() e dxou e dx.

1 1

9. Sejaa > 0e suponha quef é uma funcao continua no intervalo [ a;a]. Dena g
em|[ a;a]por: 7 ~

o= FMdt+  f( bt

0 0
paratodo x 2 [ a;al.

(a) Veri que que gYx) =0, paratodo x 2 [ a;a.

(b) Use a parte a) para veri car que g(x) =0, paratodox 2 [ a;al.
z 0 z X

(c) Concluaque: f(t)dt= f( t)dt
X 0

10. Calcule as seguintes integrais sem utilizar métodos de integracéo:

Z -
@ 10 O Bx0+ ser?(x) sen(Fg X7+ x5+ x3)
10 (X6 + x4+ x2+1)4 x4 + cogx)

dx; (b

11. Verique que paratodo n;, m 2 Z:
z
(a) sen(mx) cognx)dx =0

0 se n6m
se n=m

(b sen(mx) sen(nx) dx =

Z

(c) cogmx) cognx) dx = 0O se ném

Ss€e nNn=m
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18
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sen(x) se x O

R
Calcule  f (x)dx, ondef (x) =
1 cogXx) se x>0

Z
2(x)
Sejag(x) = f(t)dt,ondef :1 ! Reécontinuae ;:J! R saofuncbes
1(x)
derivaveis (i = 1; 2); 1 eJ intervalos tais que (J) |. \Verique que:
g0 = F(200) 200 f( 1) 1(%):
Z 2,
Calculegdx) seg(x) = 2 “dt.
X2+1
Z
Calculeg3) seg(x) = n dt.
X2
Z, Z,

Sejd :R! Rcontinua. Sabendoque f(t)dt=4,calcule f(5 2x)dx
3 1

Z,
Sejaf (x) = T
f(x) x,paratodo x> 0.
Z X

Esboce o gra co def (x) = 2te U dt
0

dt. Verique que f é uma funcdo continua impar e que




Capitulo 8

APLICACOES DA INTEGRAL
DEFINIDA

8.1 Aceleracao, velocidade e posicao
A relacao entre aceleragdo, velocidade e a posicdo de uma paticula pode ser obtida
utilizando diretamente o Teorema Fundamental do Célculo.

Suponhamos que uma particula move-se ao longo do gra co da fu ncdo com segunda
derivada continua x = x(t) com velocidade v = v(t), de classeC? e aceleracdoa = a(t)
em cada instantet.

~ . . dv
A aceleracéo da particula é:a(t) = —. Pelo Teorema:

dt
Z 4 dv
a(s)ds= —ds=v(t) v(to);
to t, ds
entao:
z t
Q) v(t) = a(s) ds+ v(to):

to

Logo, conhecendo a aceleragdo e a velocidade inicial da parfcula, podemos obter a

_ . . ] . d

velocidade em cada instante t. A velocidade da particula é: v(t) = d_)t( Pelo Teorema:

Z, Z, dx

v(s) ds= s ds= x(t) x(to);
to to S
entéo:
Z t
(2) x(t) = v(s) ds+ x(tp):

to

351
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D(t) = x(t) X(to) é chamado o deslocamento da particula. Logo, conhecendo a ve
locidade e a posicao inicial da particula, podemos obter sua posicdo em cada instante
t.

Um dos movimentos mais simples € quando a particula tem aceleracdo constante:
a(t) = ap, paratodo t.

E comum nas aplicacbes considerar que o tempo inicial sejat, = 0. Denotando a
velocidade e posicao inicial respectivamente por v(0) = vy e X(0) = Xq, obtemos:
De (1), temos:
z t
v(t) = apds= apt+ Vg
0
e de (2), temos:
Z t Z t
x(t) = v(s)ds+ Xxg = (apt + vp) ds+ Xg
0 0

Logo,
X(t) = %t2+ Vot + Xo:

Neste caso, conhecendo a velocidade e a posicao inicial da péicula obtemos sua tra-
jetoria.

No deslocamento vertical de uma particula, escolhemos o eixo dos y do sistema de co-
ordenadas para a posi¢ao. Consideramos para cima a parte po#tiva do eixo dos y. O
efeito da gravidade na particula € diminuir a altura bem como a sua velocidade. Des-
prezando a resisténcia do ar, a aceleragéo é constanta(t) = g,ondeg= 9:8m=sed
€ a aceleracdo gravitacional na superficie da terra. Entéo:

v(t)= 98t+vy e x(t)= 49t%+ vt + Xo;

x(t) medido em metros.

Exemplo 8.1.

[1] A velocidade de um foguete € de 1000km=h apds os primeiros 30segde seu lanca-
mento. Determine a distancia percorrida pelo foguete.

Primeiramente, fazemos a conversdo dekm=h para m=segmultiplicando pela fracado

1000
3600 donde obtemos:

1000 1000

m mzseg) =9 2259m288922
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Vo = 0; logo v(t) = 9:259t e obtemos:

D(30) =9:259 97002 4166:5m:

O foguete nos primeiros 30segpercorre uma distancia de 41685m.

[2] Se uma bola é jogada diretamente para cima a partir do chdo com velocidade inicial
de 96m=seg Determine seu deslocamento.

Primeiramente, xo = 0 e vy = 96; logo, v(t) = 9:8t + 96. A bola atinge sua altura

. ~ . f o 96
maxima quando v = 0; entdo, a altura maxima é atingida no tempo: t = 98 = 9:79seg
Logo, '

X(9:79)= 49 (9797 +96 9:79 = 4702m:

470.2

9.79

Figura 8.1: .

8.2 Caélculo de Areas

O célculo da area de uma regido plana pode ser feito via integral de nida. A seguir,
estudaremos as situagdes mais comuns.

Teorema 8.1. Sejamf; g : [a; ! R funcdes continuas. A area de uma regido plana
R delimitada pelo gra co das func¢des continuas y = f (x),y = g(x) e pelas retasx = a
ex = bé:

e 2

<y
AR)=  jf(x) g(x)jdx
a
Sef (x) 0eg(x)=0, paratodo x 2 [a; 1, entdo:
z b
A(R) = f (x) dx

a
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onde:

R=f(xy)=a x b0 y f(x)g

y=f(x)

a b

Figura8.2:R=f(x;y)=a x b;0 y f(x)g.

Sef (x) 0eg(x)=0,paratodo x 2 [a;H, entdo:

e ]

Zp

A(R) = f (x) dx

a

onde

R=f(x;y)=a x b;f(x) y Og

Figura8.3:R=f(x;y)=a x b;f(x) y O0Og

Sef (x) g(x), paratodo x 2 [a; 1, ent&o:

Z

A(R) = i f(x) g(x) dx

a

onde

R=f(x;y)=a x bygx) y f(x)g
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Figura8.4:R=f(x;y)=a x b;dgx) y f(x)g.

Sef(x) 9g(x),a x ceg(x) f((x),c x Dbentdo,R=R;[ R, onde:

Ri=f(x;y)=a x c;ox) y fXg| e
Ro=f(xjy)=c x b;f(x) y 9(x)g

e ]

L AN

A(R) = C f) g(x) dx+  g(x) f(x) dx

a C

Figura8.5:R = Ry [ Ra.

Exemplo 8.2.

[1] Se em 1970, foram utilizados 20.3 bilhdes de barris de petéleo no mundo todo e
se a demanda mundial de petréleo cresce exponencialmente a una taxa de 9%ao ano,
entdo a demandaA(t) anual de petréleo no tempo t é A(t) = 20:3€%%% (t =0 em 1970).
Se a demanda continua crescendo a uma taxa de9%ao ano, qual sera a quantidade de
petréleo consumida entre os anos de 1970 e 20127
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A quantidade de petréleo utilizada nesse periodo de tempo é a area sob a curva de
demandaentret =0 et =42.

Z 4 42

20.3 POt dt = 225:56e”9* = 9657:4:
0 0

Logo, foram consumidos 9657.4 barris de petrodleo.

L L L
10 20 30 40

Figura 8.6: A regido do exemplo [1].

[2] Calcule a area da regido limitada pelo eixo dos x e pelogracode y=4 X2,

Neste problema g = 0 e ndo séo dados claramente os intervalos de integracdo; masas
intersecbes com 0s eixos sao os pontos(0; 4), (2;0)e( 2;0).

! ? ' A

Figura 8.7: A regiao do exemplo [2].

Logo,R=f(x;y)2R?= 2 x 2, 0 y 4 x?g.Usandoo fatode que afungdo
€ par:

Z2 Zz x3 %32
A= (4 x)Hdx=2 (@ x)Hdx=2(4x §) = ua
2 0
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[3] Calcule a area da regido limitada pelo eixo dos x e pelogracode y =4 x* 5x2+1.
Determinemos a interse¢ao da curva com 0s eixos coordenados
i) Fazendo x = 0; entdo,y = 1; o ponto de intersecao é(0; 1).

i) Fazendoy = 0; entdo,4x* 5x?+1 =0, clarametentex = 1ex =1 sdo raizes do
polinémio; logo, 4x* 5x?+1=(x 1)(x+1)(4 x? 1);0s pontos de interse¢éo sdo

1 1
(1’ 0)! ( 1’ 0)! (E’O) e( é!o)
'3
E facil veri car que x = 0 é ponto de maximo local e x = 3 séo pontos de minimo
localdef.Logo,R=R; [ Rx[ Rzonde:
— . 2 _ 1 4 2 .
Ri=f(x;y)2R°= 1 X > 4x* 5b5x+1 'y Og;
1 1
R,=f(xy) 2 R?= 5 X 5 0 y 4x* 5x%+1ge
1
Ry = f(x)y) 2 R2:§ x 1, 4x* 5x’+1 vy Og:

Figura8.8: Gracode R=R; [ R, [ Rs.

Z 1 Z Z,
2 2
Logo, A = (Ax* 5x2+1)dx+  (4x* 5x%+1)dx (4x* 5x2+1) dx.
1 1

1
- - §.~ Ve E -~ - .
A funcao y é par. Usando a simetria da regido, calculamos a area da regi@® no primeiro
e quarto quadrantes e multiplicamos o resultado por 2:

2
A=2 (4x* 5x2+1)dx (4x* 5x2+1)dx =1ua:
1

0 2

[4] Calcule a &rea da regido limitada pelos gracosde y = x2ey = x + 2.
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-2 -1 1 2

Figura 8.9: A regido do exemplo [4].

Novamente neste problema nao séo dados, claramente, os intevalos de integracao.
i) Calculemos as intersecfes dos gra cos; em outras palavras, resolvamos o seguinte
sistema de equacoes:
y= X+2
y= xZ
ou seja, resolvamosx? x 2=0;temos:x = 1lex =2. Os pontos de intersecdo s&o
( L1)e(24).
i) Notemos que x +2 x2sex 2 [ 1;2]; logo:
Z 2 X2
— 2 —
A= (x+2 x°)dx= E+2x
1

2

3
- ua:
3 1

NI ©

[5] Calcule a area da regido limitada pelos gracosde y = x> x*ey= x> 1.

™/

Figura 8.10: A regido do exemplo [5].

i) Calculemos as intersecdes dos gra cos; em outras palavras, resolvamos o seguinte
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sistema de equacoes: (
y =x2 x4
y =x* 1
ou seja, resolvamosx® 1 =10;temos:x = 1ex = 1. Os pontos de intersecdo sdo
( 1,0)e(1;0).
i) Notemos que x?> x* x? 1sex 2 [ 1;1] utilizando a simetria da regi&o:
YA 1 Z 1

A= ( x*+1dx=2 ( x4+1)dx=§u:a:
1 0 5

[6] Calcule a area da regido limitada pelos gra cos das seguintes curvas: y? = ax,
ay=x?y>= axeay= x?sea> 0.Ascurvas sdo parabolas.

Figura 8.11: A regido do exemplo [6].

Pela simetria da regido, podemos calcular a area da regiao stuada no primeiro qua-
drante e multiplicar o resultado por 4.

i) Observemos primeiro que y? = ax ndo é funcéo dex.

i) Calculemos a intersecao das curvas, resolvendo o sistena:
( 2
ys = ax
x? = ay:

Entdo, x* = a?y?; logo x* a®x = 0, cujas raizes:x = 0 e X = a sdo os limites de
integracao.

i) A regido no primeiropquadrante, cuja area queremos calc ular € limitada superior-
mente pelafuncdoy = = aXx e inferiormente por y = ax?, logo:

Z -

2 p__ x? 2pa2x2 x3 & 4@

A=4 ax — dx=4 = ua:
0 a 3a 0 3
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[7] Calcule a &rea da regido limitada pelas curvas:y = x> x*ey=x® x.

Figura 8.12: A regido do exemplo [7].

(

i) Calculemos as intersec¢fes das curvas:

I
X X
w N
xX X

N

y
y
Ent&o, temos os pontosx =0x = lex=1.

ii) Determinamos a area de cada regido:

Ri=f(xxy)= 1 x 0;x2 x* y x} xg
R,=f(x;y)=0 x 1,x* x y x* x%
Denotemos por: A(R) = A(Ry) + A(R3), temos:
Z 0 Z 1 1
A(R) = x  x2+x3+ x* dx+ x+ x> x3 x* dx= Sua
1 0

Observacéo Importante

Muitas vezes os problemas cam mais simples de resolver se integramos em relacdo a
y e ndo em relacdo ax. Podemos repetir o processo de particdo num intervalo que ¢ a
no eixo dos y e a obtencao das somas de Riemann.

SejaR a regido plana limitada pela direita pela fungdo x = M (y), pela esquerda por
X = N(y) e pelasretasy = cey = d.
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N(Y) N\ <7 M(y)

s — I Cc /

Figura 8.13: .

Nao é dificil provar que se as fun¢des M (y) e N (y) sdo continuas em|c; d], entéo:
z d

A= M(y) N(y) dy

c

Por isso, para resolver os problemas de area € sempre indica® fazer o desenho da
regido correspondente.
Exemplo 8.3.

[1] Calcule a &rea da regido limitada pelas curvasy? =2 xey = x 4.

1) As intersecdes das curvas sao(2; 2)e(8;4).
y2

i) Sejamx = M(y)=y+4ex=N(y) = TR

Figura 8.14: A regiao do exemplo [1].

Entao: Z,

y2
A= y+4 — dy= —+4y
> 2

=18 u:a:
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Sugerimos ao aluno fazer este problema integrando em relacé a x, para "sentir"as
di culdades.

[2] Calcule a area da regido limitada pelas curvas 2y? = x +4 ey? = X,
i) As intersecdes das curvas sao4; 2) e (4; 2).

i) Sejamx = M(y)= y2ex= N(y)=2y? A4

Figura 8.15: A regidao do exemplo [2].

Entdo, pela simetria:
Z Z
2 2 32

A= [4 yidy=2 [4 ydy= —ua:
2 0 3

Exemplos Diversos

[1] Calcule a area da regido limitada pelos gracos de y = sen(x) ey = sen(2x) ,
0 x

Figura 8.16: A regidao do exemplo [1].
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Resolvendo sen(x) = sen(2x) = 2 sen(x) cogx) parax 2 [0; ],temos quex =0,x = 3

. 3 ) .
ex = . Aintersecao das curvas ocorre em(0;0), (§; 7) e (; 0). Dividamos a regiao
em duas:

Ri=f(x;y)=0 x g;sen(x) y sen(2x)g;

R2:f(x;y):§ X ;sen(2x) y sen(x)g:

Z Z

Entdo, A = i sen(2x) sen(x) dx+ sen(x) sen(2x) dx = gu:a.

0 3

[2] Calcule a &rea da regido limitada pelo graco das curvas: y = x> x*ey=x x*

05

Figura 8.17: A regido do exemplo [2].

Determinemos o intervalo de integracao, resolvendo o sistema:

(

y=x2 x*=x3(1 x?
y=x x*=x(1 x3:

Logo, x =0 ex = 1; entdo, o intervalo de integracao € [0; 1].

Z, Z,

[3] Calcule a &rea comum ax?+ y? 4xex?+y? 4.
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Figura 8.18: A regido do exemplo [3].

Determinamos o intervalo de integracao, resolvendo o sistema:

X2+y? =4x

Entdo,x =1l ey = P 3. A equacdox? + y? = 4x corresponde a um circulo de raio 2
centrado em (2; 0); de fato, completando os quadrados obtemos: (x 2)>+ y? = 4. Pela
simetria da regido, calculamos somente a area da regiéo:

f(x;y)=0 vy pf’;;l x 'z x2g

no primeiro quadrante (em verde) e multiplicamos o resultad o por quatro. Integrando
em relagéo ay:

Zp§p7 P—— " 8
A=4 ( 4 y?2 1ldy=4 y 4 y2 vy = — 2 3 ua
0 2 0 3

[4] Calcule a area da regido limitada pelos gra cosdascurvas:x =2y y?ey x 2=0.
Determinemos o intervalo de integracéo, resolvendo o sistema:
X 2y+y?= 0
y X 2= 0:
Entdo,y = 1ey=2. Aintersecao das curvas ocorre em( 3; 1)e(0;2).
Z, yz y3 2

9
A= 1(y y +2)dy= > 3 +2y ) 2u.a.
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Figura 8.19: A regido do exemplo [4].

[5] Calcule a area da regido limitada pelos gra cos das seguintes curvas: y = 7 x2
6x x3ey=4x.

y=7x%> 6x x3=x(1 x)(x 6);acurvaintersecta o eixodosx nos pontos (0;0),
(1;0) e (6; 0). Por outro lado, considerando y =7 x> 6x x3,temosy’=14x 6 3x?
ey®= 14 6Xx; entdo, os pontos criticos:

7+p§ o 7 3
3 3

sdo, respectivamente, de maximo local e de minimo local. Para obter as interse¢fes das
curvas, resolvemos o sistema:

(

y= 7x%2 6x x°
y= 4x;

logo, 7x> 10x x3= x(x 2)(x 5)=0;as curvas se intersectam nos pontos de
abscissasx =0,x =2 ex =5.

Figura 8.20: A regido do exemplo [5].
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A regido é subdividida em duas regides R; e R,, onde:

R;=f(x;y)=0 x 2,7x* 6x x3 vy 4xg;
R,=f(x;y)=2 x 54x vy 7x* 6x X0

Logo:
Z 2 VA 2
A= (10x 7x%+ x3)dx+ 7x*  10x  x3 dx
0 5
7x3 x4 ? 7x3 x4 °
—cy2 XX 2, X X7
R S I
16 63_ 253

3 4T Y

[6] Calcule a area da regi&o limitada pelos gra cos das seguintes curvas:y = x> 4x+4
ey=10 X2

-1 1 2 3

Figura 8.21: A regido do exemplo [6].

As curvas se intersectam nos pontos de abscissag = 1ex = 3; entao:

Z3 Z3 64
A= (10 x*> x*+4x 4)dx= (6+4x 2x%)dx= Zua
1 1

[7] Calcule a area limitada pela curva (y 2)> = x 1, pela tangente a esta curva no
ponto de ordenada y = 3 e pelo eixo dos Xx.
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-4 2 2 7]

Figura 8.22: A regido do exemplo [7].

Seyp = 3, entdo Xp = 2. A equacao da reta tangente no ponto (2; 3) é a equacao da reta
tangente éy = yqxo) (x  2) + 3; para obter y° derivamos implicitamente em relacéo a

x aequacdo(y 2)°=x 1 temos:2(y 2)y°=1.Noponto (2;3), temos:y42) = %;

logo, 2y x 4 = 0. Integrando em relacdo ay, teremos: x = M(y) = (y 2)?>+1,

Xx=N(y)=2y 4e

YA 3 YA 3
A= ((y 2%+1 @2y 4)dy= (y* 6y+9)dy=9ua:
0 0

[8] Determine a area da regido limitada pela curva:

a b>0.

Figura 8.23: A regido do exemplo [8].

As intersec¢des com os eixos saqa;0), ( a;0), (0;b) e (0; b). Como a curva é simeé-
trica em relacdo aos eixos coordenados, podemos calcular a éa da regido situada no
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primeiro quadrante e multiplicar o resultado por 4. Entdo, consideramos:
bP ————
y= (@ x93

no primeiro quadrante. A area desta regiao é:
Z
b P ——
A= — (a2 x?)3dx;
a o

fazendo a mudanca de variaveis: x = asen(t), temos0 t > edx = acogt) dt:

bZa z
A=— (@ x»3dx=ab cod(t)dt;
a3 .
usando a identidade cos!(t) = g+ COS; ., cosé t),
Z Zs 3 cog2t) cog4t) 3 ab
A=ab0 CO§‘(t)dt:ab0 st T, ot g di= = —ua
Aareapedidae: A=4S= % ua:

. - X .
[9] Calcule a soma das areas limitadas pela curvay = xsen 3 e o0 eixo dosx, sabendo
quex 2 [0;n a],sendon; a2 N.

/\

S

Figura 8.24: A regiao do exemplo [9].

Z a X z 2a X Z na X
A= xsen — dx xsen = dx+ znn+ (1) xsen — dx:
0 a a a (n 1a a
Vemos que A = Ap + i+ A, 1, onde Ay é a area limitada pela curva, o eixo dos X,

seka x (k+1)a ek=0;1:n 1, ouseja,

YA (k+1) a X
Ay = xsen — dx;
ka a
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. YA (k+1) a X -
considerando: Ay = xsen 3 dx , sek é impar. Integrando por partes temos:
ka

Z (k+1) a X
A = xsen — dx = (2 k+1) a® cos(k ):
ka

Logo, A= a?> (1+3+5+ ::+(2n 1)) = a’n? ua:,pois,1+3+5+ :::+(2n 1)
€ soma de termos de uma P.A.

R R

, N .. — R - —
[10] Calcule a area da regiao limitada pela astréide °x2+ * y2= "a2 a> 0.

As intersecdes da curva com os eixos coordenados saqa;0), ( a;0), (0;a) e (0; a).
Pela simetria da curva, calculamos a area da regido no primeiro quadrante e multipli-
camos o resultado por 4.

Figura 8.25: A regido do exemplo [10].

R R

Sejay= ‘a2 °x2 2. logo,

R

A=4 a? X2 2 dx:

0

Fazendo a mudancax = aser’(t), obtemosy = acos(t), dx = 3 aserf(t) cogt) dt;
entéo,

? a2 ? X2 2 dx = 3 a2 co(t) ser?(t) dt = 3 a2cod(t) (1 co(t)) dt:
logo:
’ 3a? Z 4 3a?
A= 5 2coq4t)+ coq2t)+2 cog6t) dt= e ua:
0

[11] Determine a area da regido limitada por: y= x>,y=2 x?ey=2x+8.

A regido D a qual devemos calcular sua area é:
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7N

Figura 8.26: A regiao D do exemplo [1].

Para calcular a area deD, vamos a calcular a &rea da regidoD ; a 