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Prefacio

Oriundo principalmente do estudo da mecénica e da astronomia, o Cdlculo, chamado
também Cidlculo infinitesimal, nasceu no fim do século XVII, com os trabalhos de
Newton ! e Leibniz 2. Hoje em dia, ele é usado em todas as areas da ciéncia, e funda-
mental nas areas da engenharia.

A presente apostila contém a ementa da matéria Cdlculo I, como ensinada no De-
partamento de Matematica da UFMG. Ela tem como objetivo fornecer ao aluno um
conhecimento basico dos conceitos principais do Calculo que sdo: limites, derivadas e
integral. Ela também prepara o aluno para as outras matérias que usam Calculo I nos
cursos de ciéncias exatas (fisica e matematica) e engenharia, tais como Calculo II e III,
EDA, EDB, EDC...

A apostila comeca com um capitulo sobre fundamentos, fazendo uma revisdo de varios
conceitos basicos em principio j& conhecidos pelo aluno: equacgbes, inequagdes, plano
cartesiano e trigonometria. A partir do Capitulo 2, o conceito de fungdo é introduzido.
A nocdo central de lsmite é abordada no Capitulo 4, e a de dertwada no Capitulo 5.
O resto do texto é sobre o objeto central desse curso: a nogdo de integral, o Teorema

Fundamental do Cdlculo, e as suas aplicagdes.

O texto contém bastante exercicios, cuja compreensdo é fundamental para a assimi-
lagdo dos conceitos. As solugdes, as vezes detalhadas, se encontram num apéndice.

Essa apostila estd em fase de elaboragdo. Qualquer sugestdo, critica ou corregdo é bem
vinda: sacha@mat.ufmg.br.

Agradeco as seguinte pessoas pelas suas contribuigdes, correcdes e sugestdes: Euller
Tergis Santos Borges, Felipe de Lima Horta Radicchi, Fernanda de Castro Maia, Marina
Werneck Ragozo, Mariana Chamon Ladeira Amancio, Pedro Silveira Gomes de Paiva,
Toufic Mahmed Pottier Lauar, Prof. Carlos Maria Carballo, Prof. Fabio Xavier Penna
(UNIRIO), Prof. Francisco Dutenhefner, Prof. Hamilton Prado Bueno, Prof. Jorge
Sabatucci, Profa. Viviane Ribeiro Tomaz da Silva, Prof. Viktor Bekkert.

1Sir Isaac Newton (Woolsthorpe-by-Colsterworth, 4 de janeiro de 1643 — Londres, 31 de margo de
1727).
2Gottfried Wilhelm von Leibniz (Leipzig, 1 de julho de 1646 — Hanéver, 14 de novembro de 1716).
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Capitulo 1

Fundamentos

“A good course 1s a course with many stupid questions.”

Wendelin Werner, medalhista Fields 2006

“Quem faz uma pergunta boba fica com vergonha 5 segundos. Quem
nao pergunta nada fica bobo para sempre...”

Um faxineiro do ICEx, 2008

Cdlculo lida com fungbes de uma ou mais varidveis reais. Portanto, ele necessita de
uma compreensdo boa das principais propriedades dos niimeros reais, € suas manipu-
lagdes na resolugdo de problemas elementares.

Esse capitulo contém lembretes sobre a aritmética elementar dos nimeros reais, as-
sim como a descrigdo de certos conjuntos do plano cartesiano, como retas e circulos.
Nado pretendemos dar uma exposi¢do completa sobre esses assuntos, mas apenas
lembrar alguns fatos e estabelecer notagbes a respeito de coisas elementares conhecidas
pelo leitor.

A matéria desse capitulo serd usada constantemente no restante da apostila: é impor-
tante o leitor verificar que ele consegue fazer todos os exercicios.

1.1 Numeros reais

O conjunto dos ntimeros reais, R, pode ser visto como o conjunto dos pontos da linha
real, que serdo em geral denotados por letras mintsculas: z,y, s, t,u, etc. R é munido
de quatro operagdes aritméticas basicas: adigdo (+), subtracdo (—), multiplicacao
(x ou -) e divisao (=, ou simplesmente /).

Lembremos a importancia de dois nimeros com papel relevante com respeito a adigdo e
multiplicagdo. Primeiro, o elemento 0 (“zero”) é talque z+0=0+z=2,2-0=0-2 =0

para todo z. Um real z diferente de zero serad as vezes chamado de nao-nulo.

Por outro lado, o elemento 1 (“um”) é tal que -1 = 1.z = z para todo z € R. E
importante lembrar que a divisdo por zero nao € definida. Portanto, simbolos do tipo

3



CAPITULO 1. FUNDAMENTOS

z/0 ou 0/0 ndo fazem sentido. No entanto, 0/z = 0 para todo z # 0.

Os subconjuntos de R serdo em geral denotados usando letras maidsculas. Por exemplo,
A = {0,1,2} & o conjunto que contém os trés niimeros reais 0,1 e 2, e B = (0,2) é o
intervalo aberto que contém todos os reais entre 0 e 2 (ver abaixo). O conjunto dos
nimeros naturais é !

N:={1,2,3,...},

e o conjunto dos inteiros é
z:={...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}.

As operagdes entre conjuntos sdo: intersecao (N), uniao (U), diferencga (\). O con-
junto vazio serd denotado por @.

1.1.1 Equacgoes do primeiro e segundo grau

Considere a equagdo do primeiro grau:
144z = 7. (1.1)

Resolver essa equagdo significa achar o(s) valor(es) da varidvel z para os quais a igual-
dade em (1.1) é verdadeira. Esse conjunto de valores serd denotado por S e chamado
conjunto de solugoes. A resolugdo é bem conhecida: isolando z obtemos uma {nica
solugdo z = —2. Portanto, o conjunto das solugdes de (1.1) é S = {—2}.

Considere em seguida a equagao do segundo grau:
?=9. (1.2)
Aqui, sabemos que existem duas solucdes, z = ++/9 = +3, logo S = {+3, -3}.
Agora, j& que um niimero negativo ndo possui raiz quadrada, a equagao
T2 = —4
ndo possui nenhuma solugdo real: S = @. Finalmente,
2 =0
possui uma fnica solugdo: S = {0}.

Um outro jeito de entender (1.2) é de escrevé-la z> — 9 = 0 e de fatorar o polinémio
z2 — 9, obtendo um produto de dois fatores:

(z—3)(z+3)=0.

”

1 Ao longo da apostila, o simbolo “:=” serd usado para definir um objeto. Por exemplo, A:={z € R :
z? > 1} significa que A é definido como o conjunto dos niimeros reais cujo quadrado é maior que 1.

4
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CAPITULO 1. FUNDAMENTOS

Para o produto de dois fatores (aqui, z — 3 e = + 3) ser zero, é necessario que pelo
menos um deles seja nulo. Se for o primeiro, £ — 3 = 0, entdo =z = 3. Se for o segundo,
z+3=0, logo £ = —3. De modo geral, para z ser solu¢do de uma equagdo da forma

(z —a)(z—pB) =0, (1.3)

pelo menos um dos fatores, (z — a) ou (z — B), deve ser igual a zero, o que implica
z = a ou z = f. Portanto, o conjunto das solugdes de (1.3) é dado por S = {«, £}

Olhemos agora para a equagao do segundo grau da forma geral
ar’ +bz+c=0. (1.4)
Se a = 0, essa equagdo é do primeiro grau,
bz +c=0,

e a sua unica solugdo é dada por z = —£ (supondo b # 0). Isto &, S = {—{}. Por outro
lado, se a # 0, entdo dividindo (1.4) por a, e completando o quadrado obtemos:

0o=z’+2z+s=(z+2)P° - (&) +<.

Portanto,

(24 %) = (m) — £ =5
Defina A:=b% — 4ac. Se A < 0, ndo tem solugdes: S = @. Se A > 0, podemos tomar a
raiz quadrada em ambos lados dessa iltima expressdo, e obter

$+%:i§.

Isto é,
Tr =

—biVA (1.5)

Resumindo: quando a # 0, o conjunto das solugdes de (1.4) é dado por

%) se A < 0(zero solugbes)
S=49{32 se A = 0 (uma solugio)
{~t/A1  se A > 0(duas solugdes) .

Exercicio 1.1. Resolva as seguintes equagoes.

1.1-z=1 4. (z+D)(z-7)=0 7.1=0
2. 22 =1 5, 2= 8. 6z° — 1 = 3z(1 + 2z?)
8. 2=z+1 6. T = z? 9. (z+6)(z+1)=1

Exercicio 1.2. Ezxiste um tridngulo retdngulo de drea 7 e de perimetro 127
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CAPITULO 1. FUNDAMENTOS

1.1.2 Ordem e intervalos

Existe em R uma relagdo de ordem: dois reais z,y podem ser comparados usando os
seguintes simbolos:

e z =1y “zéigual ay”,

o z # y: “z é diferente de y”,

e z > y: “r é maior ou igual a y”,

e z > y: “r é estritamente maior que y”,
e z < y: “z € menor ou igual a y”,

e z < y: “z é estritamente menor que y”.

A ordem permite definir subconjuntos elementares de R. Por exemplo, os reais nao-
negativos R, sdo definidos por

R.:={z € R:z > 0},

(leia-se: “o conjunto dos niimeros reais z € R tais que z seja > 0) e os reais positivos
por
* . .
RY:={z € R:z > 0}.
Podem também ser definidos conjuntos particulares chamados intervalos. Comegare-
mos com os intervalos limitados. Se a < b sdo dois ntimeros reais, o intervalo fechado

é definido como
la,b:={z € R:a <z <b}.

Leia-se: “[a, b] é definido como o conjunto dos niimeros reais z tais que z seja maior ou
igual a a, e menor ou igual a b”. O intervalo aberto é definido como

(a,b):={z eR:a <z <b}.

Observe que (a,b) pode ser considerado como obtido a partir de [a,b] retirando as
extremidades: (a,b) = [a,b]\{a,b}. Definam-se também os intervalos semi-abertos (ou
semi-fechados)

[a,b):={z€eR:a<z<b}, (a,b={z€R:a<z<b}.

Graficamente, representaremos esses intervalos da seguinte maneira:

b <~

a b ¢ d e

Ty ed T @n -

Introduziremos também intervalos ndo-limitados: os semi-infinitos fechados
(—o0,ali={zeR:z<a}, [c,+o0)={zcR:z>c},

e os semi-infinitos abertos
(—0,a)={z€R:z<a}, (c,+o0)={z€R:z>c}.

Por exemplo,

Versdo 1.0 (16 de fevereiro de 2013). Sugest8es, criticas e corregdes: sacha@mat.ufmg.br



CAPITULO 1. FUNDAMENTOS

R

<

(—o0, a] (¢, +0)

Observe que “400” e “—00” ndo sdo numeros reais propriamente ditos; +oo (respec-
tivamente —oo) & somente um simbolo usado para representar a idéia (meio abstrata)
de um niimero maior (respectivamente menor) do que qualquer real z.

Exercicio 1.3. Simplifique as expressées, usando as notagdes introduzidas acima.

1. A={z eR:z*> <4} 5. E={z:z<2}U|0,+00)

2. B={z:z>0}n{z:z <1} 6. F=1[1,2]N(—00;1]

3. C={z:z<1}n{z:z <0} 7. G=1[0,1]Nn[0,z] N[0, 3] N[0, z]N...
4. D={z:z>1}n{z:z < -1} 8. H=10,11U[1,2]U[2,3]U[3,4]U...

1.1.3 Valor absoluto

Informalmente, o valor absoluto de um ntmero real z, denotado por |z|, representa o
seu “valor equivalente positivo”. Por exemplo, |5| =5, |—3| = 3, e |0| = 0. Formalmente,

T sez >0
|z|:= (1.6)
—r sexz<0.

Por exemplo, com essa defini¢do, ja que —3 < 0, temos | — 3| = —(—3) = 3. Observe
que por definicao,
z| <a<= —a<z<a<=1z€[q,q]. (1.7)

Exercicio 1.4. Quats das expressoes abaizo sdo verdadeiras (para qualquer z)?

Justifique.
2
Vri=1z, T =z, VI2=|1|.
Usaremos o valor absoluto para definir a distancia entre dois nimeros reais:

d(z,y):=|z —yl.

1.1.4 Inequacoes e sinal

Considere a inequagdo do primeiro grau:
2—-2zr>1. (1.8)

Como antes, “resolver” essa inequagdo significa achar todos os valores de z para os
quais a expressdo em (1.8) se torne verdadeira. Por exemplo, z = 0 é solugdo, pois
o lado esquerdo vale 2 —2-0 = 2, que é > 1. Mas em geral uma inequagdo pode
possuir mais de uma solugdo, as vezes possui infinitas solugdes. O conjunto de todas as
solugdes, também denotado por S, pode ser calculado da seguinte maneira. Primeiro,

7
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CAPITULO 1. FUNDAMENTOS

o conjunto S das solugbes ndo é modificado ao adicionarmos (ou subtrairmos)
expressées tguais em ambos lados de uma inequac¢do. Assim, adicionando 2z em
cada lado de (1.8), obtemos

2>1+2z.

Podemos em seguida subtrair 1 em ambos lados:

1>2zx.

2

Agora, o conjunto S das solugbes ndo é modificado ao multiplicarmos (ou di-
vtdirmos) ambos lados de uma tnequagdo por um niumero positivo. Assim, dividindo
ambos lados da inequagdo 1 > 2z por 2 obtemos % >z,istoéz < % Assim, qualquer
real £ menor ou igual a ; torna a desigualdade em (1.8) verdadeira. Logo, S = (—oo0, 1].

Observe que (1.8) pode também ser resolvida subtraindo 2 em ambos lados,
-2z > —1. (1.9)

Passando —2z para o lado direito e —1 para o lado esquerdo obtemos 1 > 2z, o que
equivale a
2z < 1. (1.10)

Vemos que (1.10) é obtida a partir de (1.9) trocando os sinais (i.6. multiplicando
ambos lados por —1), e trocando o sentido da desigualdade.

Exemplo 1.1. Resolvamos agora uma inequagdo do segundo grau:
> —3z+2>0. (1.11)

Primeiro, o polindmio do lado esquerdo da desigualdade em (1.11) pode ser fatorado:
2 —3z+2 = (z — 1)(z — 2). Assim, (1.11) é equivalente a

(z—1)(z—-2)>0. (1.12)

Observe agora que para o produto de dois numeros ser > 0, eles tém que ser ambos
ndo-nulos e ter o mesmo sinal. Portanto, a resolugdo de (1.12) passa pelo estudo do
sinal de £ — 1 e z — 2. Isso pode ser feito como em (1.8). Por um lado, z — 1 < 0 se
z<l,z—1=0sez=1ezxz—1>0sezxz >1. Poroutrolado,z—-2<0sez <2,
r—2=0sezxz=2,ex—2>0sez > 2. Isso pode ser resumido nas duas primeiras
linhas da seguinte tabela:

1 2
z—1 - 0+ +
T — 2 - - 0 +
(z—1)(z—2) + 0 - 0 +

A terceira linha foi obtida multiplicando os sinaisde z —1ez—2: (z—1)(z —2) > 0 se
z<l,(z—-1)(z—2)=0sez=1,(z—-1)(z—-2)<0sel<z<2,(z—1)(z—-2)=0
sez=2,e(z—1)(z—2)>0sez>2 Assim, S = (—o00,1)U(2,+00) da todas as
solugbes de (1.11).

Versdo 1.0 (16 de fevereiro de 2013). Sugest8es, criticas e corregdes: sacha@mat.ufmg.br



CAPITULO 1. FUNDAMENTOS

Exercicio 1.5. Resolva as seguintes inequacgoes.

1.z2>4-5 6. -z >1+2z 11. z%(z+7) <0
2. 3z < 1 7.
TSEE oz 12. 13 -2 242> 0
3. -8z <3 -4z 8. x>z
13. 2% — <
4. 10>10—¢ Gl o it & & —a@rd) <0
5.2°>1 10. =2z +10x —12<0  14. z <22

Exercicio 1.6. Quantos numeros inteiros n existem tais que 3n — 1 <5n —2 < 47?
Exercicio 1.7. Quantos niumeros primos p existem tais que 0 < 2p—-3 < p+ 87

Podemos também resolver inequagdes que envolvem valores absolutos:

Exemplo 1.2. Resolvamos
|z -2 >3. (1.13)

Sabemos que pela definicdo do valor absoluto,

T —2 sex > 2,
|z — 2| =
—T+2 ser <2,

Logo, a resolugdo de (1.13) passa pela resolucdo de duas inequagdes mais simples. A
primeira é
r—2>3,istoézxz>5,

e deve ser considerada somente para os z tais que £ > 2. Isso d4 um primeiro conjunto
de solugdes: S; = [5,+00) (0s reais que sdo ao mesmo tempo maiores ou iguais a 5 e
maiores ou iguais a 2). A segunda é

—r+2>3,istoéz < -1,

e deve ser considerada somente para os z tais que z < 2, o que d& um segundo conjunto
de solugdes S; = (—o0, —1]. Assim, o conjunto de todas as solugdes de (1.13) é dado
por S =S5;USs: S =(—00,-1]U[5,+00).

Um jeito mais geométrico (mas equivalente) de resolver o problema é de escrever (1.13)
como: d(z,2) > 3. Assim, podemos interpretar as solugdes de (1.13) como sendo os
reais z cuja distancia ao ponto 2 é maior ou igual a 3, que sdo todos os reais a esquerda
de —1 ou a direita de 5: S = (—o0, —1] U [5, +00).

Exercicio 1.8. Resolva as seguintes inequacgoes.

1. |z +27/>0 4. 3<[3—1x Ti=—5 20
2. lz—2/<0 5 2z —3Jg|—4>0 8 ;+55<1
3. |2z +3|>0 6. |2 —1] <1 9. %> 2.
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Estudar o sinal de uma expressao que depende de uma varidvel z significa deter-
minar os valores de = para os quais a expressdo é positiva, negativa, ou nula.

Exemplo 1.3. Estudemos o sinal da expressdo z3 + 3z%. Como z* + 322 = z?(z + 3),
o sinal da expressdo inteira é obtido a partir dos sinais das partes 2 e = + 3.

-3 0
2 + + 0 4+
T+ 3 - 0 + +
z*(z + 3) - 0 4+ 0 +

Assim vemos que z° + 322 & > 0 (estritamente positiva) se z € (—3,0) U (0,00), ela é
< 0 (estritamente negativa) se ¢ < 0, e € =0 (nula) se z € {—3,0}.

Mais tarde resolveremos inequagdes onde aparecem, e estudaremos o sinal de outras
expressdes, como funcdes trigonomeétricas, raizes ou logaritmos.

Exercicio 1.9. Estude o sinal das sequintes expressoes

1.5+ 3. (z —5) 5. 2t22-18
2. 5+ z? 4. 2°-5 6. (z+1)]2z — 1 — 22|

1.2 O plano cartesiano
O plano cartesiano, em geral denotado por R?, é o conjunto dos pares P = (z,y) de

reais, ¢ e y, chamados respectivamente de abscissa (ou primeira coordenada) e
ordenada (ou segunda coordenada).

y °P:(£B,y)

| &

O conjunto dos pontos cuja primeira coordenada é nula, isto é, o conjunto dos pontos
da forma P = (0,y), é chamado de eixo y, ou eixo das ordenadas. O conjunto
dos pontos cuja segunda coordenada é nula, isto é, o conjunto dos pontos da forma
P = (z,0), é chamado de eixo z, ou eixo das abscissas. Os eixos z e y formam duas
retas perpendiculares, e dividem o plano em quatro quadrantes:

2° 1°

3° 4°

Mais explicitamente, em termos das coordenadas,
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CAPITULO 1. FUNDAMENTOS

e °={(z,9):2 >0,y >0}, o 3°={(z,y): 2 <0,y <0},

.20:{($:y):$§0)y20}) 040:{($,y)m20,y§0}

Se P=(z,y) e @ = (2/,¢'), a distancia Cartesiana entre P e @ é calculada usando
o Teorema de Pitagoras:

E
el &
“x(f?\@)

[,fi— Al

z—

Exercicio 1.10. Descreva os seguintes subconjuntos do plano em termos das suas
coordenadas cartesianas.

1. Semi-plano acima do eizo z,
2. semi-plano a esquerda do eizo ¥,
3. quadrado de lado 1 centrado na origem (com os lados paralelos aos eizos),
4. reta vertical passando pelo ponto (2,0),
5. reta horizontal passando pelo ponto (—3,—5),
6. reta horizontal passando pelo ponto (13,—5),
7. faiza vertical contida entre o ewzo y e a reta do item (4),
8. circulo de raio 1 centrado na origem.
9. disco (cheio) de raio 2 centrado em (1,—2).
1.2.1 Retas

J& vimos, no Exercicio 1.10, como expressar retas horizontais e verticais. Uma reta
vertical & o conjunto formado pelos pontos (z,y) cuja primeira coordenada z é igual a
um ntamero fixo a € R; a sua equagao se escreve: T = Q.

Yy
< equagao da reta: T =a

T

(2,0)

Por outro lado, uma reta horizontal é o conjunto formado pelos pontos (z,y) cuja
segunda coordenada y é igual a um ntmero fixo b € R; a sua equacao se escreve: y = b.

11
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CAPITULO 1. FUNDAMENTOS

< equacao da reta: y = b
(0,0)

[ }]

As retas horizontais e verticais sdo descritas por somente um pardmetro (o “a” para
uma reta vertical, ou o “b” para uma reta horizontal). Para as outras retas do plano,
que ndo ficam necessariamente paralelas a um dos eixos, € preciso usar dozs parametros,
m e h, chamados respectivamente inclinagao (ou coeficiente angular) e ordenada
na origem, para especificar a dependéncia entre z e y:

y=mz+h.

e - equagdo dareta: y=mz+ h
inclinacdo: m -

ordenada na origem: h
\ z

O significado da inclinagcdo m deve ser entendido da seguinte maneira: partindo de um
ponto qualquer da reta, ao andar horizontalmente uma distancia L para a direita, o
deslocamento vertical da reta é de mL. Por exemplo, para uma reta de inclinagdo %

(observe que todo os tridngulos da seguinte figura sdo semelhantes),

Se a inclinagdo é negativa, entdo o deslocamento vertical é para baixo.

Se P = (z1,y1) € @ = (22, ¥2) sdo dois pontos de uma reta ndo vertical de inclinagéo

m, entdo
270 g (1.14)

Lo — 1
Essa relagdo pode ser usada também para calcular a inclinagdo de uma reta.

Exemplo 1.4. Procuremos a equagdo da reta r que passa pelos pontos P = (—1,3) e

Q - (3’0):

12
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Como r ndo é vertical, a sua equagdo é da forma y = mz + h. A inclinagdo pode ser
calculada usando (1.14): m = 30_*((_32) = —2_ (Pode também observar que para andar de
P até @), é necessario andar 4 passos para a direita, e 3 passos para baixo, logo m = _73)
Portanto, a equagdo é da forma y = —%a: + h. Falta achar A, que pode ser calculado
usando o fato de r passar pelo ponto P: 3 = —2.(—1) + h (daria na mesma usando o

ponto Q). Assim, h = %, e r é descrita pela equagdo:

y=-3z+2.

Ao multiplicarmos ambos lados por 4 e rearranjando podemos a equagdo da reta da
seguinte maneira:

3z+4y—9=0.
Essa é a forma genérica da reta. Em geral, qualquer reta pode ser descrita na forma
générica,

ax+by+c=0,

em que a, b, c sdo constantes. Se a =0 e b # 0, a reta é horizontal. Sea #0e b=0, a
reta é vertical. Se a # 0 e b # 0, a reta é obliqua.

Exercicio 1.11. Considere a reta r do Exemplo 1.4. Escolha alguns pares de pontos

P e @ em r, e verifiqgue a formula (1.14). Ache os valores de = e y para que 0s
pontos R = (z,100) e T = (6,y) pertencam a .

Exercicio 1.12. Determine a equag¢do da reta que passa pelos pontos dados.

1. (0,0), (1,1) 4. (1,-2), (-1,3)
2. (—2,1), (100, 1)
3. (—3,-21.57), (—3,3) 5. (333,227), (—402, —263)

Exercicio 1.13. Faca um esbogo, no plano cartesiano, da reta descrita pela equacdo
dada.

l1.ri:z=4 3. r3:z4+2y=0
2. ry:y=-3/2 4. T4 y=2z—3

Observe que retas paralelas tém a mesma inclinagao.

Exercicio 1.14. Dé a equag¢do da reta r', paralela a r, que passa pelo ponto P.

1. r:y=5z+2, P=(-1,5). 2.r:4x—-3y+6=0, P=(3,-5).

Exercicio 1.15. Mostre que se r; tem wnclinagdo m; # 0, e ro tem wnclinagdo

ms = ——1, entdo 1 e r5 sdo perpendiculares.

mi?
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Exercicio 1.16. Determine quais das sequintes retas sao paralelas ou perpendicu-
lares.

r:2c4+y—1=0, r:z+2y+1=0, 7r3:y=2rx—3, 7r,:3x+6y—3=0.

Em seguida, esboce as retas e verifique.

1.2.2 Circulos

Considere o circulo ? -y de centro C = (1,2) e de raio R = 2:

Y

Por definicdo (ver o Exercicio 1.10), v é definido pelo conjunto dos pontos P cuja
distancia euclidiana a C é igual a 2: d(P,C) = 2. Isso significa que as coordenadas (z, y)
de P sdo ligadas pela seguinte expressdo: \/(:r —1)2 4 (y — 2)? = 2. Equivalentemente,
v é descrito pela seguinte equagdo:

(z— 172+ (y—2)7°=4.

Observe que, expandindo os fatores (z — 1)? e (y — 2)?, essa ultima expressdo pode ser
escrita na forma genérica:

T2+ y* -2z —4y+1=0.
Em geral, um circulo de raio R > 0 centrado em C = (zq, o) é descrito pela equagdo
(z —20)’ + (y — %)’ = R. (1.15)
Um problema classico é de achar o centro e o raio a partir da forma genérica.
Exemplo 1.5. Considere o circulo 7y descrito pela sua equagdo genérica
*+y*+62-8y=0. (1.16)

Para achar o seu centro e o seu raio, completemos os quadrados: z? +6z = (z+3)? — 9,
y?—8y = (y—4)*—16. Logo, (1.16) pode ser escrita como (z+3)>—9+(y—4)*—16 = 0,
isto é:

(z+3)°+(y—4)P°=25=5.

Portanto, v é centrado em C' = (—3,4), de raio R = 5.

2As vezes, o que chamamos aqui de circulo corresponde a circunferéncia em outros textos de
matematica elementar.
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Exemplo 1.6. Considere z2+2z+y?+2 = 0. Completando o quadrado e rearranjando,
obtemos (z + 1)? + y* = —1. Como “—1” ndo pode ser escrito como um quadrado, esta
equagdo ndo representa um circulo (e na verdade, ndo existe nenhum par (z, y) que seja
solucdo).

Exercicio 1.17. Determine quais das equagdes a segquir definem um circulo.
Quando for o caso, calcule o centro e o raio.

1. 22+ (y+1Y =9 8. z?+y? =6z 5. 22 +y?+22+1=0

2. 2 +y?=-1 4 P+’ +T+y+1=0 6. 2®=y>+1

1.3 Trigonometria

A trigonometria estabelece relagdes precisas entre os angulos e os lados de um trian-
gulo. Definiremos as trés fungdes (mesmo se a prépria nogdo de fun¢do serd estudada
no préximo capitulo) trigonométricas elementares, sen (seno), cos (cosseno) e tan (tan-
gente), e daremos as suas propriedades bésicas. Nos préximos capitulos olharemos mais
de perto as propriedades analiticas dessas fungdes.

1.3.1 Medir angulos no plano

Para comegar, é importante escolher uma unidade (como “metros” para comprimentos,
ou “litros” para volumes) para medir um angulo determinado pela abertura entre duas
retas. Descreveremos as duas unidades mais usadas, graus e radianos.

Os angulos serdo medidos a partir de uma reta horizontal, em sentido antihordrio.
A abertura minima, naturalmente, é definida como valendo zero, qualquer que seja a
unidade. O que precisa ser definido é o valor do dngulo total. Se o angulo for medido
em graus, esse angulo total é definido como valendo 360 graus:

360°

00

Uma vez que o angulo total foi fixado, a medigdo dos outros se faz proporcionalmente:
a metade do angulo total vale 180 graus, o dngulo reto mede 90 graus, etc. A vantagem
dessa unidade é que varios angulos bastante usados em geometria tomam valores inteiros:
30, 60, 90, 180, 270, etc.

15

Versdo 1.0 (16 de fevereiro de 2013). Sugest8es, criticas e corregdes: sacha@mat.ufmg.br



CAPITULO 1. FUNDAMENTOS

120° 20 60°

150° 30°

180° 360°

210° 330°

240° 00 300

Observe que apesar da posigao do angulo total coincidir com o angulo nulo, eles devem
ser considerados como distintos.

Um outro jeito natural de medir dngulos parte da seguinte idéia: desenhe o circulo de
raio 1 centrado na origem e, partindo do ponto (1,0) (que corresponde a um angulo
de 0), ande ao longo do circulo no sentido antihordrio. Quando tiver percorrido uma
distancia igual ao raio do circulo (isto é, 1), o dngulo correspondente é definido como
sendo de 1 (um) radiano:

—

A 0
1

Observe que o angulo total corresponde a circunferéncia de um circulo de raio 1: 2.
Em geral, nessa apostila, os angulos serdo medidos em radianos. Se a medida de um

angulo em graus é o, e em radianos é a,, a conversdo se faz da seguinte maneira: como
o angulo total mede 360 graus e 2 radianos, temos 3¢ = 22, Portanto,
r

0 =
180 T

= —0U,, O r = T2 . 117

ag=-_—o T (1.17)

Assim, verifica-se por exemplo que um angulo de 90 graus corresponde a 5,90 = 7 =

1.57... radianos.

Exercicio 1.18. O ponteiro dos seqgundos de um relogio mede 20 centimetros. Qual
distdncia a ponta desse ponteiro percorreu depois de uma hora e 15 minutos?

Um angulo negativo serd interpretado como medido no sentido horario:

+o
-

1.3.2 Seno, cosseno e tangente

Para poder definir as ligagdes entre os angulos e os lados de um triangulo, é necessario
fazer umas simplificagées. Trabalharemos com um tridngulo retangulo, isto é, que
possui um angulo reto. Considere entdo o seguinte tridngulo ABC, retangulo em C:
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B
c
a
o
A b C

Com respeito a a, b é chamado de cateto adjacente, a de cateto oposto, e c de
hipotenusa.

Se dois lados forem conhecidos, o terceiro pode ser calculado usando o Teorema de
Pitagoras, e o valor do angulo o é determinado. Como qualquer tridangulo semelhante
a ABC tem os mesmos angulos, a é determinado uma vez que um dos quocientes

1

%, ou 7 for conhecido. A ligagdo entre a e esses quocientes é chamada respectivamente
seno, cosseno e tangente de o, e denotada por

a b a
seno:=—, cosa:=-, tana:=-.
c c b

Observe que a seguinte relagdo sempre vale:

tana = (1.18)

Em alguns casos simples, sen o, cos o e tan o podem ser calculados “manualmente”.

™

Exemplo 1.7. Considere a = 7 (= 45°). Para calcular sen 7, cos 7 e tan 7, considere-
mos o seguinte tridngulo:

\/§ T 1
A

1

, tanZ=2=1.

Exercicio 1.19. Montando em cada caso um tridngulo apropriado, calcule sen 7,

s s us n us
cos 3, tan 3, sen ¢, cos ¢, tan ¢.

Faremos agora uma generalizagdo, que permitird enzergar melhor os trés ntmeros
sena, cosa e tan, e que serd também 1til para considera-las como funcdes de uma
varidvel real, a partir do préximo capitulo.

Para tanto, usaremos um tridngulo cuja hipotenusa é de tamanho ¢ = 1. Isto é, o
ponto B do triangulo da figura acima é posicionado no circulo de raio 1 centrado na
origem, chamado circulo trigonométrico. As fungdes trigonométricas podem entdo
ser medidas efetivamente olhando para os comprimentos da seguinte figura:
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. B o

b2 I

B

1 Q
a
Cos &

Observe como sen o, cos a € tan o« mudam a medida que B se movimenta ao longo do
circulo. Em particular, B pode dar uma volta completa no circulo, o que permite esten-
der as funcdes trigonométricas a qualquer angulo ® 0 < a < 27, e também para valores
maiores ou até negativos. Os sinais das fungdes trigonométricas mudam dependendo
do quadrante ao qual B pertence:

20 1°:
cosa<0 |cosa>0
tana <0 |tana > 0
3°: 4° .
cosa<0 |cosa>0
tana > 0 |tana <0

Varias propriedades podem ser obtidas a partir do circulo trigonométrico. Por exemplo,
observe que a e —a tém o mesmo cosseno, mas que ao transformar o em —a, 0 seno
muda de sinal. Portanto,

cos(—a) =cosa, sen(—a)= —senca, tan(—a)=—tana. (1.19)
Todas as identidades do seguinte exercicio podem ser obtidas de maneira parecida,

olhando simplesmente para o circulo trigonométrico.

Exercicio 1.20. Prove as itdentidades:

cos(m —a) = —cosa, sen(m—a)=sena, tan(m—a)=—tano. (1.20)
cos(m+a)=—cosa, sen(m+a)=—sena, tan(m+a)=tana. (1.21)
cos(; —a) =sena, sen(; —a)=cosa, tan(j—a)=cotana. (1.22)
cos(5 +a)= —senca, sen(; +a)=cosa, tan(j+a)= —cotana. (1.23)

1

A cotangente, definida por cotan a:=;_—, apareceu naturalmente.
an o

3A tangente tem um problema nos miltiplos de % (ver mais adiante).
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Exercicio 1.21. Complete a seguinte tabela

graus | 0 | 30 | 45 | 60 | 90 | 120 | 150 | 180 | 210 | 240 | 270 | 300 | 330 | 360
T T T T 27 B T L% 3T 51 1T
rad |06 | g ls )55 |6 | Tl |5 |5 |5 |75 |27
sen 0 ? 1 0
cos 1 7 0 —1 1
tan 0 1 %] 0 0

1.3.3 Identidades trigonométricas

As identidades do Exercicio 1.20 deram algumas ligacdes entre seno, cosseno e tangente.
O Teorema de Pitagoras d4 também a relagdo

cos’a +sena = 1. (1.24)
Provaremos agora a identidade
sen(a + B) =senacos B+ cosasenf. (1.25)

Apesar desta valer para &dngulos o e B quaisquer, suporemos que «, 8 € (0, ), e usare-
mos o seguinte desenho:

1 ) E .’-,ED
o= >

Observe que sen(a + ) = d(A,C) = d(A, B) + d(B,C). Usando o ponto E (projegdo
ortogonal de A no segmento OD) e olhando para o tridngulo OF A, temos d(O, E) =
cosf e d(A,E) = senf. Observe também que o dngulo BAFE vale a. Portanto,
d(A,B) = d(A,E)/cosa = senf8/cosa e d(B,E) = d(A, B)sena. Por outro lado,
d(B,C) = d(O, B) sen &, mas como

d(0, B) = d(0, E) — d(B, E)
=cosfB —d(A, B)sena

sen
=cosf — 'Bsena:cos,B—sen,Btana,
COs &
temos
sen
sen(a + B) = + sen a(cos B — sen Btan a)
Cos &
2
sen sen‘ o
= ﬂJrsenacosﬂ—sen,B
Cos & cos o

=senacosf +senfcosa,
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o que prova (1.25).

Exercicio 1.22. Prove as identidades (dica: todas podem se deduzir a partir de
(1.25) e de algumas identidades do Ezercicio 1.20):

sen(a — B) =senacos B — cosasen (1.26)
cos(ae + B) = cosacos B — senasen (1.27)

tano + tan 8
t = 1.28
an(a + 5) 1—tanatan g ( )
cos(a — ) = cosacos B + sen o sen f (1.29)

tana — tan 8
ta - p) = . 1.30
n(a—F) 1 +tanatan B (1.50)

Exercicio 1.23. Prove as identidades:
sen(2a) = 2sen . cos o (1.31)
cos(2a) = cos® @ — sen®a = 2cos’a — 1 = 1 — 2sen’ (1.32)
sen o
fan & = ————. (1.33)
1+ cosa

Exercicio 1.24. Calcule a equagdo da reta r que passa pelo ponto (2,—1), cujo
dngulo com a horizontal € 1gual a 60°.

Exercicio 1.25. Resolva:

1. cosz =0 4. senz = sen’z 7. |cosz| < %

_1 2 3 _ 1
2. senc = 3 5. sen“z + Ssenz =1 8. (cos;p-|-sen;z;)2:5
3. senzT = coszc 6. senz > 1 9. sen(2z) =senc.
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Capitulo 2
Funcoes

O conceito de fung¢do serd o principal assunto tratado neste curso. Neste capitulo dare-
mos algumas defini¢es elementares, e consideraremos algumas das fungdes mais usadas
na prética, que sdo as fungdes trigonométricas e as poténcias (exponenciais e logaritmos
serdo estudadas no préximo capitulo). Também comegaremos a falar de grdfico de uma
funcdo desde a Secdo 2.2.

A nogdo de fungdo aparece quando uma grandeza depende de uma outra. Por exemplo:

e Uma particula evolui na reta. A trajetdria é uma funcdo que da a sua posigdo em
funcdo do tempo:
t— z(t).

e O volume e a superficie de uma esfera sdo duas fungdes que dependem ambas do
raio:

3

T e, r— 4mr?.

e Um gés estd contido num recipiente hermeticamente fechado, de temperatura fixa
mas de volume varidvel. A pressdo no recipiente é fungdo do volume:

v — p(v).

2.1 Definicao e Exemplos

Como visto acima, uma funcao f (de uma varidvel real) & um mecanismo que, a um
nimero real z, chamado entrada (ou variavel), associa um ftinico niimero real con-
struido a partir de z, denotado f(z) e chamado saida (ou imagem). Essa associagdo
costuma ser denotada:

z— f(z).
Neste curso, a entrada e a saida serdo ambos nimeros reais. Veremos em breve que
cada fungdo precisa ser definida com um dominzo.

Exemplo 2.1. A fungdo “multiplicagdo por dois” z — 2z (por exemplo 3 — 6, —13 —
—26), a fungdo “valor absoluto” z — |z| (por exemplo 3 — 3, —13 — 13), a funcdo
“quadrado” z + z* (por exemplo 3 — 9, —13 — 169), e a fungdo “valor inteiro”
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z — |z], onde |z] é o maior nimero inteiro menor ou igual a  (por exemplo 3 +— 3,
1.5 — 1, —3.1415 — —4), sdo todas bem definidas para qualquer real z € R.

Exemplo 2.2. Para definir a fungdo “inverso”, z — %, € preciso evitar uma divisdo por
zero, isto é, somente pegar uma entrada z € R\ {0}. Assim, a fungdo f(z) = 1 é bem
definida uma vez que escrita da seguinte maneira:

FiR\{0} >R
T <.

Do mesmo jeito, para definir f(z) = %+, é preciso excluir os valores em que o denom-
z2-17
inador é zero:

fiR\{-1,+1} 5 R
T +—

T
z2-1"

Os dois ultimos exemplos mostram que em geral, uma fung¢do deve ser definida junto
com o seu dominio, que da os valores de = para os quais f(z) é definida. O dominio

serd em geral denotado por D:
f:D—>R
z— f(z).
O dominio serd importante para garantir que f(z) seja bem definida. Mas as vezes,

poderemos escolher um dominio particular somente por razbes especificas, ou pelas
exigéncias de um problema.

Exemplo 2.3. As fungles trigonométricas encontradas no Capitulo 1 podem ser con-
sideradas como fung¢dbes no sentido acima. O seno, por exemplo, associa ao angulo «
de um tridngulo retéangulo a razdo do lado oposto sobre a hipotenusa: a — sen . Aqui
vemos que, pela origem geométrica do problema, é necessario especificar os valores pos-
siveis de a: para o tridngulo ser bem definido, o dngulo precisa tomar valores entre 0 e
7 (de fato, é delicado falar de “lado oposto” para um angulo nulo ou maior que 7). Para
indicar que a fungéo assim definida pega a sua entrada no intervalo (0, %), escreveremos

sen:(0,7) =R

a— Senao.

No entanto vimos que, usando o circulo trigonométrico, o seno de qualquer angulo
(mesmo negativo) pode ser definido, o que permite extender ele a reta real inteira:

sen: R— R
o seno.

[}

A funcdo cosseno se define de maneira andloga. Mas, com a tangente, uma restrigdo
necessaria. De fato, tan a = =22 e, a divisdo por zero sendo proibida, a tangente ndo

cos o

definida para angulos a € R tais que cosa = 0. Logo (veja o Exercicio 1.25),

[N}

tan: R\ {Zkm kcZ} - R
a—tana.
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Exemplo 2.4. A func¢do raiz. Seja a € R, e considere a equagdo
Z2=a. (2.1)

Sabemos (ver Segdo 1.1.1) que se a < 0, essa equagdo ndo possui solugdes, se a = 0 ela
possui a unica solugdo z = 0, e se a > 0, ela possui duas solugdes: z = ++/a € 2 = —\/a.
Nesses dois tltimos casos, quando a > 0, definiremos a funcao raiz de a como sendo a
solugdo positiva de (2.1), isto é, +4/a. Quando a < 0, a fungdo raiz de a nio é definida.
Assim, a fungdo raiz = — f(z) = /z é bem definida somente quando z > 0, o que se
escreve da seguinte maneira:

FiR, >R
T— T.

Por exemplo, para achar o dominio da fungdo /1 — z, é necessario que 1 — z > 0, isto
é, que z < 1. Logo,

f:(-00,1] = R
T v1—2x.

Exercicio 2.1. Determine os dominios das sequintes funcgoes:

ae a:2+3lT40 5. 1711;z 9. 122 13. colsa:

2. L 6. VT —1 10. 22 14. y/senz

3. |z —1f 7. z? — 1 11. oz —1-z2 15 Vz— &

4. S 8. — 1 12, == 16. \/1 -1+ 22

2.1.1 Limitacao

Vimos que a fungdo f(z) = % é bem definida quando z # 0, mas observemos agora o

que acontece com f(z) para os valores de z perto de 0. Por exemplo, para os valores de
z positivos z = 0.1, z = 0.01, ...

1 _ 1 _ 1 1 _
L =10, =100, &&7=1000, ... , seososer = L000000O ....

Assim, vemos que a medida que z > 0 se aproxima de zero, % atinge valores posi-

tivos arbitrariamente grandes. O mesmo fenémeno acontece para os valores de z < O:
% atinge valores negativos arbitrariamente grandes. Diz-se que a fungao é ndo-limitada.

Uma fungdo f com dominio D é dita limitada superiormente se existir um niimero
finito M, tal que
f(z) <M, VzeD.

Por outro lado, f é dita limitada inferiormente se existir um ntmero finito M_ tal
que
f(z)>M_ VzeD.

Se f for limitada inferiormente e superiormente, entdo ela é limitada.
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Exemplo 2.5. A fung8o seno é limitada. De fato, pela definicdo (olhe para o circulo
trigonométrico), —1 < senz < 1. Aqui podemos pegar M, =1, M = —1.

Exemplo 2.6. Como visto acima, a fungao % ndo é limitada, nem inferiormente nem

superiormente. Por outro lado, z% ndo é limitada superiormente, pois pode tomar valores
arbitrariamente grandes a medida que = se aproxima de zero. No entanto, como 5 >0,
ela é limitada inferiormente (podemos escolher M = 0, ou M = -3, ou qualquer
outro nimero negativo).

Do mesmo jeito, a fungéo f(z) = "5 (Exemplo 2.2) € ndo-limitada, pois toma valores
arbitrariamente grandes (negativos ou positivos) quando z se aproxima de +1 ou —1.

Exemplo 2.7. Considere f(z) = mfil. Observe que f é sempre ndo-negativa, e que o

numerador é menor do que o denominador para qualquer z: z2 < z2 + 1. Logo,

z? m2+1_
2+1 " 22+1

0< fz) = 1,
0 que prova que f é limitada (por exemplo com M =0, M, =1).

Exercicio 2.2. Determine quais das fung¢des abaizo sdo limitadas.

2 1 z—1
1.z 8 o T e e
2. tanz 4. \/11_7 6. z+senc

2.2 Grafico

Um dos nossos objetivos é de entender, pelo menos de maneira qualitativa, a dependén-
cia de uma funcdo f(zr) em relacdo & sua varidvel z. Uma jeito de proceder & de
representar a fungdo no plano cartesiano, via o seu grdfico. O gréafico permite extrair a
informacdo essencial contida na fungdo, de maneira intuitiva, pois geométrica.

Seja f uma fungdao com dominio D. Esbogar o grafico de f consiste em tragar todos
os pontos do plano cartesiano da forma (z, f(z)), onde z € D. Por exemplo, se f tem
um dominio D = [a, b],

— )

i i
T T

|
|
!
!
|
|
i
a T b

Ao z varrer o seu dominio [a, b], o ponto (z, f(z)) traga o grafico de f.

Exemplo 2.8. Retas ndo-verticais sdo graficos de um tipo particular. Por exemplo,
se f(z) = 5 + 1 & considerada com o dominio D = [0, 2), o seu grafico € um pedago da
reta de inclinagdo 7 com ordenada na origem igual a 1:
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Y
o
— T
0o <z 2
Exemplo 2.9. Fagamos o esbogo da fungdo f(z) = |z|, com dominio D = [-1,2].
Lembre que pela definigdo de valor absoluto em (1.6), |z| =z sez >0, e |z| = —z se

z < 0. Portanto, o grafico de f é: 1) entre —1 e 0, a reta de inclinagdo —1 passando
pela origem, 2) entre 0 e 2, a reta de inclinagdo 1 passando pela origem:

f(z)

Q]+ - - -
N

1 |

Os dois graficos acima eram compostos essencialmente de retas. Vejamos agora um
exemplo um pouco diferente.

Exemplo 2.10. Considere f(z) = z? com D = [-2,2]. Como esbogar o grafico?

Por exemploa 08 pOIltOS (O,f(O)) = (O)O)’ (Lf(l)) = (1’1)a € (_%)f(_%)) = (_%)%
pertecem ao grafico. Tragando o grafico completo:

f(z)

)
|
|
—2 z 2
A curva obtida, chamada parabola, serd usada iniimeras vezes nesse curso.

Observacao 2.1. Um dos objetivos desse curso é de poder entender as principais pro-
priedades de uma fungdo pelo estudo do seu grafico. A nogdo de derivada (ver Capitulo
5) serd de importancia central nesse desenvolvimento.

No entanto, o grafico da fungio z? acima foi feito com um computador. Primeiro, o
computador escolhe pontos entre —2 e +2, digamos -2 < z; < -+ < x, < 2, e calcula
as posigdes (z;, f(z;)). Em seguida, ele traga a linha poligonal formada pelos segmentos
ligando (z;, f(z;)) a (zj+1, f(z;+1)). Esse procedimento é chamado interpolag¢do. Por
exemplo, escolhendo n = 3, 5 ou 9 pontos no intervalo [—2, 2]:
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Quando o numero de pontos escolhidos é grande e |z;; — z;| é pequeno, a linha polig-
onal d4& uma idéia do que deve ser o verdadeiro esbogo (o grafico do Exemplo 2.10
foi feito com n = 50, e j& ndo da mais para perceber que a curva é na verdade uma
linha poligonal). O mesmo método permite (em principio, tomando as vezes um certo
cuidado) usar o computador para esbogar o gréafico de qualquer fungéo f : D — R.
Todos os graficos dessa apostila foram feitos com esse método de interpolagdo. Enfa-
tizemos que as ferramentas matematicas desenvolvidas mais longe no curso permitirdo
extrair informagdes a respeito do grafico de uma fungdo dada, sem usar o computador.
Isso serd o objetivo do estudo de fun¢édes. L, o computador poderé ser usado somente
como meio de verificagao.

Um problema inverso é de procurar uma fungdo cujo esbogo tenha caracteristicas es-
pecificas.

Exemplo 2.11. Procuremos agora a fungdo cujo grafico é a metade superior do circulo
de raio R = 4 centrado na origem:

T
—4 4

Lembre (Segdo 1.2.2) que o circulo completo de raio 4 centrado na origem, -, é formado
pelos pontos (z,y) tais que z? + y? = 16. A fungdo procurada serd obtida isolando y
nessa ultima relagdo. Para y®> = 16 — z? ter solugdes (aqui, y é a incognita), é preciso
impor que 16—z2 > 0, o que implica —4 < z < 4. Assim, o dominio da fungio procurada
é D = [—4,4] (como podia se adivinhar olhando para a figura acima). Assim, quando
z € D, a equagado acima possui duas solugbes y = ++/16 —z2 e y = —/16 — z2. Para
selecionar o semi-circulo superior, escolhamos a solugdo positiva. Portanto, a fungdo
cujo grafico é dado pelo semi-circulo acima é:

f:[-44—->R
z+— V16 — 2.

Exemplo 2.12. Como a fungdo “valor absoluto”, fun¢des podem ser definidas por tre-
chos. Por exemplo, com D = [-1,1), o gréafico da fungéo

f(z) = —T se —1<z2<0,
S lvV1I=2z2 se0<z<1,
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é formado pela reta de inclinagdo m = —1 que passa pela origem entre z = —1 e ¢ = 0,
e pela parte do semi-circulo de raio 1 centrado na origem entre z =0e z = 1:

z
-1 1

Observe que essa fungdo possui uma descontinuidade em z = 0: ao variar = entre
pequenos valores z < 0 e pequenos valores z > 0, f(z) pula de valores perto de zero
para valores perto de 1.

Exercicio 2.3. Dé uma fungdo (e o seu dominio) cujo grdfico seja:
1. a reta horizontal que passa pelo ponto (—21,—1)
2. a parte inferior do circulo de rato 9 centrado em (5, —4)

3. a parte do circulo de raio 5 centrado na origem que fica estritamente acima
da reta de equacdo y = 3

4. a parte do circulo de raio 5 centrado na origem contida no quarto quadrante

Exercicio 2.4. Esboce os grdficos das seguintes fungées (todas com D =R):

1. f(z) =1 sez <1, f(z) =x? caso contrdrio,

2. 9(z) = [z - 1],
8. h(z) = |z],

4. z) =z — [z],
5. 3(z) = |lz| = 1.

Exercicio 2.5. Determine quais curvas abaizo sao (ou ndo sao) grdficos de fungées.
Quando for um grdfico, dé a funcdo associada.

O\ | i

' 1 2 1 ? 1 2
I R A

2.2.1 Poténcias inteiras: zP

Ja esbogamos o grafico da fungdo f(z) = z? no Exemplo 2.10. Vejamos agora o caso
mais geral de uma poténcia f(z) = zP, onde p € Z (excluiremos o caso p = 0, que
corresponde a f(z) = 1).
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Poténcias positivas
Para poténcias positivas inteiras, p > 0, temos z? = z-z---z (p vezes), logo o dominio

de z? é sempre D = R. Quando p é positiva e par, isto é, p € {2,4,6,...}, entdo z? > 0
para todo z, e os graficos sdo da forma:

TP

|
T
T
T
o
1
.
N
i
\
R
A
A
A

Observe que todos os graficos passam pela origem e pelos pontos (—1,1) e (1,1), e
que as funcdes correspondentes ndo sdo limitadas superiormente: tomam valores arbi-
trariamente grandes longe da origem (no entanto, todas sdo limitadas inferiormente por
M_ =0). Vemos também que quanto maior o p, mais rdpido z? cresce quando z cresce.

Quando a poténcia p é positiva e impar, isto &, p € {1, 3,5, ... }, entdo hd uma mudanca
de sinal: P > 0 para z > 0, zP < 0 para z < 0. Os graficos sdo da forma:

Observe que nenhuma dessas fungbes é limitada em R\{0}, nem inferiormente nem
superiormente.

Poténcias negativas

A poténcia negativa p = —1 ja foi encontrada no Exemplo 2.2. Se p < 0, escreveremos
p= —qcom g > 0. Assim, zF = wiq, que ndo é definida em z = O:
f:R\{0} =R
T— %

Quando a poténcia g é par, isto &, g € {2,4,6, ...}, entdo ziq > 0 para todo z # 0, e 0s
graficos sdo da forma:
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Z

Observe que para cada uma dessas fungdes, ao = se aproximar de 0, f(z) cresce e toma
valores arbitrariamente grandes: é ndo-limitada. Diremos (mais tarde) que hd uma
assintota vertical em z = 0. Também, quando z toma valores grandes, f(z) decresce e
toma valores arbitrariamente pertos de zero. Diremos (mais tarde) que a fungdo tende
a zero no infinito, e que a reta horizontal y = 0 é assintota horizontal.

Quando a poténcia é impar, a mesma mudanga de sinal acontece, e os graficos tém
propriedades parecidas:

2.2.2 Paridade

Observemos algumas simetrias nos graficos das fungdes =P da segdo anterior. Primeiro,
para os valores de p pares, o grafico de zP é simétrico com respeito ao eixo y, 0 que
segue do seguinte fato: (—z)? = zP. Por outro lado, para os valores de p mpares, o
grafico de zP é simétrico com respeito a origem (por uma rotagdo de 180°), o que
segue do fato seguinte: (—z)? = —z?.

Esses fatos levam a introduzir duas nogdes gerais. Por um lado, diremos que

f é par se f(—z) = f(z), Vz do seu dominio.

Por outro lado,

f é impar se f(—z) = —f(z), Vz do seu dominio.
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:22

Por exemplo, a funcdo f(z) = Toot é par. De fato, como as poténcias envolvidas sdo
pares, (—z)% = 2%, (—z)* = z*, assim:

2 2
f(—z) = 1£($_)$)4 = 1f$4, que é a propria f(z).

Vimos que o cosseno é uma fungdo par, cos(—z) = cosz, e que o seno é uma funcgado

impar: sen(—z) = —senz. Como consequéncia, a funcdo g(z) = Sen(z) é impar, ja que
(—z)? z? z?
—Ir) = = = — = — ).
9(-2) sen(—z) —senz sen 9(z)

Mas uma fungdo, em geral, ndo precisa ser par ou impar. Considere f(z) = z + 1.
Olhando para o ponto z = —1, temos f(—1) =0, e f(1) = 2. Logo, f(—1) # f(1), mas
também f(—1) # —f(1). Portanto, f ndo é par nem impar.

Exercicio 2.6. Determine quais das fungdes f abaizo sdo pares ou impares (jus-
tificando a sua resposta). Quando ndo for nem par mem impar, dé um contra-
exemplo.

1. 3. zsenz 5. sen(senz) 7. senz + cosz

z3_25

2. V1—zx? 4. sen(cos z) 6. sen’z — cosz 8. Vz? — |z|

2.2.3 Funcoes Trigonométricas

Comecgemos com o gréfico de senz, para z € [0, 27]:

senzx

z : — | ™ 27r m
T \/
-1

Se o seno for considerado na reta real toda, obtemos:

i TN TN s TN
O O T S

Observemos que esse grafico é simétrico em torno da origem (por uma rotagdo de ), o
que reflete o fato do seno ser uma fungdo impar. Vemos também que sen é peri6dica,
de periodo 27:

SeIlZEI

sen(z + 2m) =senz, VzeR.

Geometricamente: o gréafico completo (para z € R) é obtido usando translagdes do gra-
fico da figura anterior (hachurado, feito para =z € [0,27]). Essa propriedade pode ser
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provada analiticamente, usando (1.21): sen(z+27) = sen(n+(z+m)) = —sen(z+7) =
senz.

Consideragdes anélogas se aplicam ao cosseno:

COS T

I s0)

rosT . z

-1

Quando considerado na reta real, o cosseno é par, e também tem periodo 27:

COS&IT

f f ‘ f t T

O esbogo da fungdo tangente é um pouco mais delicado. Como foi visto no inicio do
capitulo, tanz = *2*> & bem definida somente se z é diferente de 5 + k7. Isso implica

cos T

a presenca de assintotas verticais no grafico:

| |

| |

l l

tanz } }

—t | |

= o l

B I

o 8 |

T | Vi | 27T
= 1 : : t T

x | |

| |

| |

| |

| |

| |

| |

| |

| |

| |

| |

Quando considerado na reta real,
tanz
/ / / / ; | | |
| | | | | | | |
| | | | | | | |
l l l l A l
1 1 1 1 : 1 1 1 z
| | | | | | | |
| | | | | | | |
| | | | | | | |
| | | | | | | |
| | | | | | | |
| | | | | | | |
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Observemos que o periodo da tangente é m (e ndo 27!), como foi visto em (1.21):

tan(z + 7) = tanz, Vz e R.

2.2.4 Transformacoes

O gréafico de uma fungdo f permite obter os graficos de outras funcdes, via transfor-
macoes elementares. Para simplificar, nesta secdo consideraremos somente fungdes
cujo dominio é a reta toda.

Exemplo 2.13. Considere o grafico da fungdo f(z) = z?, a parabola do Exemplo 2.10.
Qual é a fungdo g cujo grafico é o grafico de f transladado de 3 unidades para a
direita?

Vemos que o valor tomado por g em £ = = + 3 deve ser o0 mesmo que o valor tomado
por f em z: g(Z) = f(z). Como z = Z — 3, g(Z) = f(Z — 3). Logo, a fungdo procurada
¢ g(z) = (z—3)°.

De modo geral, suponha f(z) definida para todo z, e a # 0 um ntmero fixo. Defina a
funcdo g por

9(z):=f(z —a).

Entdo o grafico de g é obtido transladando horizontalmente o grdfico de f de a
unidades. Apesar do sinal “—”, a translagdo é para a direita se a > 0, e para a
esquerda se a < 0.

Por outro lado, se b € R,
h(z):=f(z)+b

é uma funcgdo cujo grafico é o grafico de f transladado verticalmente de b unidades.
A translagdo é para cima se b > 0, para baizo se b < 0.

Exemplo 2.14. Esbocemos o grafico da fungdo f(z) = z? + 2z. Completando o
quadrado, f(z) = (z+1)? — 1. Portanto, o gréafico de f é obtido a partir da parabola z?
pela composi¢cdo de uma translagdo horizontal de uma unidade para a esquerda, e em
seguida uma translagdo vertical de uma unidade para baixo:

2
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E claro que o gréfico de g(z):=— f(z) é obtido fazendo a reflexdo do grafico em relagéo
ao eixo z, e que o gréfico de h(z):=f(—z) é obtido fazendo a reflexdo do grafico em
relacdo ao eixo y. Portanto, se f é par, h e f tém o mesmo gréfico.

Exercicio 2.7. Considere uma funcao f definida na reta toda, e a reta vertical
r: T =a. Dé a funcdo g cujo grdfico é obtido pelo grdfico de f por reflexado em
relacao a reta r. Faca a mesma coisa com uma reta horizontal.

Finalmente, estudemos o que acontece com g(z):=|f(z)|. Sabemos que o grafico de g
é o mesmo que o de f em todos os pontos z onde f(z) > 0. Por outro lado, quando
f(z) <0, entdo g(z) = — f(z), isto é, o grafico de g em z é o de f refletido em relagdo
ao eixo z. Em outras palavras: o grafico de |f| é obtido refletindo todas as partes do
grafico de f negativas, tornando-as positivas.

Exemplo 2.15. Como z? — 1 é a parabola transladada de uma unidade para baixo, o
grafico de |z? — 1| é dado por:

|z? — 1]

-1

Exercicio 2.8. Interprete todas as i1dentidades trigonométricas do Ezercicio 1.20
como tranformacgdes dos grdficos de sen, cos e tan.

Exercicio 2.9. Esboce os grdficos das sequintes funcgoes:
1. f(z) =1 - |senz| 3. h(z) = ||z| - 1 5. j(z) = isenz

2. g(z)=z+1-z? 4. i(z) = 2senzc 6. k(z) = 2=

Exercicio 2.10. Uma particula de massa m € langada da origem com uma ve-
loctdade v = (”’;) A resolugdo da segunda equagdo de Newton mostra que a sua
trajetoria € dada pela funcdo

1 /z\2 w,
o)==l 2 2
onde g € o campo de gravitacdo. Descreva essa trajetéria. Em particular, calcule
1) a qual distdncia a particula vai cair no chdo, e compare essa distdncia quando g
é a constante de gravitagdo na superficie da terra (g = 9.81m/s?), ou na superficie
da lua (g = 1.63m/s?, seis vezes menor do que na terra), 2) as coordenadas (T, Ys)
do ponto mazs alto da trajetoria.

Um gréafico permite (em principio) resolver uma inequacgdo graficamente.
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Exemplo 2.16. Considere a inequagdo do Exemplo 1.2 (altimo capitulo),
|z —2| > 3.

Com f(z) = |z — 2| e g(z) = 3, o conjunto das solugdes da inequagdo, S, pode ser
interpretado como o conjunto dos pontos onde o grafico de f fica estritamente acima
do grafico de g: f(z) > g(z). Como o grafico de g € uma reta horizontal e o de f é o
grafico de |z| transladado de duas unidades para a direita,

vemos que todos os pontos em (—oo,—1) U (5, 00) satisfazem a essa condigdo, que é o
gue tinha sido encontrado anteriormente.

Exercicio 2.11. Resolva graficamente:

1. 1—|z — 1] > |z| 2. 1—|z—1|>|z| 3 |jz2—-1<1

2.3 Montar funcoes

Serd sempre necessario, no estudo de certos problemas, montar uma fungdo que satis-
faca a algumas condigdes.

Exercicio 2.12. Uma esfera é pintada com uma tinta cujo custo é de R$10,00 por
metro quadrado. Ezpresse o custo total da tinta necessdria em fun¢do do raio
(medido em metros) da esfera, T(r). Em seguida, a esfera é enchida de concreto,
a R$30,00 o metro cubico. Expresse o custo total de concreto necessdrio em fungdo
da superficie (medida em metros quadrados) da esfera, C(s).

Exercicio 2.13. Considere um ponto P = (a,b) na reta 2y + ¢ = 2. Ezpresse d(a)
(respectivamente d(b)), a distdncia de P ao ponto @ = (1,—2) em funcdo de a
(respectivamente b).

Exercicio 2.14. Um recipiente conico € criado girando o grdfico da fungdo |z|
em torno do ewxo y. O objetivo € usar esse recipiente para criar um medidor de
volumes (digamos, em metros cubicos). Ezpligue como que a marca¢do do eizo y
deve ser feita: 1m?2, 2m2, ... Faca um esboco desse medidor.

Exercicio 2.15. Uma corda de tamanho L é cortada em dois pedagos. Com o
primeiro pedago, faz-se um quadrado, e com o sequndo, um circulo. Dé a drea
total (quadrado + circulo) em fungdo do tamanho do primeiro pedago. DEé o
dominio dessa funcao.
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Exercicio 2.16. Um tridngulo ABC' ¢é isésceles em A, com |AB| = |AC|=1. Dé a
drea do tridngulo em fung¢do do dngulo entre AB e AC. Em seguida, esboce essa
funcdo no seu dominio, e ache o dngulo para o qual a drea é madzrima.

Exercicio 2.17. Considere a retar: y =z + 1, e os pontos P = (1,0), @ = (¢,0),
t > 1. Seja R; a regiao delimitada pela reta r, pelo eixo x, e pelas retas verticais
passando por P e Q. Esboce R;, e expresse a sua drea A(t) em fungdo de t.

Exercicio 2.18. Considere uma pirdmide Il de altura H, cuja base é um gquadrado
de lado L (H e L sdo constantes). Considere em seguida a pirdmide truncada IT
obtida cortando II horizontalmente, ma altura de um ponto P na aresta lateral,
como na ilustragdo.

S5
\

Ezpresse o volume e a drea da superficie de II' em fung¢do da distdncia z = |PB].

2.4 Composic¢ao, contradominio e imagem

Suponha que se queira obter o valor de sen(#?) com uma calculadora. Como uma
calculadora possui em geral as duas fungdes (-)? e sen(-), calculemos primeiro o quadrado
de 7, e em seguida tomemos o seno do resultado:

)2 seny -
7= 3.1415... <5 72 = 9,8696... 2% sen(n?) = —0.4308...

O que foi feito foi compor duas fungdes.

Sejam f e g duas fungOes reais. Definemos a composi¢cao de f com g como a nova
fungdo f o g definida por

(fog)(z):=f(9(z)).

Isto significa que para calcular z — (f o g)(z)), calculamos primeiro g(z),

T — g(z),

e em segquida aplicamos f:
z = g(z) = f(g9(z)) .

Exercicio 2.19. Sejam f(z) = 2°, g(z) = ;i7, h(z) =z + 1. Calcule

(F29)(0),(g0 f)0),(fog)(1),(g0 F)1),f(g(h(=1))),h(f(4(3)))-
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Como foi observado no exercicio anterior, f o g é em geral diferente de g o f.

As vezes sera necessario considerar uma fun¢io complicada como sendo uma composta
de fungdes mais elementares:

Exemplo 2.17. A fungdo z — +/1 + z2 pode ser vista como a composta
z—14+2%— V1422,
que significa que v/1+ 22 = f(g(z)), com g(z) = 1 + 2% e f(z) = /z. Observe que
podia também escrever
z— 22— 1422 — V1422,
que da a decomposigio /1 + z2 = f(g(h(z))), onde h(z) = z2, g(z) = z+1, f(z) = /z.

Exercicio 2.20. Para cada funcdgo f a sequir, dé uma decomposi¢cdo de f como
composicdo de fungoes mais stmples.

1. sen(2z) 3. sen(2) 4 m

1
° senz

Exercicio 2.21. Considere

o |

z+3 sexz>0, 2z+1 sez >3,
9(z):=

z2 sex <0, z sex < 3.

Calcule fog ego f.
Lembramos que uma funcdo é sempre definida junto com o seu dominio:

f:D—=R
z— f(z).
Em“f: D — R” o“R” foi colocado para indicar que qualquer que seja z, f(z) é sempre
um nimero real. Em outras palavas: a imagem de qualquer z € D por f é um ntmero

real. Vejamos em alguns exemplos que esse conjunto “R” pode ser mudado por um
conjunto que represente melhor a fungao.

Exemplo 2.18. Considere

F:RSR
T z?.

Como z2 > 0 qualquer que seja £ € R, vemos que a imagem de qualquer z € R por f é
positiva. Logo, podemos rescrever a fungao da seguinte maneira:

f:R—[0,00)
T T2,
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Quando uma funcgdo for escrita na forma
f:D—=C
T g(z),

para indicar que qualquer z em D tem a sua imagem em C, diremos que um con-
tradominio foi escolhido para f. Em geral, ndo existe uma escolha dnica para o
contradominio.

Exemplo 2.19. Como, z — senz é uma fungdo limitada, podemos escrever

sen : R — [—10, +10] (2.2)
T senc.

Mas podemos também escolher um contradominio menor:
sen: R — [—1,+1] (2.3)
T senc.
Acontece que [—1,+1] é o menor contradominio possivel (ver abaixo).

Seja f: D — C. Para cada z € D, lembremos que f(z) € C é chamado de imagem
de z, e 0 conjunto imagem de f é definido como

Im(f):={f(z):z € D}.

Por definigdo, Im(f) C C é um contradominio, e é também o menor possivel. Para cada
y € Im(f), existe pelo menos um z € D tal que f(z) = y; cada z com essa propriedade é
chamado de preimagem de y. Cada ponto z € D possui uma tnica imagem em C; um
y € C pode possuir uma preimagem, mais de uma preimagem, ou nenhuma preimagem.

Exemplo 2.20. Considere a fungdo seno na reta. Ao z varrer a reta real, senz atinge
todos os pontos do intervalo [-1,1]. Logo, Im(sen) = [—1,1]. Qualquer y € [—1,1]
possui infinitas preimagens, por exemplo, todos os pontos de {k, k € Z} sdo preimagens
de y = 0. O ponto y = 2, por sua vez, ndo possui nenhuma preimagem (ndo existe
z € R tal que senz = 2).

Exercicio 2.22. Calcule o conjunto imagem das seguintes funcgoes:

1. —2z+1, D=R 7.22+1, D=R 18. isenz, D=R
2. =2 1, D=|-1,1 81—z, D=R

2L =1, 1] T 14. sen(§senz), D =R
3. z? (p impar) 9. 22+ 2z, D = (—00,0)

1 =

4. z* (p par) 10. tanz, 15 & D=R
5. L, D=R\ {0} 11. senz, D =[-%, %] 41 sez >0
6. 2, D=(0,00) 12. cosz, D = (—1%,%) H(z—1) sez <0

Faga a mesma cotsa com as fungdes do Ezercicio (2.4).

Exercicio 2.23. Se f(z) = 1;2274?25; calcule Im(f). Para cada y € Im(f), determine se

Y POSSUL UMa UNICa Preimagem ou mais.
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2.4.1 Bijecao, fungao inversa
Diremos que uma fungdo f : D — C é bijetiva (ou simplesmente: f € uma bijecao) se
1. Im(f) = C (isto &, se f atinge cada ponto do seu contradominio), e se

2. qualquer y € C possui uma Unica preimagem, i.e. existe um tnico z € D tal que
f@)=1y. (2.4)

Quando uma fungio é bijetiva, é possivel definir a sua funcgao inversa, f ! :C — D,
onde para todo y € C, f'(y) é definido como a tnica solugdo z de (2.4). A fungéo
inversa tem as seguintes propriedades:

VzeD, (flof)(z)=z, eVyeC (fof Hy)=y.

Exemplo 2.21. Considere a fungdo do Exemplo 2.8: f(z) = § + 1 com D = [0,2).
Entdo Im(f) =[1,2), e f:[0,2) — [1,2) é uma bijegdo:

Yy )
2 2
fe) / /
1+ l 1+
Q z | T
0 z 2 0 Yy 2

Como y = £ + 1, a fungdo inversa obtém-se isolando z: = = 2(y — 1). Logo, f~' :
[1,2) — [0,2), f~X(y) = 2(y — 1). Para esbogar o grafico da fungdo inversa no plano
cartesiano, € mais natural renomear a variavel usada para representar f~!, da seguinte
maneira:

f1:[1,2) —=0,2)
z—2(z—1).

Podemos agora esbocar f1:

FHe)

E importante observar que o grafico da fungdo inversa obtém-se a partir do grafico de
f por uma simetria através da diagonal do primeiro quadrante:
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Vimos no tltimo exemplo que o grafico de f ! & obtido a partir do grafico de f por
uma simetria através da diagonal do primeiro quadrante. Isso vale em geral. De fato,
se um ponto (z,y = f(z)) pertence ao grafico de f, entdo (y,z = f~'(y)) pertence ao
grafico de f1.

Exemplo 2.22. Considere f(z) =1 — z2.

1) Com D = [-1,1], temos Im(f) = [0,1]. Mas como 1 — (—z)? = 1 — z?, cada
ponto do contradominio (diferente de zero) possui exatamente duas preimagens, logo
f :[-1,1] — [0, 1] ndo & bijetiva. 2) Mas, ao restringir o dominio, D = [0, 1], entdo
f:10,1] — [0,1], f se torna bijetiva. O seu inverso se acha resolvendo y = 1 — z?: ¢ =
v/1 —y. Assim, a sua fungio inversa é dada por f~':[0,1] — [0,1], f }(y) = V1 —v.
Exercicio 2.24. Mostre que a func¢do
f : (_1’0) - (0’ 1)
z— V1—2?

¢ bijetiva, e calcule f~'. Esboce o grdfico de f 1.

Exercicio 2.25. Considere f : (—1,00) — R, f(z) %ﬂ A partir do grdfico de f,

dé o seu conjunto imagem, e mostre que f : (—1,00) — Im(f) é uma bijegdo. Em
sequida, dé a sua funcado inversa.

Exercicio 2.26. Seja f : R — R uma biyecdo impar. Mostre que a sua fungdo
inversa f ' : R — R é impar também.

Exercicio 2.27. Para cada um dos contradominios C a sequir, dé um exemplo
ezplicito de bijecdo f: (0,1) — C.
1. (0,b), onde b > 0. (0, 00) 5. (0,1)

3.
2. (a,b), onde a < b. 4. (—00,00)

Exercicio 2.28. Sejam f(z) e g(z), z € R, definidas por

f@)y=lz]+ (- [=z])*, g(@)=lz]+vz—[z].

Mostre que g = f7L.
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2.4.2 Inversos das poténcias

Vimos que se p é par, entdo a funcdo f(z) = z? é par, e Im(f) = [0,00) ou (0, c0)
(dependendo de p ser > 0 ou < 0). Logo, para serem invertidas, o dominio delas precisa
ser restringido. Escolheremos (para p par)

f:10,00) — [0, 00)
z— z?f.

Vemos que com essa restricdo, f se torna bijetiva: para cada y € [0, 00) existe um tnico
T € [0,00) tal que z? = y. Esse z costuma ser denotado por = = y'/*:

f7t:10,00) — [0, 00)
Y — yl/P .
No caso p = 2, y*/2 = ,/y é a fungdo raiz quadrada.

ml/P

Se p > 0 for impar, Im(f) = R e ndo & preciso restringir o seu dominio:
f:R—=R
z — zf
é bijetiva, e o seu inverso tem o seguinte grafico:

zl/P

Exercicio 2.29. Complete essa discussao, incluindo os valores negativos de p.

2.4.3 Funcoes trigonométricas inversas

Vimos que para a fungdo sen : R — [—1,1], um y € [—1, 1] possui infinitas preimagens,
logo ndo é bijecdo. Portanto, para inverter a fungdo seno, é necessario restringir o seu

dominio. A restringiremos ao intervalo [-7, 7]:

40

Versdo 1.0 (16 de fevereiro de 2013). Sugestdes, criticas e corregdes: sacha@mat.ufmg.br



CAPITULO 2. FUNCOES

De fato, com essa restrigao,

sen : [—7, 7] — [~1,1]
T > senc

é uma bijegdo, pois cada y € [—1, 1] é atingido e possui uma tnica preimagem. A fungdo
inversa é chamada arcseno, e denotada
ki ﬂ']

arcsen : [-1,1] = [-7, 3

Y > arcseny .

Pela sua definigao, ela satisfaz:

s

Vy € [-1,1] : sen(arcseny) =y, e Vzec|[-7,7]: arcsen(senz) =1z . (2.5)

O gréafico de arcsen pode ser obtido por uma reflexdo do grafico de sen pela diagonal
do primeiro quadrante:

arcsen
us

s
2

Observacgao 2.2. (J4 fizemos esse comentario no Exemplo 2.21.) Como arcsen é definida
como a fungéo inversa de z — senz (no intervalo [—7, 7]), o mais correto é escrevé-la
y — arcsen y. Mas para esbogar o seu gréfico, faz mais sentido usar a notagao habitual,
em que o eixo das abscissas é chamado de “z”. Por isso, esse tltimo grafico representa o
grafico da fungdo arcsen, mas chamando a sua variavel z (em vez de y): z + arcsenz.
Faremos a mesma modificagdo nos préximos graficos.

Exercicio 2.30. Seja y € (0, 3) tal que y = arcsen % Calcule seny, cosy, e tany.

O cosseno pode ser invertido também, uma vez que o seu dominio é bem escolhido:

cos : [0, 7] — [—1,1]
T — COST
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A funcdo inversa é chamada arcosseno, e denotada

arcos : [—1,1] — [0, 7]
Y > arcosy.

Ela possui as propriedades:

Vy € [-1,1] : cos(arcosy) =y, e Vz€[0,7]: arcos(cosz) ==z . (2.6)

O gréfico de arcos pode ser obtido por uma reflexdo pela diagonal do primeiro quad-
rante:

arcos

™

z

obtendo assim uma bijegao.

A fungdo inversa é chamada de arctangente:

arctan: R — (=%, %)

y — arctany.
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Como antes,

Vz € (—3,%): arctan(tanz) =z, e VycR: tan(arctany)=1y. (2.7)

O seu grafico possui duas assintotas horizontais: quando z é positivo e grande, o
grafico de arctanz se aproxima da reta de equagdo y = I, e quando z é negativo e

2
grande, ele se aproxima da reta de equagdo y = —7:

arctanz

Observemos também que arctan é uma fungdo impar, limitada por 7.

Observacio 2.3. E importante notar que as trés fungdes trigonomeétricas inversas,
arcsen arcos e arctan, foram definidas a partir de uma escolha de uma restrigdo para
cada uma das fungdes sen, cos e tan. Essa escolha pode parecer arbitraria, mas é a mais
comum usada nos livros de matematica. Continuaremos usando as funcdes inversas
assim definidas, até o fim do curso.

Exercicio 2.31. Uma tela de cinema de 5 metros de altura estd pregada numa
parede, 3 metros acima do chdo. a) Se P é um ponto no chdo a distdncia z da
parede, calcule o dngulo 6 sob o qual P vé a tela, em fungdo de z. b) Mesma coisa
se P é a 2 metros do chdo. (Obs: no Ezercicio 5.60 calcularemos onde colocar o
ponto P de modo tal que o dngulo seja mdzimo.)

Exercicio 2.32. Resolva:

1. 3arcsenz =7 3. 2sen(arcsenz) = 3

2. arctan(z — 1) = % 4. arctan(tan(z®)) =2

As funcgdes trigonomeétricas inversas tém idendidades associadas. Somente consider-
aremos algumas:

Exemplo 2.23. Provemos, por exemplo, a identidade
cos(arcsenz) = v1—z2, Vre[-1,1]. (2.8)
Primeiro, como sen? a + cos? o = 1, temos, usando (2.6),
cos®(arcsenz) = 1 — sen®(arcsenz) = 1 — z°.

Mas como —% < arcsenz < 7, vale cos(arcsenz) € [0, 1]; logo, tomando a raiz quadrada
da a idendidade desejada. Um outro jeito de entender a identidade é de escrevé-la como
cos(arcsenz) = cos o, onde o = arcsenz. Logo, sena = z, o que pode ser representado
num tridngulo:
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. n /1 _ 72
Nesse tridangulo vemos que cos o = 11 = =4/1— 22

Exercicio 2.33. Simplifique:

1. cos(2arcos z) 3. sen(2arcos z) 5. sen(2arctanz)

2. cos(2arcsin z) 4. cos(2arctan ) 6. tan(2arcsen z)

Exercicio 2.34. Mostre que para todo z € [—1,1],

arcsen z + arcosr = g o
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Capitulo 3

Exponencial e Logaritmo

O objetivo nesse capitulo é definir e descrever as principais propriedades de uma das
fungdes mais importantes da matematica, a exponencial de base a,

z

a
Y
exp, : R — (0, 00)
T —a®
T
e da sua fungdo inversa, o logaritmo na base a,
Y
log, z
log, : (0,00) —» R
z —log, T z

Os exemplos de uso dessas duas fungdes em ciéncias sdo intimeros. Vejamos dois
exemplos onde elas aparecem nos axiomas de uma teoria:

Exemplo 3.1. Em fisica estatistica, estudam-se sistemas em equilibrio termodinamico.

Suponha que um sistema pode estar, no equilibrio, em um dos N microestados z,...,Zx
de energias respectivas Ey, ..., Ey. Se a temperatura é T, a probabilidade do sistema
estar no estado 7 é dada por
B,
e_ kT
D, = 7 )

onde e® é a fungdo exponencial na base e = 2.718... (ver Secdo 3.3), kg é a constante
de Boltzmann e Z a fun¢ao de partigao.
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Exemplo 3.2. Em Teoria da Informacado, estudam-se sequéncias infinitas de simbolos
aleatérios. Com um alfabeto binario A = {0, 1},

01101001000011011011001001101010011001000000111010101100110....
Com um alfabeto A ={0,1,2,...,8,9},
43895612031468275092781059463897360142581974603522706194583...

Se cada algarismo a; de um alfabeto A = {a,, as, . .., ax} aparece com uma probabilidade
p;, onde Zj’zl p; = 1, entdo a Entropia de Shannon de uma sequéncia aleatéria com
essa propriedade é definida por

k
S=-> pjlog,pj,
7=1

onde o logaritmo é na base 2 (mas pode ser tomado numa base qualquer). S d& um
limite para a maior taxa de compactagao para essa sequéncia.

Uma construgdo completa das fungdes exp, z, log, =, para todo z € R, como se encontra
nos livros de anéalise, requer um conhecimento detalhado das propriedades dos nimeros
reais. Aqui daremos uma construgdo que, apesar de ndo ser completamente rigorosa,
tem a vantagem de ser intuitiva (espera-se) e permitird usar essas fungdes ja desde o
préximo capitulo.

3.1 Exponencial

Seja a > 0 um namero positivo, fixo, chamado base. Definamos primeiro, para todo
nimero natural n € N,

exp,(n):=a” =a-a---a (n vezes).
(Em particular, a' = a.) Assim obtemos uma fungdo

exp, : N — (0, 00)
n+—a”,

que satisfaz as seguintes propriedades: para todo m,n € N,

a™a” = a™t", (3.1)

(@™)* =a™". (3.2)
Se b > 0 for uma outra base,

(a-b)"=a"b". (3.3)

O nosso objetivo é de estender essa fungdo a reta real toda:

exp, : R — (0, 00)
T —a”.
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Faremos essa extensdo passo a passo, com o seguinte objetivo em mente: que as re-
lagdes (3.1)-(3.3) sejam sempre satisfeitas, também para varidveis reais.

Por exemplo, como definir a®? Para (3.1) ser satisfeita com m =0, n =1,

Dali, simplificando por a na tltima expressdo, vemos que é preciso definir
a%:=1.

Podemos em seguida definir a exponencial dos inteiros negativos, a . Usando de novo
(3.1) com m = —n, temos

a"a "=a" "=a’=1.

Logo, vemos que a~ " precisa ser definida como:
-n

1
a ti=—.
an
O mesmo raciocinio pode ser aplicado em geral: se a® ja foi definido para = > 0, entdo
0 Unico jeito de definir a=® é como:

Estamos por enquanto com uma fungao
exp, : Z — (0, 00)
n—a".

Facamos um primeiro esbogo, isto é, representemos alguns pontos de coordenadas
(n,a"), n € Z, no plano cartesiano (nessa figura, a = 2):

n

a

1

[ hd T i [ i
-4 -3 -2 -1 0 1 2 z

Ja podemos observar que para valores de n positivos grandes (aqui a = 2),
2l=2 22=4, 2°=8 2*=16, 2°=32, 20=64,..

Como cada elemento dessa sequéncia é o dobro do anterior, ela diverge exponencial-
mente rapido. Por outro lado, para valores de n negativos grandes, a sequéncia con-
verge erponencialmente rapido para zero:

271=05, 272=025, 2°%=0125, 2 *=0.0625, 2°=0.03125...
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Agora que a® foi definida para os valores de z inteiros, vejamos como definir a® para os

.. . .2 1
semi-inteiros z € {..., -2, -3, -1, 1 8 5 .} Por exemplo, se z = 1, ja que (az)* =a

207 20 21202129
por (3.2), vemos que a: = J/a. Para definir a® para z = %, m € 7, usemos também
(3.2). Quando m > 0,

e quando m < 0,

. L, . m
Assim, o grafico anterior pode ser acrescentado dos pontos da forma (7,a2):

N}
|

—

o

=t

o+

m m

Repetindo esse processo, a” pode ser definido para os pontos da forma 7, 2, %,
etc, obtendo assim uma fungdo definida para qualquer z da forma ;. Esses reais sdo
chamados de racionais diadicos.

k=1 k=2 k=3
l . * 1 ---- 'H .........
-4 -3 -2 -1 0 1 2 -4 -3 -2 -1 0 1 2 -4 -3 -2 -1 0 1 2

Observe que a medida que k aumenta, os racionais diadicos 73 vdo enchendo a reta
real: diz-se que eles formam um conjunto denso na reta.

Mas todos os racionais diddicos sdo racionais, e existem muitos (!) reais que ndo séo
racionais... Demos a idéia da dltima (e mais delicada) etapa da construgdo de a® para
qualquer real z. Procedamos por aprozximacao.

Observe que qualquer real £ pode ser cercado por dois diddicos arbitrariamente préx-
imos um do outro: 2= < z < z*, . Em particular é possivel escolher uma sequéncia
decrescente z \, z e uma sequéncia crescente z " z. Vemos entdo que os valores de

— + . .
a’~ e a®~ se aproximam de um valor comum, que da o valor de a®:
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Observacao 3.1. A construcdo acima usa implicitamente, pela primeira vez, a idéia
sutil de lzmate, que serd apresentada no préoximo capitulo: qualquer real z pode ser
aproximado por uma sequéncia z, de racionais diddicos, no seguinte sentido:

z = lim 2, .
n— 00

Como a*" foi definida para cada z, da sequéncia, a” é definida como

a®:= lim a*.

n—oo

Pode ser mostrado que a fungdo z — a” obtida satisfaz as propriedades (3.1)-(3.3). Por
exemplo, se ¥y é um outro real, aproximado pela sequéncia w,, ¥y = lim,_,. W,, entao
T + y é aproximaével pela sequéncia (z, + w,), logo
a®t = lim o*'¥" = lim a*"a*" = (lim o**)(lim a*") = a®a?.
n—oo n—oo n—oo n—oo

Todas as operagdes acima sdo corretas, mas precisam ser justificadas.

Assim conseguimos definir a fungdo exponencial na base a > 0 como uma fungdo
definida na reta real inteira:

exp, : R — (0, 00)
T —a”.

Ela foi construida de maneira tal que as seguintes propriedades sejam satisfeitas: a® = 1,

a®a? = a* " (3.4)
(a®)¥ = a® (3.5)
aZE
Z Ty
i (3.6)
(ab)® = a®b". (3.7)
Todas as fungdes exponenciais com base a > 1 tém graficos parecidos:
a® a=3
a=2
ca=3

=t
N
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Observe que todos os graficos passam pelo ponto (0,1), e que z — a® é estritamente
crescente:
r<y & a*<a¥.

Para os valores a < 1, basta usar uma simetria: Para a = % por exemplo, podemos
observar que

exp; (2) = (3)° = 27° = expy(—a).

Portanto, o grafico de z — () é obtido a partir do grafico de z — 2° por uma simetria
pelo eixo y. Em geral, o grafico de z — (3)® é obtido a partir do grafico de z — a” por
uma simetria pelo eixo y:

N |

Temos também que quando 0 < a < 1, z — a® é estritamente decrescente:
<y & a®*>a".
Exercicio 3.1. Esboce os grdficos das fungbes 1 —27°, 3*=1, (3)==, —(3)ll.

Com mais fungdes, resolvem-se mais (in)equagdes:

Exemplo 3.3. Resolvamos
3F4+3"=2.

Multiplicando por 3% em ambos lados e agrupando os termos obtemos (3%)2—2-3*+1 = 0.
Chamando z = 3%, essa equacio se torna z2 — 2z + 1 = 0, cuja tnica solugio é z = 1,
isto é, 3* = 1. Logo, S = {0}.

Exercicio 3.2. Resolva:

1. 5°+25.572 =26 8. 2271 - 16<0
2. (2°)2 =16 4. (2 -2)(z—-1)<0

Exemplo 3.4. Para se acostumar com a as mudancas de escala entre os valores de 10™
para n grande positivo e n grande negativo, sugiro assistir o pequeno filme classico
de Charles e Bernice Ray Eames de 1968: Powers of Ten (Poténcias de dez). Se
encontra por exemplo em: http://www.youtube.com/watch?v=0fKBhvD juyO.
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3.2 Logaritmo

Como a exponencial z — exp, z é estritamente crescente (ou decrescentese 0 < a < 1), é
uma bijegdo de R para (0, 00), e a sua fungdo inversa é bem definida, chamada logaritmo
na base a:

log, : (0,00) = R
y— log,y.

Como a® = 1, temos log, 1 = 0, e como a' = a temos log, a = 1. O gréfico do logaritmo,
dependendo da base, é da forma:

a>1: ¥ O<a<l1: ¥

log, z
1__
1 1
z z
a \
log, =

O logaritmo é estritamente crescente se a > 1, estritamente decrescente se 0 < a < 1.
Por definicao,

Vz>0:a%%=z, eVrcR:log(a®)=1z. (3.8)

A definigdo do logaritmo deve ser lembrada pela seguinte equivaléncia:
z=log,z & a"==z. (3.9)

Por exemplo, para calcular log, 8, basta chamar z = log, 8, que é equivalente a 2% = 8,
cuja tnica solugdo é z = 3.

Observacao 3.2. O logaritmo foi inventado por Napier * no século XV I, numa época
em que ainda ndo existiam calculadoras. Suponha que se queira calcular, na mao, uma
poténcia de um nimero grande. Por exemplo: 9846°. A conta, apesar de néo ser dificil,
requer um certo trabalho: primeiro calcula 98462 = 9846 x 9846 = --- = 96943716.
Depois, calcula 9846° = 96943716 x 9846 = 954507827736, etc. Até obter 9846°, que é
um numero de 23 digitos...

Suponha agora que seja conhecido um ndimero z tal que 9846 = 10°. Entdo, pela
propriedade (3.5) da exponencial, pegar a sexta poténcia se reduz a multiplicar = por
6:

9846° = (10%)® = 10%°!

O ntimero procurado z ndo é nada mais do que o logaritmo de 9846 na base 10: z =
log;, 9846 (com a minha calculadora: z ~ 3,9932). No fim do século XV I ji existiam
tabelas dando log,;n para todos os inteiros n entre 1 e 90000, com uma precisdo de
quatorze decimais.

!John Napier, Merchiston (Escécia) 1550 - 1617.
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Dando assim um novo jeito de calcular, logaritmos se tornaram uma ferramenta indis-
pensével nas ciéncias e na engenharia. O Kepler ? usou logaritmos sistematicamente no
seu estudo do movimento dos planetas.

O logaritmo satisfaz as seguinte identidades (supondo z,y > 0, menos na segunda,
onde y € R):

log,(zy) = log, = + log, y (3.10)
log,(z¥) = ylog, z (3.11)
log, § = log, = —log, y (3.12)

Para provar a primeira, chamemos z = log,(zy), o que significa a* = zy. Escrevendo
T = al%8%® y = g!*%¥ ¢ usando a propriedade (3.4) da exponencial, temos

a? = aloga a:alogay — aloga z+log, v )
Assim vemos que z = log, = + log, ¥, o que prova (3.10).

Exercicio 3.3. Prove (3.11) e (3.12).

Exercicio 3.4. Suponhamos que o tamanho de uma popula¢cdo de baratas numa
casa dobra a cada més, e que no fim do més de dezembro de 2010, foram registradas
3 baratas. Dé o numero de baratas em fungdo do numero de meses passados (n = 1:
fim de janeiro, etc.) Quantas baratas vivem na casa no fim do més de julho de
20112 No fim de agosto? Quando que serd ultrapassado o milhdo de baratas?

Exercicio 3.5. Dé o dominio de cada func¢do abaizo.

1. logs(2 + z) 4. y/1 —log,(z) 6. log,(|2z + 1| + 3z)

2. log,(2 — z) 5 1
8z 1-logs(=) logz z
© logg(l—z2) 7. 3°8s

Suponha que o logaritmo de z > 0 seja conhecido na base a: log, z. Como calcular o
logaritmo numa outra base b > 0, log, z7 Chamando z = log, z, temos b* = z. Mas b
pode ser escrito como b = a!°%:®, assim temos a*!°8:® = z. Portanto, zlog, b = log, z.
Obtemos assim a féormula de mudanca de base:

log,
1 = 3.13
08 T log, b ( )
Exemplo 3.5. Resolvamos:
2% .37 =4,

Coloquemos cada termo na mesma base, por exemplo na base a = 5:

5% logg 2 | 5f:clog5 3 _ 510g5 4 )

2Johannes Kepler, Weil der Stadt (Alemanha) 1571 - Regensburg 1630.
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Logo, z satisfaz zlog; 2 — zlogy; 3 = logg 4, isto é&: = = log;;’gfﬂ:gss. Observe que por

(3.13), essa resposta ndo depende da base escolhida para calcular o logaritmo. De fato,

ao escolher b = 3 em vez de a = 5, teriamos obtido z = bg;gg%ﬁfgsg, que por (3.13) é

igual a

logs 4

logg2  logz3 - _ *
oes ~ loe3 log; 2 — log; 3

Exercicio 3.6. Considere duas colénias de bactérias, de tipos A e B, originalmente
com Ny = 123456 e Ny = 20 individuos. As bactérias do tipo A triplicam (em
numero) a cada dia, enquanto as do tipo B dobram a cada hora. Quanto tempo
demora para as duas colénias terem populacdes iguais em tamanho? A longo
prazo, qual colénia cresce mais rdpido?

Exercicio 3.7. Mostre que a funcdo abaizo é uma bijecdo, e calcule f~1.

f:R =R}
3% 42
37:0

Exercicio 3.8. Deizar uma quantidade Cy no banco numa poupanca com taza de
Juros de r% significa que em um ano, essa quantidade gerou um lucro de 15;Co.
Assim, depots de um ano, a quantidade inicial acrescentada do lucro é de: C; =
Co + 155C0 = (1+ 1”%)00. Se essa nova quantidade for deixada por mais um ano,
a nova quantidade no fim do seqgundo ano serd de Cy = C; + 16—00’1 =(1+ 1”%)200.
Assim, a quantidade de dinheiro em fung¢do do numero de anos € exponencial de

base a = 1+1:ﬁ0:

Co=Co(1+ 15)"

1. Suponha que a taxa é de 5%. Se eu puser RS1000 mo banco hoje, quanto
que eu terer daqut a 5 anos? Quanto que eu preciso por no banco hoje, para
ter RS2000 daqut a dois anos? Se eu puser RS1 hoje, quantos anos que eu
preciso esperar para eu ter RS1.000.000 ?

2. Qual deve ser a taza se eu quiser tnvestir RS1000 hoje e ter um lucro de
RS600 em 5 anos?

Exercicio 3.9. Uma folha de papel é dobrada em dois, para ter a metade do
tamanho wnicial mas uma espessura duas vezes maior, pra depois ser dobrada
de novo em doz1s, etc.

1. Estime a espessura de uma folha de papel A4 comum, e calcule a espessura
total depois de 6, respectivamente 7 dobras.

2. Quantas dobras sGo necessdrias para que a espessura final seja a) de 1.80m ?
b) do tamanho da distdncia terra-lua?
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3.3 A basee=2,718...

A exponencial a® foi definida para qualquer base @ > 0. A escolha de uma base es-
pecifica depende em geral da situacdo. Por exemplo, num problema de bactérias cuja
populagdo dobra a cada unidade de tempo, a base serd a = 2. Vimos também que a
base ndo precisa ser inteira: no Exercicio 3.8, a = 1 + 155-

A priori, qualquer base pode ser escolhida para estudar um problema. Por exemplo, se
tivermos alguma preferéncia para a base 3, qualquer exponencial pode ser transformada

na base 3:
2:1: — 3(10g3 2)33’ 51: — 3(1033 5):2’ 17m — 3(10g3 17)m

Existe uma base, denotada por e, cuja importancia serd vista nos préximos capitulos,
mas que sera introduzida aqui:

e = 2.718281828459045235360287471352...

Como 7, o niimero e € uma constante fundamental da matematica. Ele pode ser definido
de varias maneiras. Por exemplo, geometricamente, e € o inico niimero > 1 tal que a
area delimitada pelo gréfico da fungdo z — %, pelo eixo z e pelas retas verticais z = 1,
T = e, seja igual a 1:

8 |

area=1

1 e

(Mais tarde veremos como calcular a &rea debaixo de um grafico.) Analiticamente, ele
pode ser obtido calculando o valor da soma infinita (chamada série, ver Cdlculo 2)
IR S B A
e = +ﬂ+i+§+a+a+...,
ou como o valor do limite .
e=lim (1+1)". (3.14)

n—oo

Foi mostrado por Euler ® que e é irracional.

Néao mostraremos aqui porque que as trés defini¢ées acima sdo equivalentes, mas a par-
tir de agora admitiremos que o limite em (3.14) existe, e o usaremos para definir a base e.

A exponencial associada & base e costuma ser escrita exp(z) (em vez de exp,(z)),
ou simplesmente e*. O logaritmo na base e escreve-se In(z) (em vez de log,.(z)), €
chama-se logaritmo neperiano (devido a Napier), ou logaritmo natural. Por serem
a exponencial e o logaritmo de uma base especifica, as fungdes e® e In z possuem todas
as propriedades das fungdes log, z descritas acima para a > 1. Em particular, elas sdo
ambas estritamente crescentes:

3Leonard Euler, Basileia (Suiga) 1707 - S&o-Petersburgo (Riissia) 1783.
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e:c
Yy Yy
Inz
e ' /
T
1 e
‘j x
1

Veremos que é mais facil manusear exponencial e logaritmos quando esses sdo na base
e. Por exemplo, sera visto que a fungdo e® é a tinica fungdo cujo valorem z =0é 1, e
que é igual a sua propria derivada: (e®) = e®.

Observacao 3.3. Uma boa referéncia para aprender mais sobre o nimero e, sobre a
invengao do logaritmo e sobre o seu papel no desenvolvimento do Célculo é o livro de
Eli Maor, e: a histéria de um nimero (se encontra na Biblioteca Central).

Demos mais dois exemplos em que a constante e tem um papel fundamental:

Exemplo 3.6. A curva de Gauss, ou Gaussiana é uma distribuicdo de probabili-
dade universal, que rege o desvio padrdo de um grande ntmero de varidveis aleatérias
independentes:

p(z)

T

Exemplo 3.7. Em fisica nuclear, uma substancia radioativa se desintegra naturalmente
com uma taxa 0 < A < 1, o que significa que a quantidade de substancia em fungdo do
tempo t decresce como

N, = Nge ™™ ,t >0, (3.15)
onde N, é a quantidade de substancia inicial e £ o tempo.
Ny
No
t (anos)

Exercicio 3.10. Considere (3.15).

2

1. Calcule o tempo de meta-vida T, i1sto €, o tempo necessdrio para a quan-
tidade de substdncia ser igual @ metade da sua quantidade inicial. Qual é
a quantidade de substdncia sobrando depois de duas meia-vidas? Quatro?
Existe um tempo em que a substdncia toda se desintegrou?

2. Sabendo que o urdnio 235 possui uma taza de desintegracdo Ay = 9.9-10 10,
calcule o seu tempo de meia-vida.
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Exercicio 3.11. Resolva:

1. In(—z) =2 6. e 1 < /e
2z—1
2. In(z?) =0 7. edetl > 4
1 _ _
3. In(z+1)+:=0 8. In(21) <0
4. 1n(1+m2):—% 9. n|lz+4|+Injz—1]=1n6
5. e +e*=4 10. (Inz)?>+1lnz >0

Exercicio 3.12. Determine quais das funcdes abaizo sdo pares, impares, ou nem
par e mem impar.

2 4 2
1. €e° 3. e¥ 5 e*—e® > telel
7. z4+z6+1

2. Inz 4. e"+e*® 6. In(1— |z| + z?)

Exercicio 3.13. Esboce o grdfico da funcgdo g(x)::ﬁ. Em seguida, esboce o

grdfico da fung¢do f(z):=(Inog)(z) somente a partir das propriedades do grdfico de
g e das propriedades do In.

T

Exercicio 3.14. Determine o conjunto imagem da fungdo f(z):=7.

3.4 Funcoes trigonométricas hiperbdlicas

A exponencial na base e permite definir trés fungdes fundamentais chamadas respecti-
vamente seno hiperboélico, cosseno hiperboélico e tangente hiperbdlica:

et —e’*® et +e*® et —e°®
senhz:=————, coshz:=———, tanhz:=———. (3.16)
2 2 et +e?

Para entender a origem da mistura de terminologia (nada 6bvia a priori!) usada para
definir essas fungoes, “trigonometria” e “hipérbole”, o leitor interessado podera consultar
o texto da Professora Sénia Pinto de Carvalho *. Estudaremos mais a fundo as pro-
priedades dessas fungdes nos préximos capitulos; por enquanto faremos somente alguns
comentarios.

Observe primeiro que

Também,

(em+e—m)2 (em_e—m)z 62m+2_|_e—2cc e2m_2+e—Zm

= — :1,
2 2 4 4

4www.mat .ufmg.br/~sonia/pubensino.htm
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portanto vale a seguinte identidade,
cosh®’z —senh’z =1, (3.17)
que tem uma semelhanca com (1.24): cos®z + sen®z = 1.

Exercicio 3.15. Mostre que coshz é uma funcdo par, e que senhz e tanhz sdo
impares.

Os graficos das funcdes hiperbdlicas serdo estudados em detalhes nos préximos capitu-
los. Mencionaremos somente o seguinte fato: o grafico da funcdo cosh z aparece a cada
vez que uma corda é pendurada entre dois pontos A e B:

A

B
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Capitulo 4
Limites

Nesse capitulo comegaremos o estudo do conceito fundamental do Céalculo: lzmate.

A ordem na qual a matéria serd apresentada aqui serd um pouco diferente da ordem
usual. Na Segdo 4.1 comegaremos descrevendo os limites no infinito, isto é, estudaremos
o comportamento dos valores de uma funcdo f(z) quando £ — oo ou £ — —oo. Depoais,
na Segao 4.2, olharemos o que acontece quando £ — a, onde a é um ponto fixo da reta
real. A nogao de continuidade sera considerada na Segdo 4.8.

4.1 Limites lim; ,., f(z)

Comegaremos estudando os valores de uma fungdo f(z), quando z toma valores arbi-
trariamente grandes e positivos, £ — 00, ou entdo arbitrariamente grandes e negativos,
z — —o00. O nosso primeiro objetivo serd de ver se, em cada um desses limites, os val-
ores de f(z) tendem a se aproximar de algum valor especifico. Consideremos primeiro
um caso simples.

Exemplo 4.1. J& montamos o gréfico da fungdo f(z) = % no Capitulo 2. Estudemos o
que acontece com f(z) quando z toma valores grandes:

1
T

T 1/z

1/z T

Quando z se afasta da origem, tomando valores grandes e positivos, vemos que o0s
valores de f(z) = % tendem a se aprozimar de zero. Isso costuma ser escrito da
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seguinte maneira:

Leia-se: quando z tende ao infinito (por valores positivos), os valores de % tendem a
zero. (Daremos uma defini¢do precisa mais tarde.) A razdo de % se aproximar de zero
a medida que = aumenta é devida simplesmente ao fato da divisdo de 1 por um niimero
grande resulta em um ntmero pequeno. Da mesma maneira,

Como o grafico de f se aproxima do eixo z longe da origem, diremos também que a
reta y = 0 é uma assintotica horizontal de f. Observe que em ambos casos, apesar

de pequenos, os valores de % sdo positivos quando z > 0, negativos quando = < 0.

Enfatizemos que o simbolo “limm_,+oo% = 0” ndo significa, de forma alguma, que % é
1gual a zero quando z é grande, mas somente que se aprorima arbitrariamente perto

de zero a medida que z vai crescendo.

Exemplo 4.2. Consideremos o comportamento de

_23:—1
3z +5

f(z)

, quando z — +o00.

Neste caso, quando z toma valores grandes, f(z) representa a divisdo de dois niimeros
grandes, o que representa uma forma de indeterminagdo. Para ver o que estd aconte-
cendo, calculemos f(z) para alguns valores de z, grandes e positivos:

z= | 10 | 100 | 1000 | 10°000
f(z) ~ | 0.5428 | 0.6524 | 0.6652 | 0.6665

Esses nimeros parecem indicar que os valores de f(z) se aproximam de 0.6666...:
lim f(z) = 0.66666... = 3. (4.1)

Para verificar isto, calculemos a diferenca:

_2z-1 2 —-13 13 1

_ _to T 2 (4.2)
3z+5 3 3(3z+5) 33z+5

fla) -

Agora observamos que quando £ — 400, —— tende a zero (sendo a divisdo de 1 por um
' 3z+5

nimero grande), o que implica que f(z) — % é perto de zero quando z é grande, o que
justifica (4.1). Como o mesmo raciocinio vale para os z negativos, quando z — —oo,
temos também

lim f(z)=2. (4.3)

T——00

Usando um computador, podemos verificar que de fato, o grafico de f, longe da origem,
se aproxima da reta horizontal y = 2:
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T

Observacao 4.1. Existe um outro jeito de entender o valor % acima, que comega com
um argumento informal: na fragao g;;é, quando z é grande, o numerador 2z — 1 e 0
denominador 3z + 5 sdo ambos grandes. No entanto, o “—1” no numerador se torna
desprezivel comparado com 2z (que é grande!), logo 2z — 1 pode ser aproximado por
2z. No denominador, o “5” é desprezivel comparado com o “3z”, logo 3z + 5 pode ser

aproximado por 3z. Portanto, para = grande,

2z — 1 ) 2z 2
pode ser aproximado por — = —.
3z +5 3z 3

Atencgdo: esse tipo de raciocinio ajuda a entender porque que o % aparece quando
T € grande, mas ndo fornece uma prova! Para tornar o argumento rigoroso, basta

colocar z em evidéncia no numerador e denominador, e stmplificar por z:

2z —1 z(2—-3) 2-
3z+5 z(3+32) 3+

8|08 |~

Agora vemos que quando ¢ — 00, o numerador dessa fracdo, 2 — %, tende a 2 (pois ja
sabemos que % tende a zero) e que o denominador, 3 + g, tende a 3. Assim podemos

escrever (as operagdes com limites serdo justificadas mais tarde)

-1 lmyL,e(2-2) 2-limgie:  2-0 2

I = 1i = = = =z
iy, /(=) = Jing lim, o0(3+ %) B8+45lim, 0 8+5-0 3

8|08 [

Vejamos agora um exemplo em que o comportamento quando z — oo pode ser diferente
do comportamento quando z — —o0.

|z]
z+1°

Exemplo 4.3. Considere f(z):= Como |z| = z quando z > 0,

T T 1
lim f(z) = lim —— = lim ————~ = lim =1
m—>oof( ) z—oo p + 1 2500 fB(l + i) 2= 1 4 % )
e como |z| = —z quando z < 0,
lim )= lim = lim —— = —
:c%foof( ) z——oo p + 1 z——o0 ] + %
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Portanto, f possui duas assintotas horizontais: a reta y = 1 quando z — o0, e a reta
y = —1 quando z — oo.

Observacao 4.2. E importante mencionar que o estudo dos limites lim,_, 1o f(z) tem
como objetivo entender como a fungdo se comporta para valores de z grandes, em
particular o que o gréfico faz longe da origem. Ora, esses limites sdo em geral calculados
justamente antes de conhecer o grdfico da fung¢ao!

Observacao 4.3. Em geral, um limite no infinito nem sempre existe. Por exemplo,
o limite “lim,_, ., sen z” ndo existe, pois & medida que z cresce, senz oscila em torno
de 0, sem tender a nenhum valor especifico. Um limite no infinito pode também ser
infinito, como veremos mais baixo.

4.1.1 A definicao de limite

Agora tornaremos formal a nogdo de limite no infinito, introduzida nos exemplos acima.

2z—1 2

Mostramos no Exemplo 4.2 que f(z) = 37 tende a ; provando que a diferenca
|f(z) — 2] se torna pequena a medida que z cresce. Em geral, dizer que os valores de
uma fungdo f(z) se aproximam arbitrariamente perto de um valor £ quando z é grande,
é equivalente a dizer que |f(z) — £| se torna arbitrariamente pequeno desde que z

seja grande o suficiente:

Definicao 4.1. Diz-se que f(z) tende a £ quando z — 00, e escreve-se
lim, o f(z) = £ (ou as vezes f(z) — £ se ndo tiver ambiguidade) se para todo
€ > 0 existir um N tal que se z > N, entdo

[f(z) =4 <e.
A defini¢do de lim, , ., f(z) = £ € parecida, mas “z > N” € trocado por “c < —N”.

Observagdo 4.4. E sempre subentendido, ao escrever “lim,_, f(z)”, que f(z) é bem
definida para todo z suficientemente grande.

Em termos do grafico de f, f(z) — £ deve ser interpretado dizendo que & medida que
z aumenta, a distdncia entre o grafico de f e a reta de equagdo y = £ tende a zero:

d(f(z),£) = 0.
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Diz-se entdo que a reta y = £ é assintota horizontal de f se pelo menos um dos
limites lim, o f(2), lim, , o f(z), existe e vale £.

Exemplo 4.4. Voltando para o primeiro exemplo, com f(z) = % no limite z — oo.

Como se trata de mostrar que o limite é £ = 0, precisamos estudar a diferenca |f(z)—4| =
|z =0l =y = ;- (Trocamos |z| por z, j& que £ & > 0 quando z — +00.) Agora,
precisamos garantir que a condigédo |f(z) — £| < ¢, isto é % < €, seja satisfeita para todo
z suficientemente grande. Facamos entdo a pergunta: qudo grande = precisa ser para
que % < €? A resposta é simples: é s6 observar que isolando z na condigdo “% < ¢,
obtém-se z > % Assim, temos que para todo € > 0, se £ > N, em que N::%, entdo
|f(z) — €] < e. Isso significa que lim, o, f(z) = ¢, isto é lim, ,,, 1 = 0, no sentido da
definicdo acima.

8 |~

N

Neste esbogo vemos que se 0 € > 0 for escolhido muito pequeno, entdo serd necessario
tomar z maior que 1 (que é muito grande), para ter * <.
€ T

Exemplo 4.5. Justifiquemos agora o valor limite do Exemplo 4.2, usando a definigdo.
Se z > 0, podemos usar (4.2) para calcular

5 2z —1 2 13 1 13 1
f(z) — 51 = — ==
3z+5 3 33z+5/ 33z+5
O valor absoluto foi retirado, j& que 3z + 5 > 0 para todo z suficientemente grande.
Agora, é claro que %ﬁ se torna arbitrariamente pequeno a medida que z cresce.

Fixemos entdo um ¢ > 0 e fagamos a pergunta: gqudo grande T precisa ser para

garantir que
13 1

— <
33z+5
Podemos resolver essa tultima inequacgdo, isolando z, e obtemos

1713
>3 (5-5).
3\ 3¢
Agora, chamando N:=1(3 —5), temos que se £ > N, entdo |f(z) — 2| < e. Isso pode

ser repetido para qualquer € > 0, e podemos ver que a medida que € fica menor, o N
fica maior. Assim conseguimos provar que lim,_,q, 2=+ = 2

€? (4.4)

3215  3°
Observe que em geral, a escolha do nimero N correspondente a um ¢ > 0 ndo é dnica.
Exercicio 4.1. Justifique, usando a Definigdo 4.1:

: z2-1 __
1. limy 400 2= = 1.

‘ 1 —
2. llmzﬂoo Pl 0
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Mencionemos algumas propriedades béasicas que decorrem da Definigdo 4.1:

Proposicao 4.1. Suponha que duas funcdes, f e g, possuam limites quando £ — 00:

lim f(z) =4, limg(z)=14(2,

T— 00

onde {1 e ¢, sdo ambos finitos. Entao

lim {£(z) + 9(2)} = lim f(2) + lim g(z) = s + &2, (45)
Jim £()g(2) = (Jim, f(2)) - (lim, 9(2)) = - £ (46)

Além disso, se €y # 0, entdo

2!

o f@) lime o f(@) &
6

e g(z)  lim,_,e0 g(T

3 - (4.7)

As mesmas propriedades valem no caso  — —o0.

Demonstragao. Provaremos somente (4.5). Seja € > 0. Definamos ¢;:=€¢/2. Por
definicdo, lim, ,o f(z) = ¢; implica que existe N; tal que se £ > N; entdo |f(z) — 4| <
€;. Por outro lado, se €3:=€/2, entdo lim, ,,, g(z) = £, implica, por defini¢do, que existe
N, tal que se z > N, entdo |g(z) — £3| < €5. Logo, se £ é maior que N; e N, ao mesmo
tempo, temos

(f(2) + 9(2)) — (b + &)| = |(f(o +(9(z) - &)
<|f (33)—51|+|9(33) bl <et+e=e.

[

A identidade (4.6) implica em particular que se A é uma constante (isto é, um nimero
que ndo depende de z), entédo

lim (M (@) = A lim f(2). (438)

4.1.2 Limites infinitos

Em geral, uma fungdo qualquer f(z) ndo precisa possuir limites no infinito. Isto é, f(z)
pode ndo se aproximar de nenhum valor finito quando z toma valores grandes. Por ex-
emplo, as fungdes trigonométricas, por serem periédicas, ndo possuem limites quando
T — +o0.

Por outro lado, ja& vimos que varias fun¢des néo-limitadas, como z2, tomam valores
arbitrariamente grandes ao z se afastar da origem. Neste caso, apesar do limite ndo ser
finito, faz sentido escrever

lim z2 = 400, lim z? = +00.

T— 00 T— —00
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De modo geral, para poténcias com expoentes inteiros z?, se p > 0,

. . o0 se p é par,
lim z? = 400, lim zf = {+ P ) p (4.9)
T T——00 —00  Sé p € Impar,
e se p < 0, entdo
lim z? = lim zP =0. (4.10)
T— 00 T——00

Exercicio 4.2. Mostre que

0 sep<l1,
fm =gl ser=1,
oo sep>1.

Vimos também que, dependendo da base, as fungdes exponenciais e logaritmos possuem
comportamentos diferentes no infinito:

o0 sea>1 0 sea>1
lim a® = { | -5 lim a® = -5 (4.11)
z—00 0 sea < 1. T——00 +00 sea <1.
oo sea>1
lim log, z = * > (4.12)
z—00 —o0 sea<l.

(Observe que “lim, , ., log, " ndo faz sentido, j& que o dominio de log, é (0, c0)!)

4.1.3 Quocientes e diferencas de ntimeros grandes

Aparece frequentemente de ter que lidar com quocientes 5 E;; ou diferengas f(z) — g(z),
em que ambos f(z) — oo e g(z) — oo. Neste caso, as identidades da Proposicdo 4.1

ndo se aplicam, e um estudo é preciso.

Quocientes de dois niimeros grandes

Foi visto no Exemplo 4.2 que apesar de ser um quociente de dois ntimeros que tendem
a +oo 2z—1 2

, 5015 vende a § quando z — oo. Isso foi feito eztraindo os termos de grau

maior no numerador e denominador. Vejamos o mesmo procedimento em um outro
exemplo.

Exemplo 4.6. Consideremos o limite

5 3 —z%+1
im ———
z—o0 213 4 3,/
O numerador e o denominador ambos contém um termo de grau maior 3, € o com-
portamento do quociente quando z — oo € indeterminado: “2”. Para resolver essa
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indeterminagdo, comecemos extraindo o termo de grau maior no numerador e no de-
nominador:

?—z?+1 2¥(1-1+45) 1-14+%
203+ 3z 232+ 25) 2+§’

E importante observar que depois da simplificacio por z°, o limite do quociente ndo
é mais indeterminado. De fato, o novo numerador satisfaz lim, (1 — % + x%) =
1—-0+0=1, e o denominador lim, ,,(2 + #) = 2+ 0 = 2, que é diferente de zero.
Logo, por (4.7),

2 —z2+1 llm,Hoo(l—%+z%)_1

lim = -
250 228 + 32 liMas,00(2 + 225) 2

m+2

Exemplo 4.7. Estudemos quando z — oo. Como 11m,,,,_,oc,(:r2 +2) = 0 e
lim, ,(z+1) = 0o, estamos de novo com uma indeterminagdo do tipo “2”, e (4.7) nédo
se aplica. Mas, pondo os termos de maior grau em evidéncia:

a:2+2_a;2(1+j—2)_$ 1+
c+1  z(1+L) 7 1+

Y

8 |~

. 1+5
Observe agora que o primeiro fator, z, tende a +00, e que o segundo fator, H—l, tende

a 1. Logo, o produto dos dois tende a +oo0:

. T2+ 2
lim

= +00.

Exercicio 4.3. Calcule os limites abaizo, sem usar a definicdo formal. Abaizo,
T — +o00 significa que sao dois limites para calcular: T — +00 e T — —00.

1. lim, ,40o(7 — T) 10. lim, o jjgl 18. lim, 1o In(1 + Z51)
. 1, 1 1
2. llmm—nl:oo{; + 22 + 3*3} 11. hmm—):l:oo «/422+1 19. ]-im:c—):l:oo w
3. lim, . %t - 3242
—+ z2 12. llmwﬁoo 22134 20. ]-lm:c—):l:oo sen2 T
4. llm:l:%:l:w vi—=z
. z+4/z+z 21. lim, .4+ cCOST
5. lim, . ie ez 18, lim, ..o e -
: —z? ) z 22. lim,_, ., arctan
6. lim, 4o h 14. lim, 400 :5‘27411 —*
. £E3 22 1
7. lim, e % 15. limy 1o VZZF 1 28. lim, , . senhz
8. lima:ﬂioo 2;;37_,;2 16. limzﬁioo 2% 24 1imcc—>:|:oo coshz
9. i o) 17. i e 25. i tanh
- Mz 60 2214 - AlMe 400 e—T_1 - My 4o tann T
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Exercicio 4.4. Um tempo t depois de ter pulado do avido, a velocidade vertical de
um paraquedista em queda livre é dada por:

k
v(t) = | tanh( gt) ,
m

onde m € a massa do paraquedista, g = 9,81m/s?, e k € um coeficiente de re-
sisténcia (atrito) do ar (em kg/m). Esboce t — V (t), e calcule o limite de veloci-
dade Vim (que ele nunca atingird). Dé uma estimativa de Vi, quando m = 80kg,
k =0.1kg/m.

Vimos acima algumas técnicas para estudar o comportamento de uma fungdo quando
T — F00. Consideremos agora outras técnicas.

Subtrair dois niimeros grandes

Na propriedade (4.5), insistimos sobre o fato dos dois limites lim, o, f(z) e lim, . g(z)
serem finitos para poder escrever

lim {f(z) + g(z)} = lim f(z)+ lim g(z).
Consideremos primeiro um caso onde um deles é infinito e o outro é finito:

Exemplo 4.8. Considere z2 — 1. Como lim,_,, 22 = +00 € lim,_,, = & finito (e vale 0,
mas esse valor ndo importa), temos lim, ,{z* — 2} = +o0.

Quando os dois limites sdo infinitos, com o mesmo sinal, entdo o limite da soma pode
também ser calculado:

Exemplo 4.9. Considere z + z°. Como lim, ,,, 2 = +00 € lim, ., z° = +00 (aqui,
ambos sdo +), temos lim, ,{z + 2%} = +0.

Agora, para estudar lim, ,{f(z) — g(z)}, com lim, ,s f(z) = 00 e lim, , g(z) = o0,
este € um caso de indeterminacdo do tipo “co — 00”, e um exame mais detalhado é
necessario. Por exemplo,

Exemplo 4.10. Considere z3 — z2. Como lim, ., 2% = +o00 e lim, .o 22 = +00,
tomemos cuidado. Como o termo de grau maior deve ser mais importante, escrevamos
* — 2> =231 —-21). Como z® - c0oel—1— 1,0 produto z3(1 — 1) tende a +oo:
lim, ,{z® — 2%} = +00. O que foi feito aqui se resume assim: z* e 2 ambos tendem a
+00, mas z% cresce mais rdpido que z2, e isso implica que a diferenca 23 — 2% é regida
(quando z & grande) pelo termo z3.

Exemplo 4.11. A diferenga z? — z* no limite £ — oo pode ser estudada da mesma

maneira: z2—z* = z*(% —1), e como z* — o0, (% —1) — —1, temos que z>—z* — —o0.
T T

Aqui, é o termo —z* que rege o comportamento para z grande.

Exemplo 4.12. Considere v/z + 1 — /2. Quando £ — 00, os dois termos v/z + 1 e \/z
tendem a +00, mas eles sdo do mesmo grau. Como calcular o limite dessa diferénga? O
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método usado aqui consiste em multiplicar e dividir pelo conjugado, isto é, escrever

“1” como
o VErls VT
Ve+1+yz
Lembrando que (a — b)(a + b) = a® — b,

B - m\/er\/E_\/ﬁz—\/EQ_ 1
e A== oy Sy - Sy -y - sy

Mas como v/z + 1+ 4/ — 00, temos

1
lim {vz +1- vz} = lim VI+14+/z

Exercicio 4.5. Calcule os limites das sequintes diferencas, quando z — 00:

1. 100z — z2 5. Vz?+1—+z? -z 9. In(z) — In(2z)
2. z" - 2" 6. Vz? 41— 12 -3z 10. In(z) — In(z + 1)
8. z* — 1zt 7. V2z — T+ 1

4. T— /T 8. e® —e*®

O “sanduiche”

senc

Exemplo 4.13. Considere o limite lim, ., **,*. Sabemos que o denominador tende a
+00, mas senz ndo possui limite quando z — oo (ndo da para “colocar em evidéncia”,
pois sen z ndo é um multiplo de z). Apesar de tudo, sabemos que senz é uma fungdo
limitada: para todo z, —1 < senz < +1. Portanto, quando z > 0,

1 senz 1

—— <y
T T T

Mas como a cota superior —|—% tende a zero, e que a cota inferior —% também tende a
zero, qualquer coisa entre —> e 2 também deve tender a zero:

senx

= . senz
\ ~ = Jim == =0

Esse método vale em geral:

Teorema 4.1. Suponha que f, g e h seja trés fungbes que satisfazem
9(z) < f(z) < h(z), para todo = suficientemente grande.

Suponha também que lim, o, g(z) = lim, ,o h(z) = £. Entdo lim, .. f(z) = <.
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Exercicio 4.6. Prove o teorema acima.

Exercicio 4.7. Calcule:
1. lim, o % cos(z? + 3z) 3. lim, o 1‘1——;

T+senzx
T—CcosZT

4. lim,_,o, =2l

2. lim, .

Inz

Observacao 4.5. Alguns limites no infinito, tais como lim,_, % ou lim,; 4 =%, ndo
podem ser calculados com os métodos desenvolvidos até agora; serdo estudados mais
tarde.

4.2 Limites laterais: lim, .+ f(z)

Na secdo anterior estudamos o comportamento de uma fungdo f(z) para os grandes val-
ores de z, isto é, “numa vizinhanca do infinito”. Consideremos agora o comportamento
de f(z) quando z estd numa vizinhanca de um ponto fixo a € R.

Serd em particular natural considerar o limite de f(z) quando z tende a a. Isso sem-
pre significard que z fica arbitrariamente perto de a, mas diferente de a. Na verdade,
tudo que segue sera feito independentemente do que a fungdo faz em a (s6 na sua
vizinhanca).

Como z pode estar ou a esquerda de a (z < a), ou & direita de a (z > a), comegaremos
com dois tipos de limites, chamados de laterais: escreveremos ¢ — a™ (ou z \, a) para
indicar que z se aproxima de a pela direita, e £ — a~ (ou z " a) para indicar que z se
aproxima de a pela esquerda. Observe que nesse processo,  pode estar arbitrariamente
perto de a, mas precisa sempre pertencer ao dominio de f (serd sempre subentendido).

Exemplo 4.14. Considere a fungdo f(z) = § + 1, na vizinhanga do ponto a = 1.
Olhemos primeiro os valores de f(z) quando z ™\, 1, isto é, quando z decresce para 1,
e vemos que estes decrescem para 1.5 = : lim,\; f(z) = &,

z= | 15| 1.1 | 1.01 | 1,0001
f(z)=]1.75] 1.55 | 1.505 | 1,50005

Ao olharmos os valores de f(z) quando z " 1, isto é, quando z cresce para 1, vemos
gue estes crescem para o mesmo valor %: lim, ~ f(z) = %,

z= | 05| 09| 099 | 09999
f(z)=1.25]1.45 | 1.495 | 1,49995
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Observacio 4.6. E importante mencionar que os limites estudados no exemplo anterior
nao dependem do valor da fung¢do no ponto a = 1! De fato, se g for uma modificagdo

de f em 1, por exemplo
241 sex#1,
g9(z):=12
0 sex=1,

entdo os limites laterais de g em = = 1 s8o os mesmos que os de f, isto &: lim,\ ; g(z) =

lim, ~; g(z) = 3.

Exemplo 4.15. Consideremos agora f(z) = 23:11. Observe que o dominio de f é
D =R\ {1}, e que ao z se aproximar de 1, o quociente se aproxima de “%”, uma outra
forma windeterminada. Olhemos de mais perto o que acontece na vizinhanga de z = 1,

estudando os valores de f(z), quando z \, 1,

z= | 11 | 1.02 |1.002 | 1.0002
f(z)~ 3,310 | 3,060 | 3.006 | 3,001

e quando z " 1:

z= | 0,9 | 0,99 | 0.999 | 0.9999
f(z)~ 2,710 | 2,970 | 2,997 | 2,999
Esses nimeros sugerem que lim, ,,+ f(z) = lim, ,;- f(z) = 3. Para provar que é

verdade, basta observar que por uma simples divisdo do polinémio z® — 1 pelo polinémio
z—1, ,
o1 2+ z+1.
z—1
A divisdo é sem resto, ja que os polindmios 3 — 1 e £ — 1 possuem a mesma raiz z = 1.
Agora, fica claro que se z tende a 1 (ndo importa de qual lado), entdo

lim (22 +z+1)=1*+1+1=3, (4.13)
z—1%
logo,
3 -1 )
1 -3|=|(z+z+1)-3|—0.

Observacao 4.7. No exemplo anterior, a fungdo ndo é definida no ponto a = 1, mas
em qualquer outro ponto da sua vizinhanga, e & medida que z se aproxima de a = 1,
o numerador e o denominador ambos tendem a zero, mas o quociente dos dois tende a
trés. B o nosso primeiro exemplo de resolucdo de uma indeterminagdo do tipo “% 7,

.. . 4_ . 5
Exercicio 4.8. Calcule lim, ,;+ =1, lim, ;= 2=, ..

Eis agora a defini¢cdo precisa de limite lateral:

Definicao 4.2. Seja a € R.

1. Diz-se que f(z) tende a £ quando z tende a a pela direita se para todo € > 0
existe um 6 > 0 tal que se a < z < a+ 0, entdo |f(z) — ¢ < €. Escreve-se
lim, ..+ f(z) = £.

2. Diz-se que f(z) tende a £ quando z tende a a pela esquerda se para todo
€ > 0 eziste um 0 > 0 tal que sea—06 < z < a, entdo |f(z)—£| < €. Escreve-se
lim, ,,- f(z) =£.
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No Exemplo 4.14, a diferenga |f(z) — £| vale |(5 5l =3
|f(z) — £| <€, basta escolher § := 2¢ e pegar |z — 1| < 6.

(2+1)- §‘ = 1|z — 1|. Logo, para ter

Exercicio 4.9. Usando a definicdo, mostre que lim, ,; 2 = 1.

Foi usado implicitamente em (4.13) que se cada termo de uma soma possui limite,
entdo a soma possui limite também, e este vale a soma dos limites; segue do seguinte
resultado, que é o andlogo da Proposigdo 4.1:

Proposicao 4.2. Suponha que duas funcées, f e g, possuam limites quando ¢ — a™:

lim f(IIJ) = él ) 11m+ g(x) = ZZ )

z—a™t

onde ¢; e £, sdo ambos finitos. Entao

zli)rglJr{f(a:) +g(z)} = wliglJr f(z) + wlfﬁ g(z) =4, + £, (4.14)
lim f(z)g(z) = (lim f(z))- (lim g(z)) =14, (4.15)

Além disso, se €y # 0, entdo

lim f(z)  limg_ .+ f(z) &4

= = —, 4.16
z—at g(.’E) lim,,.ﬁa+ g(fL') £2 ( )

As mesmas propriedades valem no caso x — a~.

Nos exemplos anteriores, os limites laterais z — a* e £ — a~ eram iguais. Vejamos
um exemplo onde eles sdo diferentes.

Exemplo 4.16. Considere f(z) = § +
se ¢ >0, f(z) = £ — ; se z <0, temos

N[

na vizinhanga de a = 0. Como f(z) = 3 +

T
2Je|

lim f(z) =+1%, lim f(z) = -1

z—0t

Isso significa que o gréfico de f(z), ao z crescer de < 0 para > 0 e atravessar 0, da
um pulo de valores pertos de —% para valores perto de —|—%. Diz-se que essa fungdo é
descontinua em z = O:

f(=)

—

/‘

Exercicio 4.10. Seja

g sex <2.

f(a:)::{S_m sex > 2

Calcule lim, .+ f(z) para cada a € R.
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As vezes, limites laterais ndo existem:

Exemplo 4.17. Considere sen% (que obviamente ndo é definida em z = 0) para z > 0.
Ja vimos (lembre o grafico de z — %) que quando > 0 se aproxima de 0, % toma
valores arbitrariamente grandes. Ora, como o seno ndo possui limite quando a sua

variavel tende a 400, sen% ndo possui limite quando z — 07:

Observe, no entanto, que lim,_, sen% =0.

Exercicio 4.11. Considere a func¢do definida por

f(z) +1 sez € ractonal diddico,
zT) = ,
0 caso contrdrio.

Estude os limites laterais de f(z) num ponto qualquer a.

Exercicio 4.12. Seja f(z):=|z]. Calcule lim__ .+ f(z), lim__ .- f(z), lim__ .+ f(z),

2 2 3
limaH%— f(z). Calcule lim, 1+ f(z), lim, ;- f(z). Calcule, para qualguer nimero
wnteiro n, limg .+ f(z), lim,_,,- f(z).

4.3 Limites lim, ,, f(z)

Definicao 4.3. Se uma func¢ao f possu: limites laterais iguais em a € R, isto €, se
lim, .+ f(z) = £ e lim, ,,- f(z) = £, entdo diremos que f(z) tende a £ quando z
tende a a, e escreveremos simplesmente

lim f(z) =¢.

T—a

Observe que nesse caso, f(z) tende a £ & medida que z tende a a, qualquer gue seja
o lado: para todo € > 0, existe § > 0 tal que se |z —a| < 4, z # a, entdo |f(z) — ¢| <e.
O limite lim, ,, f(z) serd as vezes chamado de bilateral.

Por definicdo, o limite bilateral satisfaz as mesmas propriedades que aquelas para os
limites laterais descritas na Proposigdo 4.2.
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Exercicio 4.13. Estude os limites abaizo. (Em particular, comece verificando se
o tipo de limite considerado é compativel com o dominio da fungdo.)

. . _4 . 1_
1. lim, (7 — z) 5. limg_4 2= 8. lim,_,; =
2. limm_,0+ \/E 6. 1i |z—4|

. 1m$—)4 _4 1

) x 9. lim, ,; v/Inz
3. lim,_,pcosz _ .

. 2 7. limg 5 . _
4. limg 3 -2 10. lim e

° z—3 2211 o T——2 VT2

Vejamos agora o andlogo do Teorema 4.1 para limites laterais e bilaterais.
Teorema 4.2. Suponha que f, g e h sejam trés funcgbes que satisfazem
9(z) < f(z) < h(z), para todo z numa vizinhanca de a .

Suponha também gque lim, .+ g(z) = lim, .+ h(z) = £. Entdo lim, ..+ f(z) =£. (O
mesmo resultado vale trocando todos os ¢ — a* por £ — a~ ou por z — a.)

Exemplo 4.18. O limite lim, ,o 22 sen% pode ser calculado, observando que —1 <
sen = < +1 para todo z # 0. Logo, multiplicando por z? (que & > 0),

—z? <z’senl <z?.

Quando z — 0, —z2 e z2 ambos tendem a zero. Pelo Teorema 4.2, concluimos que
lim, ,oz*sen: = 0.

Exercicio 4.14. Determine se o limite x — 0 da funcdo existe. Se for o caso, dé
o seu valor.

1+z
z g . 3 sex <0
2 sez é racional diddico, b ’
f(z) = , g(z) =< -1 sex=0
- )
0 caso contrdrio,

sen(5 +z) sezxz>0.

« 09

4.4 Indeterminagoes do tipo “j

Na segdo anterior encontramos, quando z — oo ou £ — —o0, indeterminagdes do tipo
“oo — 00", “%2". J4& encontramos (ver o Exemplo 4.15, e boa parte dos limites do Ex-
ercicio 4.13) limites de quocientes, em que numerador e denominador ambos tendem
a zero. Tais quocientes ndo podem ser estudados usando (4.16), e representam a uma

indeterminagéo do tipo “2”.

Observacao 4.8. Ter uma indeterminacdo (qualquer que seja) ndo significa que o
limite considerado ndo existe ou que ele ndo pode ser calculado, mas que um estudo
mais minucioso é necessario.
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Sera visto no préximo capitulo que a derivada, que fornece informagdes tuteis a re-
speito de uma fungdo, é por defini¢cdo uma indeterminacdo do tipo “2”. Por isso,

o
indeterminagdes “g” serdo os limites mais estudados a partir de agora. Vejamos alguns
exemplos.

0

Exemplo 4.19. lim; g é do tipo g, ja que (1 +k)> —1 — 0 quando h — 0.

Mas o limite pode ser calculado facilmente, observando que (1 + h)? — 1 = 2h + A%

(1+h)2-1
h

1+h)2-1 2h + h?
T Gl il S TN o NP S
h—0 h, h—0 h—0
Exemplo 4.20. Considere lim,_,, mf’fgij& Observe que aqui, lim, ,5(z> +z —6) =0

«w0»

e lim,_,»(z*> — 9z + 14) = 0, logo o limite & do tipo “5” (é sempre bom verificar antes
de comegar!). Mas o polindmio z? + z — 6 tender a zero quando z — 2, significa que
ele se anula em z = 2. Portanto, ele deve conter um fator (z — 2). De fato, fatorando,
z?+z—6 = (z—2)(z+3). O mesmo raciocinio leva a fatorar z2—9z+14 = (z—2)(z—7).
Portanto,

. Z®4+z—6 . (z-2)(z+3) .. z+3 5
lim —— = lim = lim =—=-1.
e=2g22 -9z + 14 =2(z—2)(z—7) eo22-—-7 =5

O que foi feito aqui, com a fatoragdo e simplificagdo por (z — 2), foi de eztrair a origem
comum da anulagdo do numerador e denominador em = = 2.

Exemplo 4.21. O método da multiplicacdo e divisdo pelo conjugado, vista do Exemplo
4.12, serve também para estudar limites do tipo g Por exemplo,

limix/l—kh—l_lim\/l—i—h—l \/1—|—h—|—1_1im¥_1
h>0 h RS0 h ViIth4+1l B0 /I+hR+1 27
Exercicio 4.15. Calcule os limites
: z—2)(4—2? . V6—z— g . —a
1. limg_,, % 3. lim, ,p V2=2=2 Ao iy q L=

: 9—t
2. ].lmtg)g 3 Vi

Exercicio 4.16. Existe um numero a tal que

. 3z’4+az+a+3
lim
z——2 2+ — 2

exista e seja finito? Caso afirmativo, encontre a e o valor do limate.

Exercicio 4.17. Quais expressdes abaizo representam uma indeterminacdo?

0
(+00) (-00), —c0+o00, 0vc0, -, o, T2

—_—, , 0—o0o0
00 —00 0
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4.4.1 O limite limy,_,, &*"=2"

Fixemos n € N, z4 € R, e estudemos W quando h — 0, que também é indeter-

minado do tipo % Esse limite serd importante no préximo capitulo.

A dificuldade é de tratar o termo (zo + h)™. O caso n = 1 é trivial: (zo + h)* = zo + h.
Quando n = 2, (zo + h)? = 22 + 2zoh + h?, logo (veja o Exemplo 4.19)

(zo + h)? — z3

llllilé = ]11%(2:1:0 + h) = 2z.
Para n = 3,4, ..., usaremos a féormula do bin6mio de Newton:

(xo+h)":$g+ (T)ﬂlg_lh—i— <Z>$8—2h2+,..+ <Z>$g—khk+...+hn’

onde (Z) = #}J)lkl Portanto,

) — 7
(2o + }3 To _ <?Z'>:r31+ <Z>m32h+...+ <Z>az3kh’“1 N A

Observe que cada termo dessa soma, a partir do segundo, contém uma poténcia de h.

Logo, quando h — 0, 86 sobra o primeiro termo: (’f)a:g_l = nzj ' Logo, foi provado
que
R —
lim (2o £ h)" = 2g =nzy t. (4.17)

h—0

4.4.2 O limite lim, ,, *22

Consideremos primeiro *2% no limite z — 0*. Observe que aqui, & medido em
radianos:

z= | 08 | 05 | 0.1 | 0.01

=z — 10,896 | 0,958 | 0,998 | 0,999
Os valores sugerem lim, .o+ *>% = 1. Provaremos esse fato usando a definigdo ge-

z
m

ométrica das fungdes trigonométricas. Considere um angulo 0 < z < 7 no circulo
trigonométrico:

C
B

B'C'

Temos |OC’'| = |OB| = 1, |B'B| = senz, |C'C| = tanz. Observe que a area do
tridngulo OB’'B é menor que a area do setor OC'B, que por sua vez & menor que a
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drea do tridngulo OC’'C. A é&rea ¢ do setor OC'B se calculada observando que por

. . ) . e . '
proporcionalidade: 3> = -%z. Logo, o = 5. Assim temos:

Tsenzcosz < iz < itanz.

Essas duas desigualdades implicam 1) senzcosz < z, isto &, 2% < L e2)z <

cosz’?

tanz = =22 isto é, cosz < =2Z. Logo,
cos T — T
senz 1 .
cosz < < , V0O<z<3.
T Cos<T
Como lim,_,p+ cos z = lim,_,o+ é =1, O Teorema 4.2 implica lim,_,o+ *2* = 1. Como

sen
T

sen o
T

é par, temos também lim,_,o- = 1. Portanto, foi provado que

. senc
lim
z—0

—=1. (4.18)

Exercicio 4.18. Usando (4.18), calcule os limites

. . . N ) 2

1. lim, ,, 222 3. lim, o 5222 5. lim, o 1-532¢ 7. limg_,q+ seniiz)
9 sen g sen 2z ] cos

2. limg 0 $222 4. llmg o =2 6. lim, o+ ==

4.5 Limites laterais infinitos, assintotas verticais

Vimos casos em que limites laterais sdo iguais, casos em que eles sdo diferentes, e casos
onde eles nem existem. Vejamos agora casos em que eles sdo infinitos.

Exemplo 4.22. Considere primeiro f(z) = . J4 vimos que a f ndo é limitada, e

a medida que z > 0 tende a zero, % cresce e toma valores positivos arbitrariamente
grandes. Por outro lado se £ < 0 tende a zero, % decresce e toma valores negativos

arbitrariamente grandes:

lim =400, lim = —00.
z—0t T z—0— %
De modo geral, qualquer z? com poténcia inteira negativa p = —¢q, ¢ > O:
1 ) 1 +00 seq é par
lim — = +o00, lim — = g pat,
z—0+ 29 z—0— 9 —00 se q é impar.

Exercicio 4.19. Tente definir rigorosamente lim, .+ f(z) = 400, lim, .+ f(z) =
—00.

Definigao 4.4. Se pelo menos um dos limites lim, .+ f(z) ou lim, ., f(z) é +o0,
diremos que a reta vertical de equacdo T = a € assintota vertical da funcdo f.

Exemplo 4.23. Como lim, ,p+log,z = —c0osea > 1, =+o0ose0<a<1l,z=0¢
assintota vertical da funcdo log,.
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Exemplo 4.24. A funcgdo tangente possui infinitas assintotas verticais, de equagdes
T =4+ km, k € Z, ja que para todo k € Z,

lim tanz = +o0, lim tanz = —00.
m%(%#»k'/r)— m%(%#»kﬂ')‘*‘

Exercicio 4.20. Calcule os limites.

1. lim, o+ ‘”2;:5#’;’6 5 lim, , o (\/%)2 10. lim; o+ %

2. lim,_,_p 2E5246 6. lim; o+ Int —¢ 11. lim, o+ 9%

3 lim, . o % 7. limy_,o- Int — ¢ 12. lim, o+ In2
. 8. lim; o+ 18. lim, . log(z?)

“ T ey 9. limg o+ —t 14. lim, , <t

Exercicio 4.21. Na Teoria da Relatividade Restrita (ou Especial), cujo principal
postulado é que a velocidade da luz é uma constante ¢ > 0 para qualquer obser-
vador, é provado que a massa efetiva de uma particula em movimento uniforme
depende da sua velocidade. Se a massa no repouso é my, entdo a sua massa efetiva
quando a particula tem uma velocidade constante v € dada por
Mo
My =

V2

C2
Estude v — m,, em particular quando v se aproxima da velocidade da luz.

Exercicio 4.22. Considere f(z) = z—ﬂ Estude os limites relevantes e ache as

assintotas (horizontais e verticais) de f. A partir dessas informagdes, monte o
grdfico de f.

Exercicio 4.23. Dé o dominio e ache as assintotas (horizontais e verticais), caso
existam, das fungoées

1. 2z+1 5. 913:; 10. =% 15. 1n(1£w2)
2. 4 6. % 11 =T 16. Y=L
5, s 7. logs(2 — z) 12. In(1 — z?) s j
ese 19, tna-g) T A
4. 22 g sens 14, 62 18, Im(1+e)

* (1—-22)(z—3) . z

Exercicio 4.24. (Primeira prova, Turmas D, 15 de abril de 2011) Defina assintota
horizontal/vertical de uma fungdo f, e ache as assintotas das funcées

lz—7  2+senz—3z2 y/z(z—1)

T+z ' z2—z+4+20 '’ z—1
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Exercicio 4.25. Dé exemplos de fungdes f que tenham z = —1 e £ = 3 como
assintotas verticais, e y = —1 como assintota horizontal.

4.6 Mudar de variavel

O céalculo de um limite pode ser as vezes simplificado transformando ele em outro limite,
via uma mudanca de varidvel.

sen 2z

Exemplo 4.25. Suponha que se queira calcular o limite de quando z — 0. Um
jeito possivel é de usar a identidade sen2z = 2senz cos z, escrevendo

sen 2z

lim = lim 2 xcosm:2~1-1:2.

z—0 T z—0

Um outro jeito de proceder é de introduzir a nova varidvel y:=2z. Ao fazer essa mu-
danga, é preciso reescrever o limite lim, ,o 22 se“"’ somente usando a variavel y. Como
z — 0 implica y — 0, e como = = y/2,

sen 2z . seny
= lim =

lim =
z—0 T y—0 y/2 y—0 y

cosdz— 1
cos

Exemplo 4.26. Considere o limite lim,_, . Chamando z:=cosz, ao £ — 0 temos

z — 1. Logo,
cosz—1 .. 2¥—-1

im = lim
z—0 cosz — 1 z—1 2z —1

=3 (ver Exemplo 4.15).

Vejamos também como um limite lateral pode ser transformado em um limite no
infinito:

Exemplo 4.27. Considere os limites laterais calculados no Exercicio 4.13: lim, o+ 9%,
. 1 ~
lim, ,o- 9=. Chamemos z:=2. Se z — 0%, entdo z — +o0. Logo,

lim 9> = 11m 9% = +00.
z—0t

Por outro lado, se £ — 07, entdo z — —o0, €

lim 95 = lim 9° = 0.

z—0~ z2——00

Exercicio 4.26. Calcule os limites fazendo uma mudanca de varidvel.

1. limg Segiw_gl) 3. lim, , Selll(_z;l) 6. lim, ,o+ tanh 2
2. lim, o 222 o 0 o
5. limg 4 - f 5 7. lim, o+ z tanh >

Exercicio 4.27. Ezplique como o limite calculado em (4.17) pode ser calculado via
uma divisdo de polindmaios, apos uma mudanc¢a de varidvel.
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4.7 O limite e = lim, ,oo(1 + 1)

Mencionamos, no ultimo capitulo, que uma das definigées possiveis do ntimero e =
2,718... € via o limite de (1 + 2)® quando z — co. De fato,

= | 10 | 100 | 1000 | 10°000
1+1) = \ 2,59374... \ 2,70481... \ 2,71692... \ 2.71814...

Pode ser mostrado que o limite quando £ — oo existe, e tomamos o valor do limite
como definicdo da base do logaritmo natural:

e:= lim (1 + %):E .

T— 00

Essa caracterizacdo de e permite calcular véarios limites importantes, como por exemplo

limp o+ @ De fato, com a mudanca de varidvel z = %, h — 0" implica z — +o0:

h—0+ h z—+00

In(1+1
n(1+2) = ZE{POO 111((1 + %)z) =Ilne=1. (4.19)

Um outro limite que pode ser calculado é lim, o+ ezT_l Dessa vez, chamando z = e®,
z — 0" implica z — 17:

.oet—1 .o z—1 . 1
lim = lim = lim 5
z—0t T z—1+ Inz z—1+ %

Mas agora se h:=z — 1, entdo z — 17 implica h — 0%, e por (4.19),

! In(1+h
LI Gl

lim = 1.
=1tz —1 h—0t h
Portanto,
T—1
lim &~ =1. (4.20)
z—0t T
Observe que o limite lateral a esquerda se obtém facilmente: chamando y:= — z,
-1 V-1 v—1
lim ¢ = lim ¢ = lim ¢ e’
z—0— T y—=0t  —y y—=0t Y
y _
:(lime )(Iimey>:1 1=1
y—0t Yy y—0t
Exercicio 4.28. Mostre que para todo a > 0,
. log (1+nh 1 ) -1
lim 8o(1+ 1) = , lim =Ina. (4.21)
h—0 h Ina z—0
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4.8 Continuidade

Seja f uma fungdo cujos valores f(z) sdo conhecidos para todo z < a. O que pode
ser dito a respeito de f(z) para £ > a? (Pensando dinamicamente: suponha que a
trajetoria de uma particula é conhecida para todos os tempos ¢ anteriores a a; o que
pode ser dito a respeito da trajetéria para tempos t > a?)

/‘\- ?

A priori: nada. De fato, a fungdo f pode ter sido definida no intervalo £ > a por um
procedimento totalmente arbitrario, permitindo em particular que o gréfico de f dé um
pulo em a, o que impede qualquer tipo de previsdo para os valores de f(z) quando z > a.

Facamos entdo uma pergunta mais especifica: qual propriedade a fungdo precisa sat-
isfager para podermos pelo menos afirmar que para valores £ > a préximos de a, os
valores de f(z) sdo proximos de f(a)? Vemos aqui a propriedade procurada para f pode
ser formulada em termos de limite lateral: precisamos que o limite lateral a direita

lim f(z)

z—at

exista e valha f(a). Uma fungdo que satisfaz a essa propriedade é chamada continua a
direita em a.

Definicao 4.5. Uma fung¢do f €
1. continua a direita em a se lim, ,,+ f(z) = f(a).
2. continua a esquerda em a se lim, .- f(z) = f(a).

Se f é ao mesmo tempo continua a esquerda e a direita em a, entdo
lim f(z) = f(a
lim f(z) = f(a),

e f € dita continua em a.

Se os limites laterais lim, ,,+ f(z) lim, ,,- f(z) forem diferentes, f é dita descontinua
em a.

Observacao 4.9. Informalmente: f é continua em a se uma pequena variagdo de =
em torno de a implica uma pequena variagdo de f(z) em torno de f(a). Em particular,
o grafico de f ndo “da pulo” num ponto de continuidade.

Diremos, em geral, que uma fungdo f é continua se ela é continua em cada ponto do
seu dominio. A maioria das fung¢des fundamentais consideradas até agora sdo fungdes
continuas.
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Exemplo 4.28. Qualquer polinémio define uma fungdo continua. Por exemplo, con-
sidere f(z) = 22+ z+1, e a € R um real qualquer. Quando z tende a a, entio 22 — a?,
z —ae“l— 1" Logo f(z) — f(a), portanto f & continua em a. O mesmo raciocinio
pode ser adaptado para qualquer polinémio.

Exemplo 4.29. As fungées trigonométricas sdo continuas. Por exemplo, por definigdo
do seno e do cosseno via o circulo trigonométrico, parece claro (e pode ser mostrado)
que sen T e cos ¢ variam continuamente em funcdo de z. Portanto, sendo um quociente
de duas fungdes continuas, a tangente é continua também (no seu dominio).

Exemplo 4.30. As fungbes exponencial e logaritmo, a® e log,(z) (em particular, e® e
Inz), sdo fungdes continuas !.

Proposicao 4.3. Se f e g sdo continuas em a, entdo A\f (onde A é uma constante),
f+g, e f-g sdo continuas em a também. Se g(a) # 0, entdo 5 é continua em a
também. Se g é continua em a e se f é continua em g(a), entdo fog é continua
em a.

Exemplo 4.31. Considere (lembre o Exemplo 4.16)

s+ ﬁ sex #0,

: sez=0.
Se a # 0, entdo lim, ,, f(z) = f(a), logo f é continua em a # 0. Como lim, ,o+ f(z) =
= = f(0), f & continua a direita em a = 0. Mas, como lim, o f(z) = —1 # f(0), f &
descontinua em a = 0.

Exemplo 4.32. A fungdo f do Exercicio 4.11 é descontinua em todo a € R.

Exercicio 4.29. Determine os pontos a € R em que a primeira fung¢do f do Ezer-
cicio 4.14 € continua.

. . T— % sexz#0 R .
Exercicio 4.30. Considere f(z) = . 2] . Dé o dominio D de f,
— sez=0.

asstm como o conjunto C dos pontos em que f € continua.

Exercicio 4.31. Estude a continuidade da fung¢do

2_
z°—3z42 Se$¢2’

e

0 sexr=2.

Como que f pode ser modificada para se tornar continua na reta toda?

! Apesar de parecer uma afirmacéo elementar, provar a continuidade de 2 — a® implica usar a sua
definigdo precisa. Uma prova pode ser encontrada nos livros de analise.
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Exercicio 4.32. Ache o valor da constante a tal que a sequinte fung¢do seja continua

em todo z € R: .
N e Y
' 5+a sexz=1.

Exercicio 4.33. Estude a continuidade das fungoées

f(z)= {tanhi sex #0, o(z)= {a:tanhi sex #0,

0 sex =20, o sex=0.

4.8.1 O Teorema do valor intermediario

Fungdes continuas possuem propriedades muito particulares. Considere por exemplo
uma fungdo continua num intervalo fechado, f : [a,b] — R. Entéo, ao z variar entre a
e b, o grafico de f corta qualquer reta horizontal intermediaria, de altura & entre f(a)
e f(b), pelo menos uma vez:

f(z)

Teorema 4.3 (Teorema do Valor Intermedidrio). Seja f : [a,b] — R uma fungdo
continua, tal que f(a) < f(b). Entdo para todo h € [f(a), f(b)], existe c € [a,b] tal
que f(c) = h. Uma afirmagdo parecida vale quando f(a) > f(b)

Exercicio 4.34. Para cada fung¢do abaizo, estude a propriedade do valor inter-
medidrio (isto €, fize uma reta de altura h e vé se o grdfico de f corta a reta).

1. f:[-1,2] = R, f(z):=2

L=l sex #0,

2. g:—-1,1 =R, g(z)=¢ *
9:[-1,1 > R, 9(a) {O ey

3. h:[0,2] = R, h(z):=

2r—1 se0<z <1,
2 —3 sel<z<2.

O Teorema do valor intermedidrio possui uma aplicagdo para a resolugdo numeérica de
equagoes.

Exemplo 4.33. Considere a fungdo f(z):=1 — 2? — 25, no intervalo [-1,1]. Como f é
continua e muda de sinal entre —1 e +1, f(—=1) =1 > 0, f(+1) = —2 < 0, 0 Teorema
do Valor Intermediario implica que deve existir pelo menos um ponto z, € [—1,1] tal
que f(z*) =0.
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f(z)
TN
-1 T,

Como calcular z,? Por definigdo, z, € [—1, 1] é solugdo da equagdo do quinto grau:

+z2-1=0,

cujo tratamento exato requer métodos mais sofisticados. Vejamos um método que, sem
ser ezato, fornece pelo menos uma aproximacgdo de .

A idéia é de localizar z, usando recursivamente o Teorema do Valor intermediario.
Para comegar, observemos que como f(0) > 0, f(1) < 0, f muda de sinal também no
intervalo [0, 1], o que implica que z, € [0, 1].

Calculemos entdo o valor de f no meio do intervalo [0, 1] e observemos que f(3) > 0.

Portanto, f muda de sinal entre ; e 1, o que implica que z, € [3,1]. Em seguida,
1 3

f(%) < 0 implica que f muda de sinal entre 1 e 2, isto &, z, € [3,2]. Continuando

214
assim, obtemos uma sequéncia decrescente de intervalos encaixados, cada um contendo
T
1 1 3
[0’1] » [5)1] ) [5)1] AR
Os tamanhos dos intervalos decrescem exponencialmente rapido: o primeiro tem tamanho

1, o segundo tamanho %, etc., o n-ésimo tem tamanho 27". Logo, qualquer ponto do

n-ésimo intervalo da uma aproximagdo de z, com uma precisdo de 27".

O método descrito acima, que consiste em usar o Teorema do Valor intermediério a
cada etapa, é chamado de método da bissecao.

4.9 Limites e funcoes continuas

Como visto na Proposigdo 4.3, se g € continua em a, e se f & continua em g(a), entdo
f og é continua em a. Isso pode ser dito da seguinte maneira: se g(z) — L quando
T — a e se f é continua em L, entdo f(g9(z)) — f(L) quando z — a. Isto &,

lim f(g(z)) = f(lim g()) .

Esse fato foi usado, sem sequer ser mencionado, em varios lugares nas seg0es anteriores.
Por exemplo apareceu, no item (5) do Exercicio 4.18, o limite de (¥22)2 quando z — 0.

z
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Aqui, a fungéo é da forma f(g(z)), com g(z) = =22, f(z) = 2. Ora, como g(z) — 1 e
como f é continua em 1, podemos escrever

2 2
lim(sen:E) = <lim senx> = (12 =1.

z—0 T z—0

Também, no item (9) do Exercicio 4.13, como +/z é continua a direita em 0

lim vVInz = lim+1n:1: = \/6: 0.
z—1

z—1t

Um resultado parecido vale para limites no infinito: se g(z) — L quando z — o0 e se
f € continua em L, entdo f(g(z)) — f(L) quando ¢ — oco. Em outras palavras:

lim f(g(z)) = f(lim g(z)).

T— 00

Por exemplo, em (4.19),

lim In((1+ 1)) = ln( lim (14 ;)Z) =lne=1. (4.22)

z—+o0 z—+4o0

4.10 Exercicios de revisao

Exercicio 4.35. Considere a fungdo

2r+2 sezxz <0,
f(z)=¢2%2-2 se0<z<2,
2 sex > 2.

Calcule os limaites lim, .- f(z), lim, o+ f(z), lim, o f(z), lim, - f(z),
lim, o+ f(z), lim, ,» f(z). Em seguida, interprete esses limites mo grdfico de

f-

Exercicio 4.36. Considere um ponto @ na pardbola y = z2. Seja M o ponto meio
do segmento OQ (O € a origem) e seja r a reta perpendicular ao segmento OQ,
passando por M. Seja R a wintersecdo de r com o ewxo y. Estude o que acontece
com R quando Q) varia. O que acontece com R no limite QQ — O?

Exercicio 4.37. Considere um circulo C de raio r > 0. Considere a divisao de C
em n setores de aberturas iguais. Aprorime a drea de cada setor pela drea de um
tridngulo, escreva a drea A, do poligono definido pela unido dos n tridngulos, e
calcule lim,,_, o, A,.
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Exercicio 4.38. Calcule o limite, se existir.

1. lim,_, Z=10 8. lim, o 2222 15. limy i 53
g 3z% -z o
2. lim, .1 57— 9. lim, o+ logy(sen(z)) 16. lim, o0 132—;::1
8. lim,_,; Syie=2t 10. lim, o+ logg(cos(z))
et U 17. limy, o Y3E3R=V3
4. lim, ,; =22 11. lim, o =22
3
, i _ 18. lim,_,; VP!
5. lim, oo zjfergl 12. lim, (2 — 555) VAl
g 221 80—
6. ].lmm_mo :534203%2:53 13. limp—too VZ2—T2—22—1 19. 11m€8—>—00 ';1,31_483_137
7. lim,_,_y seIll(_il:;l) 14. lim, 1o sen(g-l— 1_1_122 20. lim,_, zize‘:r;:z
Exercicio 4.39. Calcule os limates
1. lim, .o ¥ 1|_;|°“" (Dica: 1 —cos’z = sen’z)
2. limy, o Ze=sRe (Bicy: sen(a 4 b) = ...)
3. lim, o 2 %5 (Dica: limg o %0 = ...
: 1—2cosz ; a _ _
4. llmaH% sen(r—32) (Dica: m — 3z = 3t, cos(a+b)=...)
Exercicio 4.40. Considere
f(z)= VIt 1 — (az? +b) + == sez£0,
"o sexz=0.
Ache a,b,c de modo tal que f seja continua em 0, e que lim, ,,, = —3.
Exercicio 4.41. Seja f : R — R continua tal gque lim, ., o f(z) = +oo,

lim, , « f(z) = —0c0. Mostre que Im(f) = R.

Exercicio 4.42. Se f ¢é par (respectivamente impar), qual é a relagdo entre
lim, .o+ f(z) e lim, ,o- f(z)? Seja f uma funcdo impar tal que lim, o+ f(z) ex-
1ste e vale L > 0. Essa fung¢do € continua?

Exercicio 4.43. Estude a continuidade das sequintes funcodes:

T

e=*-1 secx +1},
earctanl/:c se T # O, € { }
fl@):=1 . g9(z):=10 sex=—1,
ez ser =0,
1 ser=+1.
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Capitulo 5

Derivada

A derivada sera o nosso principal uso da nogdo de limite. Veremos primeiro, na Secao
5.1, como ela aparece naturalmente na procura da equagdo da reta tangente a um grafico.
Em seguida, a derivada serd tratada como uma nova fungdo e as suas propriedades serdo
descritas. Estudaremos a segunda derivada e o seu sentido geométrico na Secdo 5.10.
Abordaremos o estudo de problemas concretos de otimizagdo na Secdo 5.11. Na Segdo
5.14, derivada e derivada segunda serdo usadas para estudos detalhados de funcgdes.

5.1 Retas e graficos de funcoes

Para comecar, consideraremos retas do plano associadas ao grdfico de uma funcao. Isto
é, escolheremos um ponto fizo P, um ponto mdvel Q, e consideraremos a inclinagdo da
reta que passa por P e (). Serd interessante estudar como que essa inclinagdo evolui em
funcdo da posigdo de @, quando @ se mexe ao longo do grafico de uma funcgéo.

Exemplo 5.1. Considere o ponto fixo P = (0,—1) e a reta horizontal r de equagdo
y = 1. Consideremos agora um ponto moével @ em 7. Isto é, @ é da forma Q = (A, 1),
onde A varia em R, e estudemos a inclinacdo da reta passando por P e @), dada por

1-(-1) 2
mA)="—5"% T
- < inclinagdo: m(A)
/// A
Py

Vemos que quando @Q pertence ao primeiro quadrante (A > 0), m(}) é positiva, e quando
@ pertence ao segundo quadrante (A < 0), m(\) é negativa. Observemos também que a
medida que @ se afasta pela direita ou pela esquerda, a reta tende a ficar mais horizontal.
Em termos da sua inclinagdo:

lim m(A\) =0, lim m()\) =0.

A——00 A—+o0
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Por outro lado, quando @ se aproximar de (0, 1), a reta se aproxima de uma vertical, e
a sua inclinagdo toma valores arbitrariamente grandes:

lim m(A\) = —o0, lim m(A) = +4o00.
A—0~ A—0t

Exemplo 5.2. Considere agora o ponto fixo P = (—1,0) e um ponto mével Q no gréfico
da fungdo f(z) = %, contido no primeiro quadrante. Isto é, @ é da forma Q = (A, %),
com A > 0. Como no exemplo anterior, estudemos a inclinagdo da reta passando por P
e , dada por

-0 1
mN =3 T At

Aqui vemos que
lim m(A) = 400, lim m(A)=0.
A—07F A—+oo

Finalmente, consideremos um exemplo em que ambos pontos pertencem ao grafico de
uma mesma funcdo.

Exemplo 5.3. Considere a parabola, grafico da fungio f(z) = z?. Consideremos , de
novo, um ponto fixo nessa pardbola, P = (—1,1), e um ponto mével @ = (A, A\?).

Q.
b P
-1 A
Aqui,
A2 —1 A2 —1
A) = = .
mN =3 T ) T A
Quando @ se afasta de P,
Jim m(A) = —o0, >\1—1>£—noo m(A) = +oo.

Vejamos agora algo mais interessante: o que acontece quando @ se aprozima arbi-
trariamente perto de P, isto €, quando A — —17
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Vemos que a medida que @ se aproxima de P, a reta r se aproxima da reta tangente
a parabola no ponto P, denotada rf. Em particular, a inclina¢do de rf pode ser
calculada pelo limite

P A2 —1

M = A11>I£l1m()\) = hm, A+1°

Esse limite é indeterminado, da forma “%”, mas pode ser calculado:

X-1_ L (A-DA+1)

,\lin}l A+1 Aifl A+1

AIEI}1()‘ —-1)=-2.

Portanto, a equagdo da reta tangente r¥ é da forma y = —2z + h, e a ordenada na
origem pode ser calculada usando o fato de r¥ passar por P. Obtém-se:

rfiy=-2z-1

-1

Na verdade, a mesma conta permite calcular a inclinagdo da reta tangente a qualquer
ponto do gréafico:

Exercicio 5.1. Considere um ponto P da pardbola, cuja primeira coordenada é
um numero a € R qualquer, fizo. Escolha um ponto Q da pardbola (com primeira
coordenada A), e calcule a equagdo da reta r que passa por P e Q. Estude o que
acontece com a equacgdo dessa reta quando A — a?

5.2 Reta tangente e derivada

O procedimento descrito no Exemplo 5.3 acima pode ser generalizado, e fornece um
método para calcular a reta tangente ao grafico de uma fungdo f num ponto P =
(a, f(a)). Escolhamos um ponto vizinho de P, também no grafico de f, denotado
Q = (z, f(z)), e consideremos a reta r que passa por P e Q.
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f(a)

A inclinagdo da reta r é dada por
f(z) — f(a)
z—a '

e a inclinacdo da reta tangente em P é obtida pegando @ — P, isto é, z — a.

Definicao 5.1. Considere uma fung¢do f definida num ponto a e na sua vizinhanga.

Se o limaite
f(a)=1im 1O =1, 1)

existir e for finito, diremos que f é derivdvel (ou diferencidvel) em a. O wvalor
de f'(a) é chamado de derivada de f mo ponto a, e representa a inclina¢do da
reta tangente ao grdfico de f no ponto P = (a, f(a)).

Veremos mais tarde que a derivada deve ser interpretada
como taza local de crescimento da func¢do: f'(a) da a
taxa com a qual f(z) cresce em relagdo a z, na vizinhanca
de a. Considerando o grafico na forma de uma curva y =
f(z), e chamando Az:=z — a e Af:=f(z) — f(a), vemos
gue uma notagdo natural para a derivada, bastante usada
na literatura é:

g = lim ﬂ

dz  Az—0 Az

Observagao 5.1. Em geral, f/(a) € um limite indeterminado da forma 3. De fato, se f é
continua em a entdo quando £ — a, o numerador f(z) — f(a) — 0 e o denominador z —
a — 0. Por isso, os métodos estudados no tltimo capitulo serdo usados constantemente
para calcular derivadas.

Observacao 5.2. Observe que com a mudanga de variavel h:=z — a, £ — a implica
h — 0, logo a derivada pode ser escrita também como

fla+h)— f(a)
h ?

f'(a)=lim (5.2)

Exercicio 5.2. Considere f(z):=z* —z. Esboce o grdfico de f. Usando a definicdo
de deriwada, calcule a deriwada de f nos pontosa =0, a = %, a = 1. Interprete o
seu resultado graficamente.
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Exercicio 5.3. Usando a definicdo, calcule a derivada de f no ponto dado.

1. fz)=vz,a=1 4. f@)=12% a=-1
2. f(z)=+/141z,a=0
8 f(z)=,a=0 5. flz)=1,a=2.

Exercicio 5.4. Dé a equagdo da reta tangente ao grdfico da fun¢do no(s) ponto(s)
dado(s):

1. 3z +9, (4,21) 4. =, (-1,-1), (1,1)

2. z—x2, (1,1) 5. v/1—1z2, (-1,0), (1,-1) (0,1),
(1,0)

3. v1+z, (0,1)

6. senz, (0,0), (3,1)

Exercicio 5.5. Calcule a equac¢do da reta tangente ao circulo z2 4+ y?> = 25 nos
pontos P, = (3,4), P, = (3,—4), P; = (5,0).

Exercicio 5.6. Determine o ponto P da curva y = /z, ¢ > 0, no qual a reta
tangente rp 4 curva é paralela a reta r de equacao 8 —y — 1 = 0. Esboce a curva
e as duas retas rp, T.

Exercicio 5.7. Calcule o valor do pardmetro B para que a reta y = = — 1 seja
tangente ao grdfico da funcdo f(z) = z* — 2z + 8. Em seguida, faga o esbogo de f
e da reta.

Exercicio 5.8. Considere o grdfico de f(z) = =. Eziste um ponto P do grdfico de
f no qual a reta tangente ao grdfico passa pelo ponto (0,3)?

1
e

Exercicio 5.9. Determine o ponto P do grdfico da funcdo f(z) = z°> — 2z + 1 no
qual a equacdo da tangente é y =z + 3.

5.2.1 Pontos de nao-diferenciabilidade

A derivada nem sempre existe, por razdes geométricas particulares: a reta tangente ndo
é sempre bem definida. Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 5.4. Considere f(z):=z'/, definida para todo = € R (veja Segdo 2.4.2). Para
um a # 0 qualquer, calculemos (com a mudanga ¢t = z'/3)
1/3 _ a1/3 t— a1/3 1 1

oy g T L L _
fle) = lim T—a _tllilll/s t—a _t2£3t2+a1/3t+a2/3_3a2/3'

Se a = 0, é preciso calcular:

. ) :1:1/3_01/3 ) 1
FO) =g = Mhges = T

De fato, a reta tangente ao grafico em (0,0) é vertical:
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mw]/ m
A

¢ derivavel em qualquer a # 0, mas ndo em a = 0.

Assim, z'/3

Exemplo 5.5. Considere agora f(z) = |z|, também definida para todo z € R. Sea > 0,
entdo

. lzl=1a] ,. z—a
"(a :11m|7:11m7: 1.
Por outro lado, se a < 0,
F(a) = tim A8l m2 = (F0)
T—a m—a T—a z—a

Entédo |z| é derivavel em qualquer a # 0. Mas observe que em a = 0,

z[ —[0] _ . lz[—10] _
=41, lim =
z—0+t 1 —0 z—0- T —0

—1.

Como os limites laterais ndo coincidem, o limite bilateral ndo existe, o que significa que
f(z) = |z| ndo € derivdvel (apesar de ser continua) em a = 0. De fato, o grafico
mostra que na origem (0, 0), a reta tangente ndo é bem definida:

Exercicio 5.10. Dé um exemplo de uma fun¢do continua f : R — R que seja
deriwdvel em qualquer ponto da reta, menos em —1,0, 1.

Apesar da fungdo |z| ndo ser derivavel em a = 0, vimos que é possivel “derivar pela
esquerda ou pela direita”, usando limites laterais. Para uma fungdo f, as derivadas
laterais em a, f' (a) e f'(a), sdo definidas pelos limites (quando eles existem)

£ @t T@) 1@ o S )~ (@)

5.3
z—at r—aQa h—0% h ( )

5.2.2 Derivabilidade e continuidade

Vimos casos (como |z| ou z'/® em a = 0) em que uma fungio pode ser continua num

ponto sem ser derivavel nesse ponto. Mas o contrario sempre vale:

Teorema 5.1. Se f € deriwvdvel em a, entdo ela € continua em a.
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Demonstracdo. De fato, dizer que f é derivavel em a implica que o limite f'(a) =
lim, ., ! (’2 f(2) existe e & finito. Logo,

lim(7(2) ~ f(@) = hm{ =10 p )

T—a T—a

= {lim(m)_()} {lim(z —a)} =0,

zT—a r—Qa T—a

o que implica f(z) — f(a) quando z — a. Isto é: f é continua em a. O

5.3 A derivada como funcao

Por enquanto consideramos uma fungao

e associamos a cada ponto a do seu dominio um nimero f'(a) obtido a partir de um
processo de limite que envolve os valores de f na vizinhanca de a. Observe que para
cada a, o limite deve ser a principio recalculado. Como a cada a corresponde um f'(a),
esse mecanismo define na verdade uma nova fun¢do a — f'(a), e é mais natural a
escrever usando a letra z em vez da letra a:

z— f(z).

Assim, a derivada pode também ser vista como um jeito de definir, a partir de uma
funcdo f, uma outra fungdo f’, chamada derivada de f, definida (quando o limite
existe) por

oyt [T (@)

h—0 h

Observe que nessa expressdo, h tende a zero enquanto z é fizo.

Observacao 5.3. E importante mencionar que o dominio de f’ é em geral menor que o
de f. Por exemplo, |z| é bem definida para todo z € R, mas vimos que a sua derivada
é definida somente quando z # 0.

Exercicio 5.11. Se f € par (resp. impar), derivdvel, mostre que a sua derivada €
impar (resp. par).

af(z)—zf(a)

Exercicio 5.12. Se f é derwdvel em a, calcule o limite lim,_,, === —

Derivadas serdo usadas extensivamente no resto do curso. Nas trés proximas segdes
calcularemos as derivadas de algumas fungbes fundamentais. Em seguida provaremos
as regras de derivagdo, que permitirdo calcular a derivada de qualquer fungdo a partir
das derivadas das funcdes fundamentais. Em seguida comecaremos a usar derivadas na
resolucdo de problemas concretos.
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5.3.1 Derivar as poténcias inteiras: z?

Mostraremos aqui que para as poténcias inteiras de z, zf com p € Z,

(z7) = pz*". (5.4)

O caso p = 2 ja foi tratado no Exemplo 5.3 e no Exercicio 5.1:

(z?) = lim w — lim M

h—0 h h—0 - ’IIIE)I%(Z’E + h) =2z

Na verdade, para " com n € N qualquer, ja calculamos na Segdo 4.4.1:

n\ __ 1: ($+h)n_$n_ n—1
(z™) = llllilé = net (5.5)

Por exemplo, (z*) = 4z3, (') = 17216,

Observacao 5.4. O caso p = 0 corresponde a z° = 1. Ora, a derivada de qualquer
constante C € R é zero (o seu gréfico corresponde a uma reta horizontal, portanto de
inclinagdo = 0!):

(C) =0.

Para as poténcias negativas, z77 = miq obviamente ndo é derivavel em 0, mas se = # 0,

1 1
1Y e @R zd o -1 (z+h)?—2? -1
(3¢) = lim == = lim (@t hyzs  h ~ pape

= —qz 7',

x9

Isso prova (5.4) para qualquer p € Z. Veremos adiante que (5.4) vale para qualquer p,
mesmo ndo inteiro. Por exemplo, (a:*/ﬁ)’ = +/2z2V2"!. Para alguns casos simples, uma
conta explicita pode ser feita. Por exemplo, se p = i%,

Exercicio 5.13. Calcule (vz)', (7).

5.3.2 Derivar as funcgoes trigonométricas

A derivada da fungdo seno ja foi calculada no Exercicio 4.39. Por definigdao,

;oo . sen(z+h)—senz
(sen)(z) = }1}3(1] . :

Usando a férmula (1.25), sen(z + h) = senz cos h + sen h cos z, obtemos

._sen(z+h)—senz . senzcosh+senhcosz —senc
lim = lim
h—0 h, h—0 h,
. cosh-—1 . senh
=senz!lim —— ; + cosz< lim .
h—0 h—0
Ora, sabemos que limy, ,o *2* = 1, e que limy,_,o <22 = limy o h%2%-L = 0 (lembre o

item (5) do Exercicio 4.18). Portanto, provamos que

(sen)'(z) = cosz|. (5.6)
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Pode ser provado (ver o exercicio abaixo) que

(cos)(z) = —senz. (5.7)

Para calcular a derivada da tangente, tanz = 22  precisaremos de uma regra de

cosz’

derivagdo que serd provada na Segdo 5.4; obteremos

1
cos?z

(tan)'(z) = 1+ tan’z = (5.8)

Exercicio 5.14. Calcule a equagdo da reta tangente ao grdfico da funcdo senzx, nos
pontos P, = (0,0), P, = (3,1), Ps = (m,0). Confere no grdfico.

Exercicio 5.15. Prove (5.7).

5.3.3 Derivar exponenciais e logaritmos

Na Segdo 4.7 calculamos

. e —1 . In(1+h)
R S T D S

1, (5.9)

Lembre que esses limites seguem diretamente da definigdo do niimero e, como o limite
e:=lim, (1 + %)". Usaremos agora o primeiro desses limites para calcular a derivada
de e®: para z € R,

(:c)l_l e:chh_e:c_l' e:ceh_e:c_ z{ eh—l}_ .
R v T A R S vt I S

Portanto, esta provado que a funcdo exponencial é igual a sua derivada! Por outro lado,
para derivar o logaritmo, observe que para todo z > 0, In(z + h) — In(z) = In(2t%) =

In(1 + 2). Logo,

. In(z+h)—In(z) .. In(1+152)
I _ T
mof=fm =%~ a
Chamando a:=% temos, usando (5.9),
In(1
(Inz) = 1{11111 n(—l—a)} =1
Z (a—0 o z
Calculamos assim duas derivadas fundamentais:
() =e" (nz) = E
? x N

Observacao 5.5. A interpretagdo geométrica dos limites em (5.9) é a seguinte: a incli-
nagdo da reta tangente ao grafico de e® no ponto (0,1) e a inclinagdo da reta tangente
ao gréfico de Inz no ponto (1,0) ambas valem 1 (lembre que o gréafico do logaritmo é a
reflexdo do grafico da exponencial pela bisetriz do primeiro quadrante):
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,
Ve
7
,
7
,
,
, Inz
,
,
7
,
7
v
7

Uma olhada nos esbogos das func¢des a® na pagina 49 mostra que e® é a inica com essa
W, n

propriedade. As vezes, livros definem “e” como sendo a finica base a que satisfaz a essa
propriedade: a inclinagdo da reta tangente a a® na origem é igual a 1.

5.4 Regras de derivagao

Antes de comecar a usar derivadas, é necessario estabelecer algumas regras de derivacado,
que respondem essencialmente a seguinte pergunta: se f e g sdo derivaveis, f' e g’ con-
hecidas, como calcular (f+g)', (f-9)', (5)’, (fog)'? Nesta secdo, serd sempre subenten-
dido que as funcbes consideradas sdo derivaveis nos pontos considerados. Comecemos
com o caso mais facil:

Regra 1. [(Af(z)) = Af'(z) | para toda constante A € R.

Demonstrag¢do. Usando a defini¢do de (Af(z))' e colocando A em evidéncia,

o Af(z+h) —Af(z)

(Af(2)):=lim ) R )
O]
Por exemplo, (2z°)' = 2(z°)' = 2 - 5z* = 10z*.
Regra 2. |(f(z) + g(z)) = f'(z) + ¢'(z)-
Demonstragdo. Aplicando a definigdo e rearranjando os termos,
.\ fle+h)+9(z+h))—(f(z)+9(z)
(f(@) + 9(a))':= lim ( ; )= )
. [flz+h)—f(z)  g(z+h)—g(z)
= i h * h }
O

Por exemplo, (2z® + senz)’ = (2z°) + (senz) = 10z* + cos z.

Regra 3. |(f(z)g(z)) = f'(z)9(z) + f(z)g'(z)| (Regra do produto de Leibniz).
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Demonstragdo. Por definigdo,

i F@+ Moz + 1) — £(=)o(@)
(f(@)o(@)':=im ; .

—0

Para fazer aparecer as derivadas respectivas de f e g, escrevamos o quociente como

flz+h)g(z+h)— f(z)g(z flz+h)— f(z glz+h)—g(z

@+ ho(e+h) = f@o(@) _ fe+m)=F@) ) 4, 9@ th) =o(o)
h h h

Quando h — 0, temos w — f'(z) e M — ¢'(z). Como g € derivavel

em z, ela é também continua em z (Teorema 5.1), logo lim, .o g(z + h) = g(z). Assim,

quando h — 0, o quociente inteiro tende a f'(z)g(z) + f(z)g'(z). O

Por exemplo,

(z?senz) = (z°)'senz + z°(senz) = 2zsenz + T°cos T .
Exercicio 5.16. Dé contra-ezemplos para mostrar que em geral, (fg) # f'qg'.
Estudemos agora a derivacdo de fungdes compostas:

Regra 4. [(f(9(2))) = f'(¢9(z))g'(z) | (Regra da cadeia).

Demonstracdo. Fixemos um ponto z. Suporemos, para simplificar, que g(z + h) —
g(z) # 0 para todo h suficientemente pequeno !. Podemos escrever

f(g(z +h)) — f(g(z))

(f(g(2)))":= lim h
_ iy (9@ + ) — f(9(2)) 9(z + h) — g()
AR g h) o) R (510

Sabemos que o segundo termo o — g(z) quando h — 0. Para o primeiro termo
chamemos a:=g(z) e z:=g(z + h). Quando h — 0, z — a, logo

o fez+h) — flg(@) | f(2) — £(o)
w0 gz h)—gle) A% z-a

z+h)—g(z)
h

= f'(a) = f'(9()).
O

Para aplicar a regra da cadeia, é importante saber identificar quais sdo as funcdes
envolvidas, e em qual ordem elas so aplicadas (lembre do Exercicio 2.20).

Exemplo 5.6. Suponha por exemplo que queira calcular a derivada da fungio sen(z?),

que é a composta de f(z) = senz com g(z) = z*: sen(z?) = f(g(z)). Como f'(z) =
cosz e g'(z) = 2z temos, pela regra da cadeia,

(sen(z?))' = f(9(=))' = f'(9(2))g'(z) = cos(z?) - (2z) = 2z cos(z?).

Para calcular e**, que & a composta de f(z) = e® com g(z) = z?, e como f'(z) = €7,
temos
(e”) = e - (z%) = 2ze* .

1Sem essa hipotese, a prova precisa ser ligeiramente modificada.
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Exemplo 5.7. Para calcular a derivada de Colsw, que é a composta de f(z) = % com
g(z) = cosz, e como f'(z) = —%, ¢'(z) = —senz, temos
1 senz
1y
= — l—8enxr) = .
() (cosz)? ( ) (cosz)?

De modo geral, deixando g(z) ser uma funcdo qualquer, derivavel e ndo-nula em z,

1 / - g'(a:)
(o) = o 511
f(=@)\' _ f(z)9(z) — f(z)g'(z) :
Regra 5. (g(:z:)) = (@) (Regra do quociente).

Demonstrag¢do. Aplicando a Regra de Leibniz e (5.11),

(0 1l -1 g () - e

]

Exemplo 5.8. Usando a regra do quociente, podemos agora calcular:

(tan z) <sen m)’ (senz) cosz —senz(cosz) cos’z +sen®z
anz) = = =
coszT cos?z cos?z
Essa tiltima expressdo pode ser escrita de dois jeitos:
1+ tan?
, +tan®z,
(tanz)' = )
ou —5
Ccos“ T

Exercicio 5.17. Use as regras de derivag¢do para calcular as derivadas das sequintes
funcées. Quando for possivel, simplifique a expressdo obtida.

z+1 z2_1)2
1. -5z 8. rtl 15. (\/ﬁ
2. 2% — 17 9. (z+1)° .
. 16. e
. 1+z+2 4+ 10. (3+1)
1 17. /14 z
4 12 11. /1 -2
18. =
5. TSENT 12. sen®z —cos’ z cos®
6. (z*+ 1)senzcosz 18. —1— 19. cos+/1+ z2
7. 14 7 20. sen(senz)
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Exercicio 5.18. Calcule a derivada da fung¢do dada.

1. 2e7® 4. e*senz 7. In(1 + e2®) 10. In(cos z)
2. In(1+z) 5. e*n*® 8 zlnz
3. In(e%) 6. e 9. e= 11. In(ifcesz)

Exercicio 5.19. Verifiqgue que as derivadas das fungdes trigonométricas hiperboli-
cas sdo dadas por

1 —tanh®z,
S
cosh’z °

ou

(senhz) = coshz, (coshz) =senhz, (tanhz) = {

As vezes, um limite pode ser calculado uma vez que interpretado como uma derivada.

Inz

Exemplo 5.9. Considere o limite lim, ,; *%, que é indeterminado da forma % Como
Inz _ lnz-—Inl

) >—=, vemos que o limite pode ser interpretado como a derivada da fungdo
f(z) =Inz no ponto a = 1:

11‘112—1111_1. sz/

lim —— = lim (1).
z—1 p—1 z—1 r—1
Ora, como f/(z) = %, temos f/(1) = 1. Isto & lim, ,; 2% = 1.

Exercicio 5.20. Calcule os seguintes limites, interpretando-os como derivadas.

. 999 . 2y 2 . At
1. lim, 4 :”3:7711 3. lim, . w 5. lim, g et—l
0 cosz+1 o Inz—In?2
2. 111‘1‘1,:_,7, o 4 llmm_)g B —

Exercicio 5.21. Considere as fungoes

f(x)::{wseni sex #0, g(x)'—{$2seni sex #0,

0 ser =0, ~]o ser=0.

Mostre que g € derivdvel (logo, continua) em todo z € R. Mostre que f € continua
em todo ¢ € R e deriwvdvel em todo z € R\ {0}, mas ndo € deriwvdvel em z = 0.
5.4.1 Derivar as poténcias z%; exponenciacao

Definir uma poténcia zP para p € Z é imediato. Por exemplo, z3:=z - z - z. Mas como
definir * para uma poténcia nio-inteira, por exemplo V2 = 14147

Um jeito de fazer é de se lembrar que qualquer z > 0 pode ser exponenciado: T = e*2.
Como (e™?)* = e*"® & natural definir

T%:=e*?. (5.12)
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Observe que com essa definicdo, as regras habituais sdo satisfeitas. Por exemplo, para
qualquer o, 8 € R,

aln:ceﬁlna: alnz+flnz _ e(a—l—ﬁ)lnm — $a+/3 )

z°zf =e =e
Mas a defini¢do dada acima permite também derivar ¢, usando simplesmente a regra
da cadeia: o
(il}a)l — (eoclna:) (aln:z:)' alnz _ T — axocfl ]
T
Assim foi provado que a férmula (zP) = pzP !, inicialmente provada para p € Z, vale

também para expoentes ndo-inteiros.
O que foi usado acima é que se g é derivavel, entdo pela regra da cadeia,
(e92)) = e90@) g/ (). (5.13)

Exemplo 5.10. Considere uma exponencial numa base qualquer, a®, a > 0. Exponen-
ciando a base a = €%, temos a® = e*™™?. Logo,

(a®) = (%) = (z1lna)e*™* = (lna)a”. (5.14)

Essa expressdo permite calcular as derivadas das fungdes da forma f(z)?(®). De fato,
se f(z), sempre podemos escrever f(z) = e/(®), transformando f(z)9(®) = e9(@)inf(=),
Por exemplo,

Exemplo 5.11. Considere z°, com z > 0. Escrevendo o z (de baixo) como z = el*®
temos z® = (e'*?)® = e*!*, logo

(z°) = (") = (zlnz)'e*™* = (Inz + 1)z°.
Exercicio 5.22. Derive as sequintes fungdées (supondo sempre que z > 0).

1. zv® 2. (senz)® g, @ 4. %

5.4.2 Derivadas logaritmicas

Vimos que derivar uma soma é mais simples do que derivar um produto: a derivada da
soma se calcula termo a termo, enquanto para derivar o produto, é necessario usar a
regra de Leibniz repetitivamente. Ora, lembramos que o logaritmo transforma produ-
tos em soma, e que esse fato pode ser usado para simplificar as contas que aparecem
para derivar um produto.

Considere uma fungdo f definida como o produto de n fungdes, que suporemos todas
positivas e derivaveis:

f(z) = hi(z)ha(z) ... ho(z) = H hie(z).
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Para calcular f’(z), calculemos primeiro
In f(z) =Inhi(z) + Inhy(z) + - +Inh,(z) = > Inhe(z),
k=1

e derivamos ambos lados com respeito a . Do lado esquerdo, usando a regra da cadeia,
(;”)). Derivando termo a termo do lado direito, obtemos

(In f(2)) = *!
f(=)

f(z)

= (111 hl(IIJ) +In hz(x) +-.-+1n hn(a:))’

=(Inhi(z)) + (Inhs(z)) + -+ - + (In hy(2))’
_hi(z) | ha(z) || hu(e)
@) @ ()

Logo, obtemos uma férmula

hi(z) | hy(z) h(z)
(1) = T ( 1 + 2 P E >
Exercicio 5.23. Derwve, usando o método sugerido acima:
(z4+1)(z+2)(z+3) zsen®z n k
I (@) (e+5)(zr0) 2 e 3. M= (1+27)

5.4.3 Derivar uma funcgao inversa

Sabemos que (senz) = cosz e (a*) = (lna)a®, mas como derivar as suas respectivas
funcdes inversas, isto é, (arcsenz) e (log, z)'?

Vimos que o inverso de uma funcdo f, quando é bem definido, satisfaz as relagdes:

vz, (f(f7(z))==.

Logo, derivando em ambos lados com respeito a z, e usando a regra da cadeia do lado

esquerdo,
FU ) - () (@) =1
Logo,

1
B e e—
MR O)
Exemplo 5.12. Calculemos a derivada do arcsenz, que é por definigdo a inversa da
fungdo f(z) = senz, e bem definida para z € [—1,1]. Como f'(z) = cosz, a férmula
acima da

1 1
(f(z)) cos(arcsenz)’

(arcsenz) = 7

Usando a identidade provada no Exemplo 2.23: cos(arcsenz) = /1 — 22, obtemos

1

S — 5.15
— (5.15)

(arcsenz) =
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Observe que, como pode ser visto no grafico da Segdo 2.4.3, as retas tangentes ao gréfico
de arcsen z sdo verticais nos pontos z = +1, o que se traduz pelo fato de (arcsen z)’ néo
existir nesses pontos.

Exercicio 5.24. Mostre que

1 —1 1
log,z) = arcosz) = —— arctanz)’ = i 5.16
(og.2) = oy (osa) = o, (axtana) = ;| (516)
Exercicio 5.25. Calcule as derivadas das fungées abaizo.
1. log, (1 — z?) 4. arcsen(cosz), 0 <z < 7
2. arcsen(l — z?)
3. arctan(tanz), -5 <z < § 5. cos(arcsenz), -1 <z <1

5.5 O Teorema de Rolle

A seguinte afirmacdo geométrica é intuitiva: se A e B sdo dois pontos de mesma altura
(isto é: com a mesma segunda coordenada) no grafico de uma fungdo diferenciavel f,
entdo existe pelo menos um ponto C no gréfico de f, entre A e B, tal que a reta tangente
ao grafico em C seja horizontal. Em outras palavras:

Teorema 5.2. Seja f uma fungdo continua em [a,b] e deriwvdvel em (a,b). Se
f(a) = f(b), entao existe c € (a,b) tal que

f'(c)=0.
Exemplo 5.13. Considere f(z) = senz, e a = 0, b = m. Entdo f(a) = f(b). Nesse

caso, o ponto ¢ cuja existéncia é garantida pelo teorema é ¢ = 7:

C

W\

0 T

s
2

De fato, f'(z) = cosz, logo f'(3) = 0.

Exercicio 5.26. Em cada um dos casos a sequir, mostre que a afirmagdo do Teo-
rema de Rolle é verificada, achando explicitamente o ponto c.

1. f(z)=2*+2z,a=-2,b=1. 3 f(z)=z*+z,a=-1,b=0.

_ _ 3T _ 3m
2. f(z)=cosz,a=—-F,b="T

Como consequéncia do Teorema de Rolle,
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Corolario 5.1. Seja f uma fungdo continua em |[a,b], derivdvel em (a,b). Entdo
existe ¢ € (a,b) tal que
f(b) — f(a)

b—a =f(e).
?emonsfmg&o. Defina f(z):=f(z) — W(m —a). Entdo f é diferenfiével, e Como
f(a) = f(b) = f(a), pelo Teorema de Rolle existe um ¢ € [a, ] tal que f'(c) = 0. Mas
como f/(z) = f'(z) — 151, temos f/(c) - 11 = 0. 0

Geometricamente, o Corolario 5.1 representa um Teo-
rema do wvalor intermedidrio para a derivada: se
A:=(a, f(a)), B:=(b, f(b)), o corolario afirma que eziste
um ponto C mo grdfico de f, entre A e B, em que a
inclinagdo da reta tangente em C (f'(c)) € igual & in-
clinagdo do segmento AB (%) ¢ ¢ b

Exemplo 5.14. Considere por exemplo f(z) = z? no in-
tervalo [0, 2].

A construgao geométrica de C é clara: tragamos a reta paralela a AB, tangente a
paradbola. Neste caso a posigdo do ponto C = (c, f(c)) pode ser calculada explicitamente:
2

como f'(z) = 2z, e como c satisfaz f'(c) = 22:8 = 2, temos 2c = 2, isto & ¢ = 1.
Exercicio 5.27. Considere f(z) =senz, com a = —3, b= 7. Ache graficamente o

ponto C e em seguida, calcule-o usando uma calculadora.

z

Exercicio 5.28. Considere a fungdo f definida por f(z) =5 sez <2, f(z)=z—-1
sezx>2, e A=(0,f(0)), B=(3,f(3)). Existe um ponto C no grdfico de f, entre
A e B, tal que a reta tangente ao grdfico em C seja paralela ao segmento AB?
Ezplique.

5.6 Derivada e Variacao

Voltemos agora ao significado geométrico da derivada, e do seu uso no estudo de fungdes.
Sabemos que para um ponto z do dominio de uma fungdo f, a derivada f'(z) (se existir)
da o valor da inclinagdo da reta tangente ao grafico de f no ponto (z, f(z)).

A observacdo importante para ser feita aqui € que os valores de f' fornecem uma
informagdo importante sobre a variacdo de f, isto é, sobre os intervalos em que ela
cresce ou decresce.
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Exemplo 5.15. Considere f(z) = z2.

Vemos que f decresce no intervalo (—oo, 0], e cresce no intervalo [0, +00). Esses fatos
se refletem nos valores da inclinagdo da reta tangente: de fato, quando a fungao decresce,
a wnclinagdo da sua reta tangente é negativa, f'(z) < 0, e quando a funcéo cresce, a
inclina¢do da sua reta tangente € positiva, f'(z) > O:

N

/

SN
f(z)<0 f'(z)>0

Como f'(z) = 2z, montemos uma tabela de variagdo, relacionando o sinal de f'(z)
com a variagdo de f:

T 0
['(z) - 0 +
Variag.

em que “\, significa que f decresce € " que ela cresce no intervalo. Vemos também que
em z = 0, como a derivada muda de negativa para positiva, a funcdo atinge o seu valor
minimo, e nesse ponto f'(0) = 0.

No exemplo anterior, comegamos com uma fungdo conhecida (z?), e observamos que a
sua variagdo é diretamente ligada ao sinal da sua derivada. Nesse capitulo faremos o
contrario: a partir de uma fungio dada f, estudaremos o sinal da sua derivada, obtendo
a variagdo de f de maneira analitica. Junto com outras propriedades bésicas de f,
como o seu sinal e as suas assintotas, isto permitird esbogar o grafico de f com bastante
precisao.

Introduzimos umas definigoes.

Definicao 5.2. Seja I um wntervalo. Uma funcgdo f €
e crescente em I se f(z) < f(z') para todo z,z' € I, z < z'.
e ndo-decrescente em I se f(z) < f(z') para todo z,z’ € I, z < z'.
e decrescente em I se f(z) > f(z') para todo z,z' € I, = > z'.

e nao-crescente em I se f(z) > f(z') para todo z,z' € I, z > z'.
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Estudar a variagao de uma funcio f sera entendido como procurar os intervalos
em que f cresce ou decresce. Como j& mencionado acima, a variagdo de uma fungdo
diferenciavel pode ser obtida estudando o sinal da sua derivada:

Proposicao 5.1. Seja f uma fungdo derivdvel em I.
e Se f'(2) > 0 para todo z € I, entdo f € crescente em I.

)
e Se f'(z) > 0 para todo z € I, entdo f € nao-decrescente em I.
e Se f'(2) <0 para todo z € I, entdo f € decrescente em I.
)

e Se f'(2) <0 para todo z € I, entdo f € nao-crescente em I.

Demonstragdo. Provaremos somente a primeira afirmagdo (as outras se provam da
mesma maneira). Suponha que f'(z) > 0 para todo z € I. Sejam z,z’ dois pontos
quaisquer em I, tais que = < z’. Pelo Corolério 5.1, existe ¢ € [z, z'] tal que

f(z') — f(z)

T —z

= f'(c).

Como f'(c) > 0 por hipétese, temos f(z')— f(z) = f'(c)(z'—z) > 0, isto &, f(z') > f(z).
Isso implica que f é crescente em I. O

Exemplo 5.16. Considere as poténcias f(z) = z?, com p € Z (lembre os esbogos da
Segdo 2.2.1). Temos que (zP) = pzP~* se p > 0, (miq)’ = —qz T lgep=—q<O.

e Se p > 0 é par, entdo p— 1 é impar, e (z?) < 0sez < 0, (z?)' > 0se z > 0. Logo,
zP é decrescente em (—o00, 0], crescente em [0, 00). (Por exemplo: z2.)

e Se p > 0 é impar, entdo p — 1 é par, e (z?)’ > 0 para todo z. Logo, z? é crescente
em todo R. (Por exemplo: z3.)

e Sep=—¢ <0 é&par, entdo —¢ — 1 é impar, e (1) > 0se z < 0, (%) <0 se
z > 0. Logo, % & crescente em (—00,0), e decrescente em (0,00). (Por exemplo:
=)
e Se p=—¢ < 0 é impar, entdo —g — 1 é par, e (%) < 0 para todo z # 0. Logo, -
é decrescente em (—00,0), e decrescente também em (0, 00). (Por exemplo: 1 ou
=)
Exemplo 5.17. Considere f(z) = % — z. Observe que os zeros de f sdo solugdes da
equagdo % —z = :r(%2 —1) = 0. Isto & S = {—+/3,0,/3}. O sinal de f obtém-se
facilmente:

Z —v/3 0 +/3
f(@) - 0 + 0 — 0 +

A derivada de f € dada por f'(z) = z® — 1, e o seu sinal permite determinar a variag8o
de f:
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f'(z) + 0 — 0 +

V;zijcg e~

Isto é: f cresce em (—o0, —1] até o ponto de coordenadas (—1, f(—1)) = (-1, 2), depois
decresce em [—1,+1] até o ponto de coordenadas (1, f(1)) = (1, —2), e depois cresce de
novo em [+1, 00):

Exemplo 5.18. Considere a fungdo exponencial na base a > 0, a® (lembre os esbogos
da Segdo 3.1). Como (a*)' = (lna)a®, temos que

e se a > 1, entdo Ina > 0, e (a®)’ > 0 para todo z. Logo, a® é sempre crescente.

ese 0 < a <1, entdo lna < 0, e (¢®*) < 0 para todo z. Logo, a® é sempre
decrescente.

Por outro lado, a fungdo logaritmo na base a > 0, log, z, é tal que (log, )’ = —=—

zlna”

e Se a > 1, entdo log, z é crescente em (0, 00), €

e se 0 < a < 1, entdo log, z é decrescente em (0, 00).

Exercicio 5.29. Estude a variacdao de f, usando a sua derivada, quando for pos-
stvel. Em seguida, junto com outras informagdes (p.ex. zeros, sinal de f), monte
o grdfico de f.

2

[¥)

1. fiz)=2 -2 5. f(z) =senz 9. f(z)=e" 7
2. f(z) =20t _set 1201 6. f(z) = V71

5 f(@)=le+1] 7. f(z) = =22 1 1) =)
4 @)=l -1 5. f(z) = 2= 11. f(z) = tanz

5.7 Linearizacao

Ao olhar localmente o grafico de uma funcdo f derivavel em torno de um ponto P =
(a, f(a)), vemos que este é quase indistinguivel da sua reta tangente:
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Tornemos essa observagdo mais quantitativa. A reta tangente tem inclinagdo dada pela

derivada de f em a:
f(z) — f(a)
a) = lim ———~~
fa) =lim —=—,

A existéncia do limite acima significa que quando z fica suficientemente perto de a,
ent3o o quociente £ (“’2, (2} pode ser aproximado pelo ntmero f' (a), o que pode ser
escrito informalmente

S 5@ gy
Rerranjando obtemos
f(z) ~ f(a) + f'(a)(z —a) . (5.17)

reta tangente em P

Em fungdo da variadvel z, o lado direito dessa expressdo representa a reta tangente ao
grafico de f no ponto (a, f(a)). Assim, (5.17) d& uma aproximagdo de f(z) para z numa
vizinhanga de a; areta y = f(a)+ f'(a)(z — a) é chamada linearizagao de f em torno
a.

Exemplo 5.19. Ja vimos que a linearizagdo de f(z) = z? em torno de z = —1 é dada
por f(z) ~ —2z — 1.

Exemplo 5.20. Para seno e cosseno, temos (lembre do Exercicio 5.14):

e Em tornode a =0: senz ~ z, cosz ~ 1.

e Em torno de a = 7: senz ~ 1, cosz ~ —(z — 7).

e Em torno de a = 7: senz ~ —(z — 7), cosz ~ —1.

Exercicio 5.30. Calcule a linearizagcdo de f em torno de a.

2

1. f(z)=€* a=0,—-1. 4. f(z)=e"7,a=0.
2. f(z)=In(l1+<z), a=0. 5. f(z) =senz, a=0,%,.
3. f(z) =", a=0. 6. f(z)=+/1+z,a=0.

Linearizagdo é usada em muitas situagdes praticas, com o intuito de simplificar a
complexidade de uma fungdo perto de um ponto. Ela pode também ser usada como um
simples método de célculo, como no seguinte exemplo.
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Exemplo 5.21. Como calcular +/9.12, sem calculadora? Observe que +/9 = 3, entdo
o numero procurado deve ser perto de 3. Se f(z) = v/z, temos f(9) = 3, e queremos
f(9.12). Como 9.12 é proximo de 9, fagamos uma linearizagdo de f em o de 9: como
f'(z) = 317, temos para z ~ 9:

f@) = fO)+ f(9)(z—9) =3+ 5(z—9).

Logo, f(9.12) ~ 3.02. Esse ntimero é uma aproximacdo boa do verdadeiro valor, que
pode ser obtido com uma calculadora: 4/9.12 = 3.019933...

Exercicio 5.31. Dé um valor aprozimado de +/3.99, In(1.0123), 1/101.

Observacao 5.6. Em Calculo II serdo estudadas aproximacbes de uma fungdo f em
torno de um ponto a, que vdo além da aproximacdo linear. Por exemplo, uma aproxi-
macdo de f de ordem dois é da forma:

f(2) ~ f(a) + f'(a)(z — a) + 3 f"(a)(z — a)?,

onde f"(a) é a segunda derivada de f em a.

5.8 Derivacao implicita

A maioria das fungbes encontradas até agora eram dadas ezplicitamente, o que significa
que os seus valores f(z) eram calculaveis facilmente. Por exemplo, se

f(z):=2* -z,

entdo f(z) pode ser calculado para qualquer valor de z: f(0) = 0> — 0 = 0, f(2) =
22 — 2 = 2, etc. Além disso, f(z) pode ser derivada aplicando simplesmente as regras
de derivagao:

flle)=(z" —2) = (z°) = (z) =2z - 1.

Mas as vezes, uma fungdo pode ser definida de maneira implicita. Vejamos exemplos.

Exemplo 5.22. Fixe um z e considere o ntimero y solugdo da seguinte equagdo:
r=9y*+1. (5.18)

Por exemplo, se £ = 1, entdo y = 0. Se z = 9 entdo y = 3. A cada z escolhido
corresponde um tnico y que satisfaca a relagdo acima. Os pares (z,y) definem uma
curva y no plano. Essa curva é definida pela relagdo (5.18).

Quando z varia, o y correspondente varia também, logo y é fung¢do de z: y = f(z).
Na verdade, f pode ser obtida isolando y em (5.18):

y=+vz—1, (5.19)

o que significa que f(z) = /z — 1. A relagdo (5.19) d4 a relagdo ezplicita entre z e y,
enquanto em (5.18) a relagdo era sé #mplicita. Com a relagdo explicita em mé&o, pode-se
estudar mais propriedades da curva 7y, usando por exemplo a derivada de f.
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Exemplo 5.23. Considere agora a seguinte relagdo implicita
seny =y +z. (5.20)

Nao o faremos aqui, mas pode ser provado que a cada z € R corresponde um 1nico
y = f(z) que resolve a ultima equagdo. Ora, apesar disso permitir definir a fungdo f
implicitamente, os seus valores sdo dificeis de se calcular explicitamente. Por exemplo,
é facil ver que f(0) =0, f(£m) = Fm, etc., mas outros valores, como f(1) ou f(7) ndo
podem ser escritos de maneira elementar. A dificuldade de conhecer os valores exatos
de f(z) é devida ao problema de isolar y em (5.20).

Se os valores de uma funcgao ja sdo complicados de se calcular, parece mais dificil ainda
estudar a sua derivada. No entanto, veremos agora que em certos casos, informagdes
Uteis podem ser extraidas sobre a derivada de uma funcdo, mesmo esta sendo definida
de maneira implicita.

Exemplo 5.24. Considere o circulo v de raio 5 centrado na origem. Suponha, como
no Exercicio 5.5, que se queira calcular a inclinagdo da reta tangente a v no ponto
P = (3,—4). Na sua forma implicita, a equagdo de 7 é dada por

z? 4+ y* =25.

Para calcular a inclinagdo da reta tangente, é preciso ter uma fungao que represente o
circulo na vizinhancga de P, e em seguida calcular a sua derivada neste ponto. Neste caso,
ao invés de (5.20), é possivel ¢solar y na equagdo do circulo. Lembrando que P = (3, —4)
pertence & metade inferior do circulo, obtemos y = f(z) = —+/25 — z2. Logo, como a
funcdo é dada explicitamente, ela pode ser derivada, e a inclinagdo procurada é dada

por
z

1oy _ _ 3
A V25 —g2lp=s

Essa inclinagdo foi obtida explicitamente, pois foi calculada a partir de uma expressao

explicita para f.

Vamos apresentar agora um jeito de fazer que ndo passa pela determinagdo precisa
da funcao f. De fato, suponha que a fungdo que descreve o circulo na vizinhancga de
P seja bem definida: y = y(z) (ou y = f(z)). J& que o grafico de f passa por P, temos
y(3) = —4. Mas também, como a fungdo y(z) representa o circulo numa vizinhanga de
3, ela satisfaz

> +y(z)* = 25.

(Estamos assumindo que a tltima expressdo define y(z), mas ndo a calculamos expli-
ciamente.) Derivamos ambos lados dessa expressdo com respeito a z: como (z?) = 2z,
(y(2)?) = 2y(z)y'(z) (regra da cadeia) e (25)' = 0, obtemos

2z + 2y(z)y'(z) = 0. (5.21)
Isolando y'(z) obtemos
y'(z) = @) (5.22)
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Assim, ndo conhecemos y(z) explicitamente, somente implicitamente, mas ja temos
uma informacgdo a respeito da sua derivada. Como o nosso objetivo é calcular a incli-

nacdo da reta tangente em P, precisamos calcular y'(3). Como y(3) = —4, a férmula
(5.22) da:
T 3 3
B)=—-—F | =-"=2
y(d) y(z) lz=3 -4 4

Em (5.21) derivamos implicitamente com respeito a z. Isto é, calculamos formalmente
a derivada de y(z) supondo que ela existe. Vejamos um outro exemplo.

Exemplo 5.25. Considere a curva y do plano definida pelo conjunto dos pontos (z, y)
que satisfazem a condigdo
P +y* =4. (5.23)

Observe que o ponto P = (1, \3/5) pertence a essa curva. Qual é a equagdo da reta

tangente a curva em P?
IY
\ -

1

Supondo que a curva pode ser descrita por uma fungdo y(z) na vizinanga de P e
derivando (5.23) com respeito a z,

2

322 4+ 3y%y' =0, istoé:, ¢y = —;2.
Logo, a inclinagdo da reta tangente em P vale —(%}%2)2 = —%9, e a sua equagao é

y=—35C+V3+ g5

Lembre que quando calculamos (f ') (z), na Segdo 5.4.3, derivamos ambos lados da
expressdo f(f'(z)) = z, que contém implicitamente a funcdo f '(z). Nesta segdo
voltaremos a usar esse método.

Exercicio 5.32. Calcule y' quando y € definido implicitamente pela equacao dada.

1. y = sen(3z + y) 4 Sh=z+2
2. y = z%y> + 2392 5. zsenz + ycosy =0
3. z=+2>+9y° 6. zcosy = sen(z + y)

Exercicio 5.33. Calcule a equacdo da reta tangente a curva no ponto dado.

1. 2+ (y—z)*=9, P=(1,3). 3. Jzycos(mzy) +1=0, P=(1,1).
2. ?y+y*=4+2z, P=(-1,1).
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5.9 Taxa de variagao, velocidade

Sabemos que o sinal da derivada (quando ela existe) permite caracterizar o crescimento
de uma funcdo. Nesta segdo olharemos de mais perto os valores da derivada, e ndo s6
o seu sinal.

Considere alguma quantidade N(t), por exemplo o nimero de individuos numa pop-
ulagdo, que depende de um pardmetro £ > 0. A taza de wvartag¢do instantdnea de
N(t) é definida medindo de quanto que N(t) cresce entre dois instantes consecutivos,
arbitrariamente préximos:

N(t+ At) — N(¢t
Taxa de variagdo de N no instante ¢t = lim (t+ AY) ®)

— !
Am At =N'(t).

Exercicio 5.34. Calcula-se que, daqui a t meses, a populacdo de uma certa comu-
nidade serd de P(t) = t* + 20t + 8000 habitantes.

1. Qual é a taza de variacdo da populagdo da comunidade hoje?

2. Qual serd a taza de variacdo da populacdo desta comunidade daqui a 15
meses ?

3. Qual serd a variag¢do real da populagdo durante o 16° més?

O exemplo mais classico do uso de taxas de variagdo é em mecanica, estudando o movi-
mento de particulas.

Considere uma particula que evolui na reta, durante um intervalo de tempo [ti,%5].
Suponha que a sua posigdo no tempo t; seja z(¢;), que no tempo ¢, a sua posigdo seja
z(t,), e que para t € [t1,,], a posicdo seja dada por uma fungdo z(%).

2(t)  a() 2(t)

A funcéo t — z(t), para t > 0, representa a trajetoria da particula.

/x(t2)
fE(tl) ~

t1 12

z(t)

t

Uma informagdo util pode ser extraida da trajetéria, olhando somente para o desloca-
mento entre o ponto inicial e o ponto final: definimos a velocidade média ao longo
de [t]_, tz],
z(t2) — z(t)

v =
ty — t;
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A interpretagdo de 7 é a seguinte: se uma segunda particula sair de z(¢;) no tempo ¢,
se movendo a velocidade constante U, entdo ela chegard em z(¢;) no tempo t,, junto
com a primeira particula. A trajetoéria dessa segunda particula de velocidade constante
v é representada pela linha pontilhada do desenho acima.

Mas a primeira particula ndo anda necessariamente com uma velocidade constante.
Podemos entdo perguntar: como calcular a sua velocidade instantdnea num determi-
nado instante ¢; < t < £,?7 Para isso, é necessario olhar as posi¢cdes em dois instantes
proximos. Se a particula se encontra na posigdo z(t) no tempo ¢, entdo logo depois,
no instante ¢ + At > ¢, ela se encontrard na posi¢do z(t + At). Logo, a sua velocidade
meédia no intervalo [¢,t+ At] é dada por W. Calcular a velocidade instantdnea
significa calcular a velocidade média em intervalos de tempo [¢,¢ + At] infinitesimais:

isto é, a derivada de z(t) com respeito a ¢.

Vemos assim como a derivada aparece no estudo da cinematica: se z(t) (em metros)
é a posigdo da particula no tempo ¢t (em segundos), entdo a sua velocidade instantinea
neste instante é v(t) = z'(¢) metros/segundo.

Observacao 5.7. Existe uma relacdo interessante entre velocidade instantanea e média.
Como consequéncia do Teorema de Rolle (e o seu Corolario 5.1), se z(t) for continua e
derivavel num intervalo [¢;,¢,], entdo deve existir um instante ¢, € (¢1,%,) tal que

z(t2) — z(t1)

PO z'(te) = v(ts).

v =

Isso implica que ao longo da sua trajetéria entre ¢; e t,, existe pelo menos um instante
t; < t, <ty em que a velocidade instantanea é igual a velocidade média.

Exemplo 5.26. Considere uma particula cuja trajetéria é dada por
z(t) = vt +zo, t>0 (5.24)

em que Zo e vp sdo constantes. Como z(0) = ¢, o é a posicdo inicial da particula. A
velocidade instantanea é dada por

z'(t) = v,

o que significa que a particula se move com uma velocidade constante vq ao longo da
sua trajetoria. Diz-se que aparticula segue um movimento retilineo uniforme.

z(t)

Tg
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Observe que nesse caso, a velocidade média ao longo de um intervalo é igual a velocidade
instanténea: 7 = v,.

E natural considerar também a taza de variacdo instantdnea de velocidade, chamada
aceleracao:

L u(t 4 AL) —(2)
a(t) = Jim, At
Por a(t) ser a derivada da derivada de z(t), é a derivada segunda de z com respeito
a t, denotada: a(t) = z"(t).

=v'(t).

No exemplo anterior, em que uma particula se movia com velocidade constante vy, a
aceleragao é igual a zero:

z"(t) = (vot + z0)" = (vp) = 0.

Exemplo 5.27. Uma particula que sai da origem no tempo ¢ = 0 com uma velocidade
inicial vo > 0 e evolui sob o efeito de uma forga constante —F < 0 (tende a freiar a
particula) tem uma trajetéria dada por

F
:z:(t):—%t2+vot+:z:o, t>0,

onde m é a massa da particula. Entdo a velocidade ndo é mais constante, e decresce
com t:

o(t) = &'(t) = —it .

A aceleracdo, por sua vez, é constante:

F
=)= -——.
a(t) = v'(t) =~
Exercicio 5.35. Considere uma particula cuja trajetdria é dada por:
z(t)
di

fn / ,
t]_ t2 t3 \—/ t6
dz

Descreva qualitativamente a evolucdo da particula em cada um dos intervalos
[0,t1], [t2,ts], etc., em termos de velocidade instantdnea e aceleragdo.

Exercicio 5.36. Considere uma particula se movendo ao longo da trajetéria z(t) =
% —t (medida em metros), t > 0. Calcule a velocidade instdntdnea nos instantes
to=0,%t =1, ty =2, t3 = 10. O que acontece com a velocidade instantdnea v(t)
quando t — 00 ? Descreva o que seria visto por um observador imovel posicitonado
em ¢ = 0, olhando para a particula, em particular nos instantes to,...,t3. Calcule
a aceleracdo a(t).
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Exercicio 5.37. O movimento oscilatorio genérico é descrito por uma trajetoria
do tipo
z(t) = Asen(wt),

em que A é a amplitude mdzima e w uma velocidade angular. Estude z(t), v(t) e
a(t). Em particular, estude os instantes em que v(t) e a(t) sdo nulos ou atingem
0s seus valores extremos, e onde que a particula se encontra nesses instantes.

5.9.1 Taxas relacionadas

Em varios problemas, uma quantidade X depende de uma quantidade Y: X = f(Y).
Ora, se Y por sua vez depende de um parametro por exemplo o tempo £, entdo X
depende de t também, e a taxa de variagdo de X com respeito a £ pode ser obtida
usando a regra da cadeia: X'(t) = f'(Y(t))Y'(t). Tais problemas sdo chamados de
problemas de tazras relacionadas.

Exemplo 5.28. Considere um quadrado de comprimento linear L, medido em metros.
Outras quantidades associadas ao quadrado podem ser expressas em funcdo de L. Por
exemplo, o comprimento da sua diagonal, o seu perimetro (ambos em metros), e a sua
area (em metros quadrados):

D=+2L, P=4L, A=1IL".

Suponha agora que L depende do tempo: L = L(t) (¢t € medido em segundos). Entdo
D, P e A também dependem do tempo

D(t) = V2L(t), P(t)=4L(t), A(t)=L(t)?,

e como a taxa de variacdo de L(t) é L'(¢t) metros/segundo, as taxas de variagdo de D,
P e A sdo obtidas derivando com respeito a t:

D'(t) = V2L'(t), P'(t)=4L'(t), A'(t)=2L({t)L'(t).

(Para A'(t) usamos a regra da cadeia.) Suponhamos, por exemplo, que o gquadrado
se expande de modo tal que o seu lado cres¢a a razdo constante de 6 m/s, isto é:
L'(t) = 6. Logo,

D'(t)=6v2, P'(t)=24, A'(t)=12L(¢t).

Isto é, a diagonal e o perimetro crescem com uma taxa constante, mas a taxa de variagdo
da area depende do tamanho do quadrado: quanto maior o quadrado, maior a taxa A’(t).
Por exemplo, no instante ¢; em que L(t;) = 1, A'(t;) = 12 m?/s, e no instante ¢, em
que L(t;) = 10, A'(t;) = 120 m?/s.

Exercicio 5.38. Os lados de um cubo crescem a uma taza de 0.5 metros por se-
gundo. Determine a tazxa de variacdo do volume do cubo mo instante em que os
lados medem 1) 10 metro 2) 20 metros.

Exercicio 5.39. (Segunda prova, 27 de maio de 2011) Um baldo esférico se enche
de ar a uma taza de 2 metros cubicos por seqgundo. Calcule a taxa com a qual o

raio do baldo cresce no instante em que o seu volume atingiu %" metros cubicos.
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Exercicio 5.40. Uma wvassoura de 2 metros estd apoiada numa parede. Seja I seu
ponto de contato com o chao, S seu ponto de contato com a parede. A vassoura
comega a escorregar, I se afastando da parede a uma velocidade de 0.8 m/s. 1)
Com qual velocidade S se aproxima do chdo no instante em que I estd a 1m da
parede? 2) O que acontece com a velocidade de S quando a distdncia de I & parede
se aprorima de 27

Exercicio 5.41. Um laser em rotagdo (0.5 rad/s.) estd a 10 metros de uma parede
reta. Seja P a posi¢do da marca do laser na parede, A o ponto da parede mazis
perto do laser. Calcule a velocidade do ponto P no instante em que P estd 1) em
A 2) a 10 metros de A, 3) a 100 metros de A.

Exercicio 5.42. Um baldo cheto de hidrogénio € soltado, e sobe verticalmente a
uma velocidade de 5m/s. Um observador estd a 50m do ponto de onde o baldo
foi largado. calcule a taza de variagcdo do dngulo sob o qual o observador vé o
baldo subir, no instante em que este se encontra a 1) 30 metros de altura, 2) 1000
metros de altura.

Exercicio 5.43. A pressdo P de um gds ideal de temperatura fiza T' contido num
container de volume V satisfaz a equagcdo PV = nkT, em que n e k sdo constantes
(que dependem do gds). Suponha que, mantendo T fizo, o gds tenha um volume
inicial de Vi, e que ele comece a diminuir com uma taza de 0.01 m®/s. Calcule a
taza de variacdo da pressdo no instante em que o volume vale Vo < V.

5.10 Convexidade, concavidade

Vimos na tltima secdo que a segunda derivada de uma funcdo aparece naturalmente
ao estudar a aceleragdo (taxa de variagdo instantanea da velocidade) de uma particula.
Nesta se¢do veremos qual é a interpretagdo geométrica da segunda derivada. Come-
cemos com uma definigdo.

Definicao 5.3. Seja I C R um wntervalo, f : I — R uma funcao.

1. f é convexa em I se para todo z,yc I, z <y,

(5.25)

f(fﬁ;ry>§f($)42rf(y)‘

2. f € concava em I se —f é convexa em I, isto €, se para todo z,y € I, z <y,

f($;y> > f(x)_gf(y) (5.26)

Observacao 5.8. Observe que f é concava se e somente se —f é convexa.

Estudar a convexidade 2 de uma funcao f serd entendido como determinar os
intervalos em que f € conveza/concava.

2A terminologia a respeito da convexidade pode variar, dependendo dos livros. As vezes, uma fungio
coéncava é chamada de “convexa para baixo”, e uma funcao convezra é chamada de “céncava para cima”...
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Exemplo 5.29. A fungdo f(z) = z* é convexa em R, isto & (2£¥)? < 4% De fato,

z2+2zy+y>
4

desenvolvendo o quadrado (:’:Qﬂ)2 = , assim a desigualdade pode ser reescrita

0< %, que é equivalente a 0 < @. Mas essa desigualdade é sempre satisfeita,

ja que (z — y)? > 0 para qualquer par z,y.
Exercicio 5.44. Usando as defini¢ées acima, mostre que
1. g(z) = \/z € concava em R,
1

2. h(z) = = € convexa em R, céncava em R_.

z

Geometricamente, (5.25) pode ser interpretado da seguinte maneira: f é convexa se
o grafico de f entre dois pontos quaisquer A = (z, f(z)), B = (v, f(y)), fica abaizo do

segmento AB:
B
A 1)+ @)

F(EE2)

Por exemplo,

Figura 5.1: Exemplos de fungbes convexas.

Por outro lado, f é concava se o grafico de f entre dois pontos quaisquer A e B fica
acima do segmento AB. Por exemplo,

Inz

~
\—mln:z:

Figura 5.2: Exemplos de funcdes concavas.

Fagamos agora uma observagdo importante a respeito do comportamento da derivada
em relacdo a convexidade. Primeiro, vemos na Figura 5.1 que para qualquer uma das
fungdes, se * < y sdo dois pontos que pertencem a um intervalo em que a derivada
existe, entdo f'(z) < f'(y). Isto é, a derivada de cada uma das fungbes convezas
da Figura 5.1 € crescente. Do mesmo jeito, vemos que a deriwvada de cada uma das
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fungbes concavas da Figura 5.2 é decrescente. Como a variagdo de f' é determinada
a partir do estudo do sinal da derivada de f’ (quando ela existe), isto &, (f’)’, vemos
que a concavidade/convexidade de f pode ser obtida a partir do estudo do sinal da
segunda derivada de f, f":=(f')"

Teorema 5.3. Seja f tal que f'(z) e f"(z) ambas existam em todo ponto z € I (I
um wntervalo).

1. Se f"(z) > 0 para todo z € I, entdo f € convera em I.
2. Se f"(z) <0 para todo z € I, entdo f é concava em I.

Demonstra¢do. Provemos a primeira afirmagdo (pela Observagdo 5.8, a segunda segue
por uma simples mudanca de sinal). Para mostrar que f & convexa, é preciso mostrar

que
oy < 1O W) 5.27)

~ . . ._q;-i,-y P P
em que z < y sdo dois pontos quaisquer de I, e 2:==* € o ponto médio entre z e y.

«

z z y

Aplicaremos trés vezes o Teorema do valor intermedidrio para a derivada (Corolario
5.1): 1) Para f no intervalo [z, z]: existe ¢; € [z, 2] tal que

f(z) = f(z) = f'(e1)(z — z).

2) Para f no intervalo [z, y]: existe ¢, € [2,y] tal que

Fy) = f(z) = fi(e)(y — 2) = fi(e2)(2 — ).

Subtraindo as duas expressdes acima, obtemos 2f(z) — (f(z) + f(v)) = —(f'(c2) —
f'(c1))(z — z). 3) Para f' no intervalo [ci, c2]: existe a € [c1, c2] tal que

fl(e2) = fi(er) = f(e)(c2 — 1) -

Como f"(a) > 0 por hipotese, temos f'(c2) — f'(c1) > 0, o que implica 2f(z) — (f(z) +
f(y)) <0, e prova (5.27). -

Exemplo 5.30. Considere f(z) = z?. Como f'(z) = (z?) = 2z, e como f’(z) =
(2z)' = 2 > 0 para todo z, o Teorema 5.3 garante que f & convexa em R, como ja tinha
sido provado no Exemplo 5.29.

Por outro lado, se g(z) = z*, entdo ¢"(z) = 6z:

gll(a:) _

Conv. ~

o |lolo
¢ |+
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Logo, (confere no grafico visto no Capitulo 2) z3 é céncava em | — 00, 0], convexa em
[0,00). O ponto z = 0, em que a fungdo passa de céncava para convexa, é chamado de
ponto de inflexao.

Exemplo 5.31. Considere f(z) = Inz para £ > 0. Como f'(z) = I, f'(z) = —=,
temos f”(z) < 0 para todo z. Isto é, Inz é uma fung¢do céncava, como ja foi observado
na Figura (5.2).

Exercicio 5.45. Estude a convexidade das fungdes a sequir. Quando for possivel,
monte o grdfico.

[

:23 —3z T
1. £ -z 4. 1 7. ze~3 10. e %
2. —z3+b5z* -6z 5. z€e® 8 |z| -z G
3. 3z%—10z3—1222+10z 6. (2%?2 9. arctanz 12. :1:—|—£

5.11 Valores extremos

Nesta secdo resolveremos varios problemas concretos de otimizagcdo. Basicamente, se
tratard de encontrar os maiores e menores valores tomados por uma fungdo. Primeiro,
definiremos o que significa “maior/menor valor”, no sentido global e local. Em seguida
veremos como a derivada aparece na procura desses valores.

5.11.1 Extremos globais
Definicao 5.4. Considere uma fungdo f: D — R.

1. Um ponto z, € D é chamado de mdzimo global de f se f(z) < f(z.) para
todo x € D. Diremos entdo que f atinge o seu valor mdrimo em z,.

2. Um ponto z, € D é chamado de minimo global de f se f(z) > f(z.) para
todo x € D. Diremos entdo que f atinge o seu valor minimo em z,.

Um problema de otimizagao consiste em achar um extremo (isto €, um minimo ou
um méximo) global de uma fungdo dada.

Exemplo 5.32. A fungdo f(z) = z2, em D = [—1,2], atinge o seu minimo global em
z = 0 e o seu maximo global em z = 2. Observe que ao considerar a mesma funcgao
f(z) = z? com um dominio diferente, os extremos globais mudam. Por exemplo, com

_ 11 3 : P _ 1 A~ _ 3
D = [3,3], f atinge o seu minimo global em = = 3, € 0 seu méximo global em z = 3.
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max.
D= [_1’2] D= [%7 %]
max.
—1 min. 2 1 3
2 2

Exemplo 5.33. Considere f(z) = % —z em [—+/3,/3]. Pelo grafico do Exercicio 5.29,
vemos que f atinge o seu maximo global em £ = —1 e o seu minimo global em z = +1.

Uma fungdo pode ndo possuir minimos e/ou maximos, por varias razdes.

z2

Exemplo 5.34. f(z) = e 2 (lembre do Exercicio 5.29) em R possui um maximo global
em z = 0:

Mas f ndo possui ponto de minimo global. De fato, a fungdo é sempre positiva e tende
a zero quando ¢ — 4o0o0. Logo, escolhendo pontos z sempre mais longe da origem,
consegue-se alcangar valores sempre menores, ndo nulos: ndo pode existir um ponto z,
em que a fungdo toma um valor menor ou igual a todos os outros pontos.

Exemplo 5.35. A fungdo f(z) = %- em D = [0, 1) possui um minimo global em z = 0:

Mas, como z = 1 é assintota vertical, f ndo possui maximo global: ao se aproximar de
1 pela esquerda, a fungdo toma valores arbitrariamente grandes.

Exemplo 5.36. Uma fungdo pode também ser limitada e ndo possuir extremos globais:

T se0<z <1,

f(z):=<0 sez =1,
z—2 sel<z<2. /

Os trés tltimos exemplos mostram que a ndo-existéncia de extremos globais para uma
funcédo definida num intervalo pode ser oriundo 1) do intervalo ndo ser limitado (como
no Exemplo 5.34) ou néo fechado (como no Exemplo 5.35), 2) da fungédo néo ser continua
(como no Exemplo 5.36). O seguinte resultado garante que se a fungdo & continua e o
intervalo fechado, entdo sempre existem extremos globais.
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Teorema 5.4. Sejam a < b, e f uma funcdo continua em [a,b]. Entdo f possut
(pelo menos) um minimo e (pelo menos) um mdzimo global em [a,b|.

Exercicio 5.46. Para cada fung¢do f: D — R a segquir, verifique se as hipdteses do
Teorema 5.4 sGo satisfeitas. Em seguida, procure os pontos de minimo/mdzrimo
global (se tiver).

3

1. f(z)=3, D=R. 8. flz)=% —=, D=[-1,1]

2. f(z)=Inz, D =1, 00) N f(a:):{z sez €]0,2),

3. f(z) =e® em R, (z-3)" seze(2,4].

4. f(z) =z -2[, D=(0,4) 10 f(m):{m sez €[0,2),
5 f(z)=|z—2|, D=0,4] (z-3)°+1 seze(2,4].
6. f(z)=1|2®—1+|z[ -1, D=[-5,3] 11 f(z)=23 emR

7. f(z) = % —z, D=1[-2,2] 12. f(z) =senz em R

5.11.2 Extremos locais

Definicao 5.5. Considere uma funcdo real f.

1. Um ponto z, € D é chamado de mdzximo local de f se existir um intervalo
aberto I > z, tal que f(z) < f(z.) para todo z € I.

2. Um ponto ¢, € D é chamado de minimo local de f se existir um intervalo
aberto I > z, tal que f(z) > f(z.) para todo z € I.

global
local
I \
I I

Figura 5.3: Uma funcdo com um méaximo global em z; e um méaximo local em z.

Observe que um ponto de maximo (resp. minimo) global, quando pertencente ao
interior do dominio, é local ao mesmo tempo. Vejamos agora como que extremos locais
podem ser encontrados usando derivada.

Teorema 5.5. Seja f uma funcdo com um mdzimo (resp. minimo) local em z.,.
Se f € derwdvel em z, entdo f'(z.) = 0.
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Demonstrag¢do. Seja z, um méximo local (se for minimo local, a prova é parecida).
Isto &, f(z) < f(z.) para todo z suficientemente perto de z,. Como f'(z,) existe
por hipétese, podemos escrever f'(z,) = lim, .+ %ﬁ’:iw) Mas aqui ¢ —z, > 0, €
como z, é méaximo local, f(z) — f(z.) < 0. Portanto, f'(z.) < 0. Por outro lado,
podemos escrever f'(z,) = lim H2)=f@) - Aqui, z—z, < 0, e f(z)— f(z,) <0, logo

ZL‘*XD*_ T—Tx

f'(z«) > 0. Consequentemente, f'(z,) = 0. (]

O resultado acima permite achar candidatos a pontos de minimo/maéaximo local. Ve-
jamos alguns exemplos.

Exemplo 5.37. Considere f(z) = 1 — 22, que é obviamente derivavel. Logo, sabemos
pelo Teorema 5.5 que qualquer extremo local deve anular a derivada. Como f'(z) =
—2z, e como f'(z) = 0 se e somente se £ = 0, o ponto £ = 0 é candidato a ser um
extremo local. Para determinar se de fato é, estudemos o sinal de f'(z), e observemos
que f'(z) > 0sez <0, f/(z) < 0sez > 0. Logo, f cresce antes de 0, decresce depois:
z = 0 é um ponto de maximo local:

T 0
f/(.'E) + 0 _ max.
Var. Max. ﬂllﬁ
r f _ T~ 0
Observe que podia também calcular f’(z) = —2, que é sempre < 0, o que implica que

f é cbncava, logo z = 0 s6 pode ser um méximo local. A posicdo do méaximo local no
grafico de f é (0, f(0)) = (0,1).

Observacao 5.9. No exemplo anterior, localizamos um ponto onde a primeira derivada
é nula, e em seguida usamos o teste da segunda derivada: estudamos o sinal da
segunda derivada neste mesmo ponto para determinar se ele € um minimo ou um maximo
local.

Exemplo 5.38. Considere f(z) = z®, derivavel também. Como f'(z) = 3z, z =0 ¢
candidato a ser ponto de minimo ou méaximo local. Ora, vemos que f'(z) > 0 para todo
z, logo f' ndo muda de sinal em ¢ = 0. Portanto esse ponto ndo é nem minimo, nem
maximo.

Exemplo 5.39. A fungdo f(z) = |z| possui um minimo local (que também é global)
em £ = 0. Observe que esse fato ndo segue do Teorema 5.5, j& que f ndo é derivavel em
Z€ro.

Exemplo 5.40. Considere f(z) = & — %2, que também é derivavel. Como f'(z) =

z? —z = z(z? — 1), as solugdes de ;’(:1:) —0sdoz=-1,z=0,z=+1. A tabela
de variagdo ja foi montada no Exercicio 5.29. Logo, z = —1 e £ = +1 sdo pontos de
minimo local (posigdes: (—1, f(—1)) = (—1,—3) e (+1, f(+1)) = (+1,—1)), ez =0¢
maéximo local (posigdo: (0,0)).
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Exercicio 5.47. Para cada fung¢do abaizo (todas sGo derivdveis), determine os
extremos locats (se tiver).

1. 27 +3z% — 122+ 5 4. 2L 7
2. 2% +«z T 8. 2% x>0
g. T4+ 6. ze® 9. z(lnz)?, = >0

Exercicio 5.48. Determine os valores dos pardmetros a e b para que f(z) = z° +
az?® + b tenha um extremo local posicionado em (—2,1).

Exercicio 5.49. A energia de interacdo entre dois dtomos (ou moléculas) a dis-
tdncia r > 0 € modelizado pelo potencial de Lennard-Jones °:

vin=s{(7)"- ()}

onde € e 0 sdo duas constantes positivas.
1. Determine a distdncia ro tal que o potencial seja zero.

2. Determine a distdncia 7, tal que a interacdo seja minima. Existe mdzimo
global? Determine a variacdo e esboce V.

Sir John Edward Lennard-Jones (27 de outubro de 1894 — 1 de novembro de 1954).

5.11.3 A procura de extremos em intervalos fechados

Daremos agora o método geral para determinar os extremos globais de uma funcdo
f : [a,b] — R. Suporemos que f é continua; assim o Teorema 5.4 garante que os
extremos existem.

Vimos que extremos locais sdo ligados, quando f é derivavel, aos pontos onde a
derivada de f é nula. Chamaremos tais pontos de pontos criticos.

Definicao 5.6. Seja f : D — R. Um ponto a € D é chamado de ponto critico de
f se a derwada de f ndo existe em a, ou se ela existe e € nula: f'(a) = 0.

Por exemplo, a = 0 & ponto critico de f(z) = z2, porqué f'(0) = 0. Por outro lado,
a = 0 é ponto critico da funcdo f(z) = |z|, porqué f ndo é derivavel em zero.

As vezes, os extremos sdo ligados a pontos criticos mas vimos que eles podem também
se encontrar na fronteira do intervalo considerado (como nos Exemplos 5.34 e 5.32).
Logo, o procedimento para achar os valores extremos de f é o seguinte:

Seja f uma fungdo continua no intervalo fechado e limitado [a,b]. Os extremos
globais de f sao determinados da seguintes maneira:
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e Procure os pontos criticos Ti,Zs,...,Z, de f contidos em (a,b) (isto é, em
[a,b] mas diferentes de a e de b).

e Olhe f na fronteira do intervalo, calcule f(a), f(b).

e Considere a lista {f(a), f(b), f(z1),..., f(zn)}. O maior valor dessa lista dd
o mdximo global; o menor dd o minimo global.

Exemplo 5.41. Procuremos os extremos globais da fungio f(z) = 2z — 3z — 12z no
intervalo [—3,3]. Como esse intervalo é fechado e que f é continua, podemos aplicar o
método descrito acima. Os pontos criticos sdo solucdo de f'(z) = 0, isto &, solugdo de
6(z> + z —2) = 0. Assim, f possui dois pontos criticos, z; = —1 e T, = +2, € ambos
pertencem a (—3, 3). Observe também que f(z;) = f(—1) = +7, e f(z2) = f(2) = —20.
Agora, na fronteira do intervalo temos f(—3) = —45, f(4+3) = —9. Assim, olhando para
os valores {f(—3), f(+3), f(—1), f(+2)}, vemos que o maior é f(—1) = +7 (maximo
global), e o menor é f(—3) = —45 (minimo global). (Essa fungdo j& foi considerada no
Exercicio 5.29.)

Exemplo 5.42. Procuremos os extremos globais da fungio f(z) = z?/3 no intervalo
[—1,2]. Se z # 0, entdo f'(z) existe e &€ dada por f'(z) = 227/ Em z = 0, f ndo é
derivavel (lembre do Exemplo 5.4). Logo, o tinico ponto critico de f em (—1,2) é z = 0.
Na fronteira, f(—1) = 1, f(2) = /4. Comparando os valores {f(—1), f(2), f(0)}, vemos
que o méximo global é atingido em z = 2 e 0 minimo local em z = 0:

max.

—1 min. 2

Os exercicios relativos a essa segdo serdo incluidos na resolugdo dos problemas de
otimizagao.

5.11.4 Problemas de otimizacao

Exemplo 5.43. Dentre os retdngulos contidos debaizo da pardbola y = 1— z2, com
o lado wnferior no ewxo =, qual é que tem maior drea? Considere a familia dos
retangulos inscritos debaixo da parabola:

z

Fixemos um retangulo e chamemos de z a metade do comprimento do lado horizontal.
Como os cantos superiores estdo no grafico de y = 1 — z2, a altura do retangulo é igual
a 1 — z2. Portanto, a area em funcio de z é dada pela fungio

A(z) = 2z(1 — z?).
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Observe que A tem dominio [0,1] (o menor lado horizontal possivel é 0, o maior é
2). Para achar os valores extremos de A, procuremos os seus pontos criticos em (0, 1),
solucdes de A'(z) = 0. Como A'(z) = 2—6z2, o Gnico ponto critico é z, = % O estudo
do sinal mostra que z, é um ponto de méaximo local de A. Como A(0) =0e A(2) =0,
o maximo global é atingido em z, mesmo. Logo o retdngulo de maior area tem largura
2z, ~ 1.154 e altura 1 — 22 = 2 = 0.666... ..

O método usado neste tltimo exemplo pode ser usado na resolugdo de outros proble-
mas:

1. Hscolher uma variavel que descreve a situagao e os objetos envolvidos no problema.
Determinar os valores possiveis dessa variavel.

2. Montar uma fungdo dessa varidvel, que represente a quantidade a ser maximizada
(ou minimizada).

3. Resolver o problema de otimizagdo correspondente, usando as ferramentas de-
scritas nas se¢des anteriores.

Exercicio 5.50. Qual € o retdngulo de maior drea que pode ser inscrito
1. em um circulo de raio R?

2. no tridngulo determinado pelas trés retasy=z, y=—-2z+12 ey=07?

Exercicio 5.51. (Segunda prova, Segundo semestre de 2011) Considere a familia
de todos os tridngulos 1sdsceles cujos dois lados itguais tem tamanho igual a 1:

1 A 1

TN

Qual desses tridngulos tem maior drea?

Exercicio 5.52. Dentre todos os retdngulos de perimetro fizo igual a L, qual € o
de mazior drea?

Exercicio 5.53. Uma corda de tamanho L é cortada em dois pedagos. Com o
primeiro pedaco, faz-se um quadrado, e com o segundo, um circulo. Como que a
corda deve ser cortada para que a drea total (quadrado + circulo) seja mdzima?
minima?

Exercicio 5.54. Encontre o ponto @ da reta y = 2z que estd mais prérimo do
ponto (1,0).

Exercicio 5.55. Considere os pontos A = (1,3), B = (8,4). Determine o ponto C
do eiwzo z, tal que o perimetro do tridngulo ABC seja minimo.

Exercicio 5.56. Seja r, a reta tangente ao grdfico da fun¢do f(z) = 3—z2, no ponto
(a, f(a)), a # 0. Seja T, o tridngulo determinado pela origem e pelos pontos em
que T, corta os eizos de coordenada. Determine o(s) valores de o para os quais a
drea de T, € minima.
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Exercicio 5.57. Considere um ponto P = (a,b) fico no primeiro quadrante. Para
um ponto @ no eixo T positivo, considere a drea do tridngulo determinado pelos
eizos de coordenadas e pela reta que passa por P e Q. Ache a posi¢cdo do ponto @
que minimaze a drea do tridngulo, e dé o valor dessa drea.

Exercicio 5.58. Qual € o tridngulo 1sdsceles de maior drea que pode ser inscrito
dentro de um disco de raio R?

Exercicio 5.59. Sejam zi,...,z, o0s resultados de medidas repetidas feitas a re-
speito de uma grandeza. Procure o numero T que minimaize

n

o(z) =D (z —z:)°.

i=1

Exercicio 5.60. Uma formiga entra no cinema, e vé que o teldo tem 5 metros
de altura e estd afizado na parede, 3 metros actma do chdo. A qual distdncia
da parede a formiga deve ficar para que o dngulo sob o qual ela vé o teldo seja
mdzimo? (Vide: Ezercicio 2.31.)

Consideremos alguns exemplos de problemas de otimizagdo em trés dimensdes:

Exemplo 5.44. Qual €, dentre os cilindros inscritos numa esfera de raio R, o de
volume mdzimo? Um cilindro cuja base tem raio r, e cuja altura é A tem volume
V = 7r?h. Quando o cilindro é inscrito na esfera de raio R centrada na origem, r € h
dependem um do outro:

Assim, V pode ser escrito como fungdo de uma variavel s6. Em fungdo de r,
V(r)=2nr*vYR2—r2, rc|0,R],

ou em fungdo de h:
V(h) = th(R? - %), hc|0,2R].

Para achar o cilindro de volume maximo, procuremos o maximo global de qualquer uma
dessas fungdes no seu dominio. Consideremos por exemplo V(7). Como V é derivavel
m (0, R), temos

2R? — 3r?
V'(r) = 27r{27’m+ 7 r

_y
=2 V.

vR% —1r? } R2 — 72

Portanto, V’(r) = 0 se e somente se 7 = 0 ou 2R? — 3r? = 0. Logo, o unico ponto critico

de Vem (0,R) € . = +/2/3R (~ 0.82R). Estudando o sinal de V' obtemos a variagdo
de V:
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T 2/3R
V'(r) + 0 -
Variag. MAX.
de V — e

Na fronteira do intervalo [0, R], V(0) = 0 e V(R) = 0. Logo, V atinge o seu méximo
global em 7,. Portanto, o cilindro com volume méaximo que pode ser inscrito numa

esfera de raio R tem base com raio r,, e altura A, = 24/R? — r2 = %R (~ 1.15R).

Exercicio 5.61. Qual €, dentre os cilindros inscritos em um cone de altura H e
base circular de raio R, o de volume mdzimo?

Exercicio 5.62. (Segqunda prova, 27 de maio de 2011) Constdere um cone de base
circular, inscrito numa esfera de raio R. Expresse o volume V do cone em fungdo
da sua altura h. Dé o dominio de V(h) e ache os seus pontos de minimo e mdzimo
globais. Dé as dimensées exatas do cone que tem volume mdzimo.

Exercicio 5.63. De todos os cones que contém uma esfera de raio R, qual tem o
menor volume?

5.11.5 A Lei de Snell

Considere uma particula que evolui na inter-

face entre dois ambientes, 1 e 2. Suponhamos B
que num ambiente dado, a particula anda sem-
pre em linha reta e que a particula evolui no
ambiente 1 com uma velocidade constante v; e

U2

no ambiente 2 com uma velocidade constante % ¢
Uy. Suponhamos que a particula queira viajar
de um ponto A no ambiente 1 para um ponto v,

B no ambiente 2; qual estratégia a particula

deve adotar para minimizar o seu tempo de

viagem entre A e B? E claro que se v; = vs,

a particula ndo precisa se preocupar com a in- A

terface, e pode andar em linha reta de A até B.

Mas se porventura v; < vy, a particula precisa

escolher um ponto C na interface entre 1 e 2, mais perto de A do que de B, andar em
linha reta de A até C, para depois andar em linha reta de C até B. O problema é
de saber como escolher C, de maneira tal que o tempo total de viagem seja minimo.
Modelemos a situagdo da seguinte maneira:
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h
s ?

hy d1

A

A nossa variavel serd z, a distancia entre C e a projecdo de A na horizontal. Quando
z é fixo, a distancia de A até C é dada por d; = /h? + z2, e a distancia de C até B é

dada por dy = 1/h3 + (L — z)2. Indo de A até C, a particula percorre a distancia d; em

um tempo t; = %, e indo de C até B, percorre a distancia d, em um tempo t, = 2.
vy ! ’ Vo

Logo, o tempo total de viagem de A até B é de T' = t; + t,. Indicando explicitamente
a dependéncia em z,

hZ + z? h3 + (L — z)?
S L L R CEE
(U (2
Assim, o nosso objetivo é achar o minimo global da fung¢do T(z), para z € [0, L].
Comecemos procurando os pontos criticos de T em (0, L), isto &, os z, tais que T'(z.) =

0, isto &,

L—z,

T
v1\/h2 + 2 vz\/hg + (L — z,)?

Essa equagdo é do quarto grau em z,. Pode ser mostrado que a sua solugdo existe,
é lnica, e d& o minimo global de T em [0, L]. Em vez de buscar o valor exato do
z,, daremos uma interpretagdo geométrica da solugdo. De fato, observe que em (5.28)
aparecem dois quocientes que podem ser interpretados, respectivamente, como os senos
dos dngulos entre AC e a vertical, e BC e a vertical:

=0. (5.28)

Ty L—z,

———— =senb,,
\/hE + 22 \/h§+(L—m*)2

Portanto, vemos que o minimo de T' é atingido uma vez que os angulos 8; e 6, sdo tais
que

=senb,.

62

senfd; v;
sen 92 (25
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Em 6tica, quando um raio de luz passa de ambiente 1 para um ambiente 2, observe-se
um desvio ao atravessar a interface; 8; é chamado o angulo de incidéncia, 8, o0 Angulo
de refracao. O adngulo de refracdo depende das propriedades dos ambientes 1 e 2 via
V1 € Uy, € a relagio acima é chamada a Lei de Snell 3.

No exemplo acima ndo obtivemos um valor explicito para o z, que minimize o tempo
de viagem de A até B, mas aprendemos alguma coisa a respeito dos angulos 6; e 6.
Em alguns casos particulares, z, pode ser calculado explicitamente:

Exercicio 5.64. Um ponto A flutuando a h metros da praia precisa atingir um
ponto B situado na beirada da dgua, a L metros do ponto da praia mais perto
de A. Supondo que A se move na dgua com uma velocidade v, e na areia com
uma velocidade vy > vy, elabore uma estratégia para que A atinja B o mais rdapido
possivel. B se v < vy ?

Exercicio 5.65. Considere a esquina do corredor em formato de L representado
na figura abaizo (suponha-se que o corredor € infinitamente extenso nas diregées
perpendiculares). Qual é o tamanho £ da maior vara rigida gque pode passar por
esse corredor?

L

~ u

5.12 A Regra de Bernoulli-’'Hé6pital

Voltemos nessa secdo ao estudo de alguns limites indeterminados da forma g ou i%,

em que a derivada permite, as vezes, calcular um limite ndo trivial. Por exemplo, as
técnicas vistas até agora ndo permitem calcular limites do tipo

. tanz —z . Inz N . [T+ 1\*
lim——, lim —, Ilim lim , sene
z—0 3 zH00 T z—00 @28 z—00

lim (senz)

rz—1 z—0t

Vimos no Capitulo 4 que se os limites lim, ., g(z) e lim,_,, h(z) existem, e se o segundo,
lim, ,, h(z), for diferente de zero, entdo

. g(z) lim, ,, g(z)
1 —
5 h(z)  limg e A(2)

Ora, sabemos que o caso em que lim, ,, g(z) = 0, lim, ,, A(z) = 0 é o mais frequente:
aparece a cada vez que se calcula a derivada de uma fungdo f num ponto a:

oo f(@) = fa)

T—a Tr—a

SWillebrord Snellius van Royen, Leiden, 1580 - 1626.
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Nesta se¢do veremos como derivadas sdo tteis para estudar limites da forma lim,_., @

quando lim, ,, g(z) = 0, lim, ,, A(z) = 0, ou quando lim,_,, g(z) = +o0, lim, ., h(z) )_
+00. A idéia principal é que limites indeterminados da forma % (ou i%) po-
dem, em geral, ser estudados via uma razdo de duas deriwadas. Os métodos
que aproveitam dessa idéia, descritos abaixo, costumam ser chamados de Regra de
Bernoulli-I’Hépital * (denotado por B.-H. abaixo). Comecemos com um exemplo ele-

mentar.

Exemplo 5.45. Considere o limite

Jaquelim, ,ce*—1=¢e"-1=0¢elim, ,osenz = sen0 = 0, esse limite é indeterminado
da forma % Mas observe que, dividindo o numerador e o denomindor por z,

z_1 em_eO

z _ z
en :]é]i% senz—sen0 °

T

m

. e —1 .
lim = lim
z—0 senzx z—0

7]
8

8

Dessa forma, aparecem dois quocientes bem comportados quando £ — 0. O numerador,
et —e , tende a derivada da fungdo e® em = = 0, isto é, 1. O denominador, w tende
a derlvada da funcgdo senz em z = 0, isto é: 1, diferente de zero. Logo,

z_ 1 hmz € ZI:C, 1
lim & — - = -0 = (o _1_

2-0 seng  lim, ,o %2280 ™ (sengz)|,o 1

a:ieO

A idéia do exemplo anterior pode ser generalizada:

Teorema 5.6 (Regra de Bernoulli-I'Hépital, Primeira versdo). Sejam f, g duas
fungdes derivdveis no ponto a, que se anulam em a, f(a) = g(a) = 0, e tais
que £(2) existe. Entdo

g'(a)
!
=2 g(z)  g'(a)
Demonstragdo. Como antes,
f(z)-f
- f(2) f@) = fla) . T e
lim = lim llm()()_, .
zoeg(z)  eoeg(z) —g(a) e deldlel o gi(q)
O
Exercicio 5.66. Calcule os limates:
lim log(1 + s) . lim cost+1 lim 1 — cos(a) lim senz
s—0 e2s — 1 t—r T — ¢t a—0 sen(a e g) z—0 22 + 3z

. . . ~ ! ~ .
O resultado acima pode ser generalizado a situagdes em que J; ,85 nao existe, ou em que
f e g nem sdo definidas em a:

4Johann Bernoulli, Basileia (Suiga) 1667-1748. Guillaume Frangois Antoine, marquis de L'Hépital
(1661 - 1704).
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Teorema 5.7 (Regra de Bernoulli-I’Hépital, Segunda verséo).

1. Limites ¢ — a™: Sejam f, g duas fungdes derivdveis em (a,b), com g(z) # 0,
g'(z) # 0 para todo = € (a,b). Suponha que f e g sdo tais que lim, ,,+ f(z) =

+a e lim, .+ g(z) = +a, com a € {0,00}. Se lim, ,,+ F(z) existir, ou se for

~ g9'(=)
+00, entao
fz) .. fl(2)

lim =—*% = lim . 5.30
z—at g(x) z—at gl(x) ( )

(Uma afirmagdo equivalente pode ser formulada para z — b~.)

2. Limites x — oo: Sejam f, g duas fungdes derivdveis em todo x suficien-

temente grande, e tais que lim, .. f(z) = +o, lim, ., 9(z) = +a, com
a € {0,00}. Se lim, .o % existir ou se for oo, entdo
f(z) f'(z)

lim ——< = lim .

(5.31)

(Uma afirmagdo equivalente pode ser formulada para limites ¢ — —00.)

Demonstra¢ao. Provemos somente o primeiro item. Fixe z € (a,b). Podemos definir
£(a):=0, g():=0, de modo tal que a fungéo F(z):=(f(z)— £(a))9(z) - (9(2) - 9(a)) f(a)
seja continua em [a, z] e derivavel em (a,2). Como F(z) = F(a), o Teorema de Rolle
5.2 garante a existéncia de um c, € (a, z) tal que F'(c,) = 0, isto &, (f(z)— f(a))g'(c.) —
(9(2) — g(a))f'(c.) = 0, que pode ser escrito

f(z) — f(a) _ f'(cz)
9(z) —g(a)  g'(c:)
Observe que se z — a*, entdo ¢, — a™. Logo, com a mudanca de variavel y:=c,,

12) _ gy SRV = H@) ) Se) ) S0

lim —~ = = )
zmat g(2)  z—at g(2) —g(a)  z—at g'(c,)  v—at g'(Y)
0 que prova a afirmacdo. [
z?-1

Exemplo 5.46. Considere lim,_,; No Capitulo 4, calculamos esse limite da

seguinte maneira:

z—1 "

21 -1 1
L—im(m e+ )zlim(a:+1):2.
z—1 ¢ — 1 z—1 z—1 z—1
Vejamos agora como esse mesmo limite pode ser calculado também usando a Regra
de Bernoulli-I’'Hopital. Como o limite é da forma lim,_,; {; E;)), com f(z) =z —1e
g9(z) = = — 1 ambas derivaveis em (1,2), que g e g’ ndo se anulam nesse intervalo, e

. ! . . . . 2_

como lim, i+ 5533 = lim, ,;+ 2 = 2, o Teorema 5.7 implica lim, ,;+ = = 2. Do
. . . 271 - . . . 271 -

mesmo jeito, lim, ,;- 2— = 2, o que implica lim, ,; £ = 2.

Observacao 5.10. A Regra de Bernoulli-I’Hépital (que serd as vezes abreviada "regra de
B.H.") fornece uma ferramenta poderosa para calcular alguns limites, mas é importante
sempre verificar se as hip6teses do teorema sdo satisfeitas, e ndo querer a usar para
calcular qualquer limaite! Também, ela pode as vezes se aplicar mas ndo ser de nenhuma
utilidade (ver o Exercicio 5.67).
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As vezes, é preciso usar a regra de B.H. mais de uma vez para calcular um limite:

Exemplo 5. 47 Considere o limite lim,_,q 1=%52, j4 encontrado no Exercicio 4.18. Como
1 —cosz e z2 ambas tendem a zero e sio derlvavels na vizinhanga de zero, as hipoteses
do Teorema (5.7) séo satisfeitas:

. l—cosz . (1 —-cosz) . senz
lim ——— = lim ~———-—" = —_—
z—0t ] z—0t (IE ) z—0t 2T

senz

Ja sabemos que lim,_,o = 1. Mesmo assim, sendo também da forma 2 o» €sse lim-
sSenT

ite pode ser calculado apllcando a regra de B.-H. uma segunda vez: lim, o+ =
lim, o+ “3* = 1. Logo, lim, o+ l—cosz — 1 Como a fungdo é par, o limite lateral

2
1— cos:c_ 1

x—0 é 1gua1 ao limite lateral z — 0+ logo lim,_,o = 3.

Vejamos agora um exemplo de limite £ — oo em que a regra de B.H. tem um papel
fundamental:

Exemplo 5.48. Considere lim,_, 1“7”: Observe que 1‘17:” = J; (Zg é um quociente de duas

fungdes derivaveis para todo z > 0, e que lim, .o, f(z) = 00, lim, o g(z) = c0. Além

disso, lim,_, ch :g)) = lim, 00 4 Yz 0, o que implica, pelo segundo item do Teorema 5.7,

1
lim —% —0. (5.32)

T—00 T
Vejamos em seguida um exemplo em que é necessario tomar um limite lateral:

Exemplo 5.49. Considere lim, ,o+ zIlnz. Aqui, consideremos f(z) = lnz e g(z) = %

ambas derivaveis no intervalo (0,1). Além disso, g(z) # 0 e g'(z) # 0 para todo
€ (0,1). O limite pode ser escrito na forma de um quociente, escrevendo zlnz = 11%

Logo,
Inz l/z

11m:1:111:1:—11m——11 =—1limz =0,
z—0+ z—0t /.’IJ z—0t —1/{1}2 z—0+

onde B.H. foi usada na segunda igualdade.
Um outro jeito de calcular o limite acima é de fazer uma mudanga de varidvel: se
y:=1/z, entdo z — 0" implica y — +00. Logo,

lim zlnz = lim :lnt = — lim ¥,
z—0+ y—oo Y Y y—oo Y

e ja vimos no ultimo exemplo que esse limite vale 0.
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Exercicio 5.67. Calcule os limites abaizo. Se for usar a Regra de Bernoulli-
I’Hopital, verifique que as hipdteses sejam satisfeitas.

. o —_ : In(1 —In(1—
1. limg o+ £ 10. lim,_,, Boz=c 19. lim, , 2(+e)ln(l-2)
T senz
i 2?22 i __zsenz _ . 5
2. limg o 322 5z 2 11. ].lma,_)o 1+cos(z—) 20. ].lmz,_)o sleilz;:
: 2 2z42 3 vz .
3. limg 1+ 25555 12. limg o+ 1o 21. lim, o, 2522
: (senz)? 13. lim, o+ z(lnz)? ) 2 2
4. limg 0 =5 sor 2(In2) 22. lim, o+ 272552
7 : (Inz)?
5. lim lnm 14 hmz_)oo & . z2sen 1
: 2—=0 “genz 23. lim, o+ = £
g @
6. i lisenz—cosz 15. hmwﬁooe7
o lma:*)o — 5 etanziez
: elne 24- 11m:c~>0 23
7 lim z—senz 16. ]-]-H]-:z:—>0+ @
. z—0 1 _cosz I 1 1
. 1 25. lim,_ .o+ (f = = )
0 z—senc 17. Iim e T+ z e®—1
8. 11m$*>0+ P — T—00 /r 1
I\ T
g o = ] 2100 _ ;09 2 arctan(—)—§
9. ].lmazﬁo B 18. ].lng)oo 202—35100 26. ].].mz*)[)-‘r %

Varios outros tipos de limites podem ser calculados usando o Teorema 5.7. Por exem-
plo, usando ezponenciagdo:

Exemplo 5.50. Para calcular lim,_,.,(;%;)*, comecemos exponenciando

T z T
< > :exp(:z:ln >
T—a T—a

Como z — €® & continua, lim, o (-%;)® = exp(lim,_. z1n -*-) (lembre da Segdo 4.9).

Tr—a

Ora, o limite lim, ,,, 1n _*- pode ser escrito na forma de um quociente:

z_ 11 2
3 ln T r—a __ 3 ax _
lim zln T — =lim —— =a.
z—00 T —a z—00 = z—00 -2 z—00 fE(fB — a)

A segunda igualdade é justificada pela regra de B.-H. (as fungles sdo derivaveis em
todo z suficientemente grande), a tltima por uma conta facil de limite, colocando z?
em evidéncia. Portanto,

. T \® . z
11m< > :exp<11m:z:1n ):e“.

In(cos z)
z2

. . 2 .
Exemplo 5.51. Considere lim,_,o(cos z)'/*" = exp(lim,_,g
sdo ambas derivaveis na vizinhanga de zero, e como

). Como In(cos z) e z?

. (In(cosz)) . —ta . se 1
111117( n(cosz)) —lim % 15y 0P = -
20 (z2) z—0 21 2250 I COSZ

temos
. 2 _
lim(cosz)/*" =e 2 =
z—0
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Exercicio 5.68. Calcule:

1 .
1. lim, o+ (vVIF 2)= 4. lim, (senz)*"® 7. limyseo (% — arctanz)is

. 1 . 22

fury

1 1
3. lim,_o(1 + sen(2z))= 6. lim, ,o+ (1 + z)2° 9. lim, g 122 —e

Exercicio 5.69. (Segunda prova, 27 de maio de 2011) Calcule os limites

Fm <z+9>z lim g% lim YT 1
z—oo\ z — ! z—00 ’ z—oo / — 1000 .

5.12.1 Sobre o crescimento das funcoes no oo

Usaremos agora a regra de Bernoulli-1’'Hopital para estabelecer uma hierarquia a re-
speito do comportamento das fungSes elementares (polinémios, exponenciais e logarit-
mos) quando z — oo.

Para comegar, ja vimos no Exemplo 5.48, e no item (14) do Exercicio 5.67 que

1 In z)?
fim 2% _o,  jm (2%

=0,

e na verdade pode ser mostrado (veja exercicio abaixo) que para qualquer p > 0 e
qualquer ¢ > 0,

im (22 _ o (5.33)

z—00 x4

Interpretamos esse fato da seguinte maneira: quando z — oo, (Inz)? e 7 tendem ambos
a +o00, mas (5.33) significa que z? tende ao infinito mais rdpido do que (Inz)?. Como
z? pode também ser trocado por qualquer polinémio P(z) (supondo que o coeficiente
do seu termo de grau maior é positivo), esse fato costuma ser resumido da seguinte
maneira:

(lnz)? < P(z), quandoz — co.

O simbolo “<” é usado para significar: “é¢ muito menor que”.
Exercicio 5.70. Mostre que para qualquer p >0, e ¢ > 0, lim,_,, (ne)? _ g,

x4

Por outro lado, vimos no item (15) do Exercicio 5.67 que

lim = =0, (5.34)
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0 que resumimos da seguinte maneira: para qualquer polinémio P(z),

P(z) < e®, quandoz — 00.

Assim, quando = — 00, a hierarquia entre logaritmo, polinémio e exponencial é

(lnz)? < P(z) < €. (5.35)

Exercicio 5.71. Mostre que para qualquer p > 0, lim, ., :—5 =0.

Exercicio 5.72. Estude os seguintes limites

1000 —x
. e . Inz
1. llmzﬂoo ﬁ 5. ].lmz,_)oo eﬁ
o e(lnac)2
2. ].lmm_mo T & ]-lmz:—)oo In(In(In(z)))

2 In(ln(z))
3. limg,o(z® — (Inz)® — %)

4. lim, o z'®%e2/2 7. lim,_,o{eV e+l _ 2}

5.13 Assintotas obliquas

A nocdo de assintota permitiu obter informagdes a respeito do comportamento quali-
tativo de uma funcao longe da origem, em direcOes paralelas aos eixos de coordenadas:
ou horizontal, ou vertical.

Veremos nesta secdo que existem funcgdes cujo gréafico, longe da origem, se aproxima
de uma reta que ndo é nem vertical, nem horizontal, mas obliqua, isto é de inclinacao
finita e ndo nula °. Comecemos com um exemplo.

Exemplo 5.52. Considere a fungédo f(z) = ”‘23;1 E claro que esta fungdo possui a reta
z = 0 como assintota vertical, ja que

lim$3+1—+oo lim$3+1—+oo
o0+ 2T2 'ogSo- 2z2 )
Por outro lado, f ndo possui assintotas horizontais, ja que
.ozt 41 .zi41
lim ——— =+00, lm —— =—00.
z—+o0 Q2 z>—o00 922

SHEssa segio nfo & necessariamente ligada & nogéo de derivada. Colocamos ela aqui para ter uma
ferramenta a mais no estudo de fungdes, na proxima segao.
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Apesar de ndo possuir assintota horizontal, vemos que longe da origem, o grafico parece
se aproximar de uma reta de inclinagdo positiva. Como determinar essa reta?
* 1z 2 . . 3
Para comecgar, demos uma idéia do que esta acontecendo. Observe primeiro que ”‘2;;1 =
5+ 2%2 Logo, quando z for grande, a contribuicdo do termo ﬁ é desprezivel em relacao
a 3, e f(z) é aproximada por

f(m)zg.

Ora, a fungdo z — 7 & uma reta de inclinagdo

. .
junto com a reta y = 3:

De fato, esbogando o grafico de f

L
5

Podemos agora verificar que de fato, quando = — 00, a distdncia entre o grdfico de f
e a reta y = 5 tende a zero:

lim |f(z) — £

T—00

= lim |(5 + 5;2) — 5| = lim 5, = 0. (5.36)

Portanto, a reta y = § é chamada de assintota obliqua da fungdo f.

O exemplo anterior leva naturalmente a seguinte definicdo:

Definicao 5.7. A reta de equagdo y = mx + h é chamada de assintota obliqua
para f se pelo menos um dos limites abaixo existe e é nulo:

lim {f(z) - (me+h)}, lm {f(z)—(mz+h)}.

z—+00
(Obs: quando m = 0, essa defini¢do coincide com a de assintota horizontal.)

Como saber se uma fungdo possui uma assintota obliqua? E se ela tiver uma, como
identificar os coeficientes m e h?

Para comecgar, observe que h pode ser obtido a partir de m, ja que

lim {f(z) - (mz+h)} = lim {(f(z) - me)—h|

z—+too

é zero se e somente se
h = 1_1&1 {f(z) — mz}. (5.37)

Para identificar m, podemos escrever

lim {f(:z) - (mx+h)} = xgrirlwm{m - (m+%)},

z—+o0 z
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e observar que para este dltimo limite existir e ser igual zero quando z — =00, €

necessario que limm_)ioo{f(:) —(m+ %)} = 0. Como % — 0, isso implica que
z
m = lim f(@) ) (5.38)
T— 00 x

Assim, vemos que se f possuir uma assintota obliqua, entdo esta é da forma y = mz+h,
onde a inclinagdo é dada por (5.38), e a abcissa na origem dada por (5.37). Por outro
lado, é claro que se os dois limites em (5.38) e (5.37) existirem e forem ambos finitos,
entdo f possui uma assintota obliqua dada por y = mz + h. E claro que os limites
T — 400 precisam ser calculados separadamente, pois uma fungdo pode possuir assin-
totas obliquas diferentes em 400 e —o0.

Voltando para o Exemplo 5.52, temos

z3+1 3
. flz ) 3 .oz +1 )
m = lim Q: lim 22 = lim =———= = llm{

z—too z—too z>+oo g3 z—+oo

N[
_|_

N

EN
w

—
Il
N

e, como ja visto anteriormente,

h= lim {f(z) - 3z} = lim

z—+oo z—+o00

1
223 =0.

Logo, y = %m + 0 é assintota obliqua. Vejamos como usar o critério acima em outros
exemplos.

Exemplo 5.53. Considere f(z) = +/z2 + 2z. Primeiro, tentaremos procurar uma in-
clinagdo. Pela presenga da raiz quadrada, cuidamos de distinguir os limites z — —oo e
T — —o0:

f(z) . VTP +2z i Tyl+3

lim ——= = lim
r—+o00 T z—+400 m—>+oo

Em seguida calculemos

2z
lim z)— (+1)z} = 11m 2 + 2z —z} = lim
lim {f(z) - (+1)g} = lim {v/ b= m
= lim —— =1.

Assim, f possui a assintota obliqua y = z+ 1 em +00. Refazendo contas parecidas para
T — —00, obtemos

. f(z) . B
Jim FE =1 gim {f(2) - (-D)e} = -1,
logo f possui a assintota obliqua y = —z — 1 em —oo. De fato (observe que f tem
dominio D = (—o00, —2] U [0, +00)),
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z

Exemplo 5.54. Considere f(z) = z + +/z, definida somente se z > 0. Entdo

lim@: lim{1+\/5}:1.

Mas, como
lim {f(z) -z} = lim vz = oo,

vemos que f ndo possui assintota obliqua (apesar de lim, ., @ existir e ser finita).

Exercicio 5.73. Determine quais das fungbes abaizo possuem assintotas (se tiver,
calcule-as).

1. 4z -5 4. In(z® +1) 7. In(cosh z)
2. z? 5. In(1 + €%)

3. ”3:;21 6. V22 —Ilnz 8. eV(nz)*+1

Exercicio 5.74. Se uma fung¢do possur uma assintota obligua y = mz + h em +o0,
¢ verdade que lim, ,, f'(z) =m?

5.14 Estudos de funcoes

Nesta dltima secdo juntaremos as técnicas desenvolvidas para estudar fungdes.

O estudo completo de uma fungdo f = f(z) inclui:

e Para comegar, encontrar o dominio de f. O dominio precisa ser especificado para
evitar divisGes por zero e raizes (ou logaritmos) de niimeros negativos. A funcéo
podera depois ser estudada na vizinanga de alguns dos pontos que ndo pertencem
ao dominio, caso sejam associados a assintotas verticais.

e Se for possivel (e ndo sempre é), estudar os zeros e o sinal de f.

e Determinar se f possul algumas simetrias, via o estudo da paridade: f é par se

f(—z) = f(z), impar se f(—z) = —f(z).
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e HEstudar o comportamento assintotico de f, isto é, f(z) quando £ — 400 (se o
dominio o permite). Se um dos limites lim, 1., f(z) existir (esses limites podem
precisar da regra de Bernoulli-’'Hépital), entdo a funcdo possui uma assintota
horizontal. Lembre que pode ter assintotas horizontais diferentes em +o0 € —o0.
Se um dos limites lim, .. f(z) for infinito, poderd procurar saber se existem
assintotas obliquas, como descrito na Secdo 5.13.

e Procurar pontos na vizinhanga dos quais f(z) toma valores arbitrariamente grandes,
isto é&: assintotas verticais. Calculando os limites laterais lim, ,,+ f(z) e lim, o+ f(z)
nos pontos a perto dos quais f ndo é limitada. Isto acontece em geral perto de
uma divizdo por zero, ou quando a variavel de um logaritmo tende a zero.

e Estudar a primeira derivada de f (se existir). Em particular, procurar os pontos
criticos de f. Deduzir a varia¢do de f via o estudo do sinal de f'. Determinar
os pontos de minimo e mé&ximo, locais ou globais.

e Hstudar f” e a convexidade/concavidade de f, via o sinal de f”. O sinal de f” nos
pontos criticos (se tiver) permite determinar quais sdo minimos/maximos locais.
Os pontos de inflexdo sdo aqueles onde f passa de convexa para céncava, ou O
contrario.

e Juntando essas informagdes, montar o grdfico de f. Por exemplo, se f é par,
o grafico é simétrico com respeito ao eixo y. Para montar um grafico completo,
pode ser necessario calcular mais alguns limites, por exemplo para observar o
comportamento da derivada perto de alguns pontos particulares.

Exemplo 5.55. Comecemos com f(z) = 2%, cujo dominio € D = R\ {1}. A funggo

se anula no ponto z = —1, e o seu sinal é dado por:
Valores de z: -1 1
T+ 1 — 0 + +
11—z + + 0 -
f(z) - o0 o+ | -

(A dupla barra em z = 1 & para indicar que f ndo é definida em z = 1.) A fungao néo
é nem par, nem impar. Como

z+1_ 1t 1

lim = lim = =-1,
z—otoo ] — a:—):toog_]_ —1
f possui a reta y = —1 como assintota horizontal. Por outro lado, como
. z+1 . T+1
lim =—o00, lim = 400,

=1t 1 —x
f possui a reta £ = 1 como assintota vertical. A derivada existe em todo = # 1, e vale

e+ -z)—(z+1)(1-2) 1-z4+(z+1) 2

fle)= 1-z)? T (1-az)p 1—z)2

O sinal de f' da logo a tabela de variagdo de f:
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T 1
f'(z) + +
Variag. +o0 -
def | — >

(Indicamos o fato de z = 1 ser uma assintota vertical.) Assim, f ndo possui pontos
criticos, e é crescente nos intervalos (—oo,1) e (1,00). A segunda derivada se calcula
facilmente (para z # 0):

F@) = 2(1-2) ) = A=D1 - 2) (1) = ;e

Esta muda de sinal em ¢ = 1, e permite descrever a convexidade de f:

T 1
fll (x) + _
Conv. o .
de f

Isto é, f é convexa em (—00,1), concava em (1,00). Assim, o gréfico é da forma

Exemplo 5.56. Estudemos agora a fungdo f(z) = zzj

sinal: f(z) & > 0se |z| > 1, < 0 caso contrario. Como f(—z) = %:z;z: = 2211 = f(z),
f é par. Como

O seu dominio é D = R, e o seu

z2 -1 L 1-%

1m = lim 1
z—doo 2 41 z—oFoo 1 + =
z

=1,

areta y = 1 é assintota horizontal. Ndo tem assintotas verticais (o denominador ndo se

anula em nenhum ponto). A primeira derivada é dada por f'(z) = ($24f1)2. Logo,
T 0
f'(z) - 0 +
Var. — P
de f min.

O minimo local (que é global também) tem coordenada (0, f(0)) = (0, —1). A segunda

derivada é dada por f"(z) = 4(i§if2)

, logo:
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: Y SV
f"(z) -0 + 0 =
Conc. - o N
de f
Os pontos de inflexdo estdo em (75 f(H) = (H —3) e (5. f(3B) = (5 -3)
Finalmente,
T
f(@) .
\ z
—1 1 1 1
(%)_5) (%)_E)
(O’_]-)
Exercicio 5.75. Faca um estudo completo das seguintes funcgdes.
2 . .
1. (”’%) (Segunda prova, primeiro semestre 2011)
2. z(lnz)? (Segunda prova, primeiro semestre 2010)
Exercicio 5.76. (Segunda prova, seqgundo semestre de 2011) Para f(a:)::;;—_’fﬁ,

estude: o sinal, os zeros, as assintotas (se tiver), a vartac@o, e a posi¢do dos
pontos de min./mdz. (se tiver). A partir dessas informagdes, monte o grdfico de
f. Em sequida, complete a sua andlise com a determinacdo dos intervalos em que
f € conveza/concava.

Exercicio 5.77. Faca um estudo completo das funcdes abaizo:

1.z+1 5. ze~® 9. =1,
2. z+% 6. senhz 10. 1sen(2z) — sen(z),
8 = 7. coshz 11. =
4 2 8. tanhz 12, Y21

Exercicio 5.78. Fagca um estudo completo das sequintes funcgdes.

1. In|2 — 5z 5. Z2 8. (el*l —2)3
2. ].Il(].Ile) Inz—2 z
6. (Inz)? 9. e:—z

3. e *(z? — 2z).
4. ¥z ' 10. {z4(z — 1)
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Capitulo 6

Integral

O problema original e fundamental do cdlculo integral é de calcular comprimentos,
dreas, e volumes de objetos geométricos no plano ou no espago, em particular de obje-
tos mais gerais do que aqueles considerados em geometria elementar que sdo retangulos,
triangulos, circulos (no plano), ou paralelepipedos, cones, esferas (no espago).

O maior avango no célculo integral veio com os trabalhos de Newton ! e Leibniz 2 no
fim do século XVI, em que a nogdo de derivada tem papel fundamental. Os métodos
desenvolvidos por Newton e Leibniz tornaram a integral uma ferramenta com intmeras
aplicagdes, bem além da geometria, em todas as dreas da ciéncia e da engenharia.

Nesse capitulo introduziremos a nogdo de integral para uma fungdo f de uma varidvel
real * z, a partir da Segdo 6.2. O Teorema Fundamental do Cdlculo (Teoremas 6.2 e
6.3) serd provado na Segdo 6.3.

6.1 Introducao

Como calcular, em geral, a drea de uma regido limitada do plano? Para sermos um
pouco mais especificos, faremos a mesma pergunta para areas delimitadas pelo grafico
de uma fungdo. Dada uma fungdo positiva f : [a,b] — R, como calcular a drea
debaizo do seu grdfico, isto €, a drea da regido R, delimitada pelo grdfico de f,
pelo eizo z, e pelas retas x =a, T =b?

R

A

Para as funcdes elementares a seguir, a resposta pode ser dada sem muito esforgo. Por
exemplo, se f é constante, f(z) = h > 0, R é um retangulo, logo

!Isaac Newton, Woolsthorpe-by-Colsterworth 1643 — Londres 1727.
2Gottfried Wilhelm von Leibniz, Leipzig 1646 — Hanéver 1716.
3Integrais multiplas serdo estudadas em Céalculo III.
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= é&rea(R) = base x altura = (b — a)h

ea

Por outro lado, se o grafico de f for uma reta, por exemplo f(z) = mz com m > 0, e
se 0 < a < b, entdo R é um trapézio, e a sua area pode ser escrita como a diferenga das
areas de dois tridngulos (lembre o Exercicio 2.17):

mb ‘-
ma / = érea(R) = 1bx mb— %a X ma — %m(b2 — a?)

1

O nosso ultimo exemplo “simples” serd f(z) = +/1 — 22, com a = 0, b = 1. Neste caso
reconhecemos a regido R como a sendo o quarto do disco de raio 1 centrado na origem,
contido no primeiro quadrante:

™

= area(R) = xm1? =12

IS

Consideremos agora f(z) = 1 — 22, também com a =0, b = 1:

R = R="

Apesar da fungdo f(z) = 1—z? ser elementar, ndo vemos um jeito simples de decompor
R em um numero finito de regides simples do tipo retangulo, tridngulo, ou disco.

No entanto, o que pode ser feito é aprozimar R por regibes mais stmples, a comegar
com retangulos *. Comecemos aproximando R de maneira grosseira, usando uma regifo
R, formada por dois retangulos, da seguinte maneira:

1-(1)2=3
(3)* =3 — érea(R2):{%xl}+{

N
X
N[N
—
I
0|~

1
2

4J& encontramos esse tipo de construgio, mas com tridngulos, no Exercicio 4.37.
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A &rea de R, é a soma das areas dos dois retangulos de bases iguais % mas de alturas
diferentes: o canto esquerdo superior do primeiro retdngulo estd em (0,1), e o do se-
gundo foi escolhido no grdfico de 1 — 22, no ponto (3, 2). Logo, area(R,) = I. E claro
que areaR, somente d& uma estimativa: area(R) < &reaRs.

Tentaremos agora melhorar essa aproximagdo: fixemos um inteiro n € N, e aprox-
imemos R pela regido R,, formada pela unido de n retangulos de larguras iguais a 1/n,
mas com alturas escolhidas tais que o canto superior esquerdo esteja sempre na curva
1 — z2. Por exemplo, se n = 5, 15 e 25,

Vemos que quanto maior o nimero de retédngulos n, melhor a aproximacao da ver-
dadeira 4rea de R. Logo, tentaremos calcular area(R) via um limaite:

area(R) = lim area(R,).

Olhemos os retdngulos de mais perto. Por exemplo, para calcular area(Rs), calculemos
a soma das areas de 5 retangulos:

srea(R) = §(1 - (99)+ §(1 - () + 11— )+ (1 - @)+ 31— (99

=1 L2284 0.76)

Para um n qualquer,
area(R,) = (1= () + (1= Q)+ + 2 (1= 2 + 2 (1- (32))

— 1 _ P42t (n=2’+(n-1)% (6.1)

n3

Pode ser mostrado (ver Exercicio 6.1) que para todo k£ > 1,

k(k+1)(2k + 1
124224+ k= (k+ )6( +1) (6.2)

Usando essa expressdo em (6.1) com k = n — 1, obtemos

(n—1({(rn-1)4+1)(2(n—-1)+1)

drea(R) = lim éarea(R,) =1— lim

n—00 n—00 6n3
—1)(2n-—-1
T )
n—00 6n3
_ 1
1—3
2
g .

Observacio 6.1. E interessante observar que no limite n — oo, o niimero de retangulos
gue aproxima R tende ao infinito, mas que a area de cada um tende a zero. Assim
podemos dizer, informalmente, que depois do processo de limite, a area exata de R é
obtida “somando infinitos retdngulos de largura zero”.
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Exercicio 6.1. Mostre por indug¢do que para todo n > 1,

1 1)(2 1
:'n('n—i— ) 12+22+___+n2:n(n+ )(2n + )

14+2+3+--+n
+2+834---+ R -

Exercicio 6.2. Considere a aprorimacao da drea R tratada acima, usando retdn-
gulos cujo canto superior direito sempre fica na curva y = 1 — 2, e mostre que
2

quando n — 00, o limite € o mesmo: 3.

O meétodo usado para calcular a &rea debaixo de 1 — z? funcionou gracas a férmula
(6.2), que permitiu transformar a soma dos k primeiros quadrados em um polindémio de
grau 3 em k. Essa formula foi particularmente bem adaptada & funcdo 1 — z2, mas nio
serd 0til em outras situagdes. Na verdade, sdo poucos casos em que a conta pode ser
feita ne maneira explicita.

Exemplo 6.1. Considere f(z) = cos(z) entre a =0e b= 7/2.

o
IMIE

Neste caso, uma aproximagdo da &rea R debaixo do gréafico por retangulos de largura %
da:

area(R,) = Zcos(:) + Zcos(2) +--- + %cos(%) : (6.3)

Para calcular o limite n — oo desta soma, o leitor interessado pode comegar verificando
por indugio ° que para todo a > 0 e todo inteiro k,
2k+1

1 Sen(TU;)

=+ cos(a) + cos(2a) + cos(3a oo 4cos(ka) = —=—=.

3 0s(0) +con(2) + cos(3a) + -+ coska) = = ks
Usando esta férmula com a e n bem escolhidos, pode mostrar que lim, ., drea(R,) = 1.
Portanto, area(R) = 1.

Exercicio 6.3. Constdere f(z) = e® entre a = 0 e b = 1. Monte drea(R,) usando
retdngulos de largura % Usando
I Sl

I+r+7r24. 47" = ,
1—r

calcule lim,, ., drea(R,,).

O que foi feito nesses tultimos exemplos foi calcular uma area por um procedimento
chamado integracao. Mais tarde, desenvolveremos um método que permite calcular
integrais usando um método completamente diferente. Mas antes disso precisamos
definir o que significa tntegrar de maneira mais geral.

SFonte: Folhetim de Educacio Matematica, Feira de Santana, Ano 18, Namero 166, junho de 2012.
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6.2 A integral de Riemann

De modo geral, a drea da regido R delimitada pelo gréafico de uma fungdo f : [a,b] — R
pode ser definida via um processo de limite, como visto acima no caso de f(z) = 1 —z2.

Primeiro, escolhemos um inteiro n, e escolhemos pontos distintos em (a,b): zo = a <
T < Ty < -+ < Tp 1 < T, =b Esses pontos formam uma particao de [a,b]. Em
seguida, escolhemos um ponto z} em cada intervalo [z; 1,z;], e definimos a soma de
Riemann ° I, por:

ILi=>" f(z})Az;, f
=1

a b

I, aproxima a area debaixo do gréafico pela soma das areas dos retangulos, em que o

j-ésimo retdngulo tem como base Az;:=z; — z;_4, e como altura o valor da fungdo

no ponto z;: f(z}). (Na imagem acima os pontos z; foram escolhidos equidistantes,
__ b—a

Azj = =)

A integral de f é obtida considerando I, para uma sequéncia de partigdes em que o
tamanho dos intervalos Az; tendem a zero:

Definicao 6.1. A fungdo f : [a,b] — R € integrdvel se o limite lim, . I,, existir,
qualquer que seja a sequéncia de particées em que max; Az, — 0, e qualquer que

seja a escolha de =} € [z; 1,7;]. Quando f € integrdvel, o limite lim, .o I, €
chamado de integral (de Riemann) de f, ou integral definida de f, e denotado

lim I, = / . (6.4)

n—o0o
Os numeros a e b sdo chamados de limites de integracao.

Inventada por Newton, a notagdo “[’ f(z)dz” lembra que a integral ¢ definida a partir
de uma soma (o “[” é parecido com um “s”) de retangulos contidos entre a e b, de areas

f(z5)Az; (o “f(z)dz”).

Observacio 6.2. E importante lembrar que f: f(z)dz € um numero, ndao uma fungdo:
a variavel “z” que aparece em ff f(z)dz é usada somente para indicar que f esta sendo
integrada, com a sua variavel varrendo o intervalo [a, b]. Logo, seria equivalente escrever
essa integral [° f(t)dt, [’ f(z)dz, etc., ou simplesmente [° f dz. Por isso, a variavel z
que aparece em (6.4) é chamada de muda.

Observacao 6.3. A definigdo de integrabilidade faz sentido mesmo se f ndo é positiva.
Neste caso, o termo f(z})Az; da soma de Riemann néo pode ser mais interpretado como

6Georg Friedrich Bernhard Riemann, 1826 — 1866.
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a area do j7-ésimo retangulo, e ff f dz ndo possui necessariamente uma interpretacao
geométrica. O Exercicio 6.7 abaixo esclarece esse ponto.

Enunciemos algumas propriedades basicas da integral, que podem ser provadas a partir
da definigao.

Proposicao 6.1. Seja f : [a,b] — R integrdvel.
1. Se A € R é uma constante, entdo \f € integravel, e f: Afdzr = )\fffda:.

2. Se g:[a,b] — R também € integrdvel, entdo f + g € integrdvel e [2(f + g)dz =
[2fdz+ [} gdz.

8. Sea <c<b, entdo [ fdz+ [° fdz = [° fdz.

Observe que se f é uma constante, f(z) = ¢, entdo qualquer soma de Riemann pode
ser calculada via um retangulo so6, e

b
[ i@ de=c(b-a). (6.5)
Mais tarde precisaremos da seguinte propriedade:

Proposicao 6.2. Se f e g: [a,b] — R sdo integrdveis, e se f < g, entdo

/abfdazg/abgda:. (6.6)

Em particular, se f € limitada, M < f(z) < M, para todo z € [a,b], entdo

M (b a) g/bfdxgm(b—a). (6.7)

Para fungdes positivas, a interpretagdo de (6.6) em termos de areas é imediata: se o
grafico de f estd sempre abaixo do grafico de g, entdo a area debaixo de f é menor do
que a area abaixo de g.

Exercicio 6.4. Justifiqgue as sequintes afirmacdes:

1. Se f € par, [?, f(z)dz =2 [§ f(z)dz.
2. Se f é impar, [*, f(z)dz = 0.

Em geral, verificar se uma fungdo é integravel pode ser dificil. O seguinte resultado
garante que as maioria das fungdes consideradas no restante do curso sdo integraveis.

Teorema 6.1. Se f :[a,b] - R é continua, entdo ela € integrdvel.

Por exemplo, f(z) = 1 — z? é continua, logo integravel, e vimos na introdugdo que

1
/0(1—:E2)da::§.

Sabendo que uma funcdo continua é integravel, queremos um jeito de calcular a sua
integral. Mas como ja foi dito, o procedimento de limite descrito acima (calcular a soma
de Riemann, tomar o limite n — oo, etc.) é dificil de se implementar, mesmo se f é
simples.
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6.3 O Teorema Fundamental do CAalculo

Suponha que se queira calcular a integral de uma fungdo continua f : [a,b] — R:

Podemos supor sem perda de generalidade que f > 0, o que deve ajudar a entender
geometricamente alguns dos raciocinios a seguir. Para calcular I passaremos pelo estudo
de uma fung¢do auxiliar, chamada de funcao area, definida da seguinte maneira:

i@) )
I(z) I(z)= / F(8)dt.

a T p

Isto €, I(z) representa a area debaixo do grafico de f, entre as retas verticais em a (fixa)
e em z (moével). Como f é positiva, z — I(z) é crescente. Além disso, I(a) =0, e a
integral original procurada é I(b) = I.

Exemplo 6.2. Se f(z) = mz, a fungéo area pode ser calculada explicitamente:

-
-

I(z) = ;m(z® — a?)

Podemos observar que

I'(z) = (lm($2 — az))l = mz = f(z)!

2

Exercicio 6.5. Calcule as fungbes drea associadas ds fungées f : [0,1] — R abaizo.

FER

0 sez<i, 2 f(z)=-z+1 3. f(z)=2z-1
1 sez>1.

A relagdo entre I e f é surpreendentemente simples:
Teorema 6.2 (Teorema Fundamental do Calculo). Seja f : [a,b] — R continua. Entdo

a fungao drea I : [a,b] — R, definida por I(z):= [ f(t)dt é deriwvdvel em todo
z € (a,b), e a sua derwada € igual a f:

I'(z) = f(z). (6.8)

147

Versdo 1.0 (16 de fevereiro de 2013). Sugestdes, criticas e corregdes: sacha@mat.ufmg.br



CAPITULO 6. INTEGRAL

O seguinte desenho deve ajudar a entender a prova:

= I(z+h)~I(z)+ f(z)-h

i I _

| N (z+h)—I(z)
! h
+

~ f(z)

De fato, entre z e = + h, a fungdo area I cresce de uma quantidade que pode ser
aproximada, quando h > 0 é pequeno, pela area do retdngulo pontilhado, cuja base é h
e altura f(z). Isso sugere

lim 1 h}z —1@) . (6.9)

h—0+

Demonstragao. Seja z € (a,b). Provemos (6.9) (o limite A — 0~ se trata da mesma
maneira). Pela propriedade (3) da Proposigdo 6.1,

z+h

Io+h)= [ “p@yae+ | ) dt = I(z) + / ) dt.

a

() dt = /

a

Observe também que por (6.5), f(z) pode ser escrito como a diferenca f(z) = : f(z) [*1" dt =

h
%ff’h f(z)dt. Logo, (6.9) é equivalente a mostrar que

I($ + h}i — I(x) . f(IE) _ i/;Jrh(f(t) B f(x))dt (6-10)

tende a zero quando A — 0. Como f é continua em z, sabemos que para todo € > 0,
—e < f(t) — f(z) < +e, desde que t seja suficientemente perto de z. Logo, para h > 0
suficientemente pequeno, a integral em (6.10) pode ser limitada por

=3 [Taa <t [0 - rena <t [T (rod = ve.

(Usamos (6.7).) Isso mostra que (6.10) fica arbitrariamente pequeno quando h — 0", o
que prova (6.9). O

Assim, provamos que integral e derivada sdo duas nogdes intimamente ligadas, ja que
a funcdo area é uma func¢do deriwdvel cuja deriwada € igual a f.

Definicao 6.2. Seja f uma funcdo. Se F € uma funcao derivdvel tal que
F'(z) = f(=z)

para todo z, entdo F € chamada primaitiva de f.
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Exemplo 6.3. Se f(z) = z, entdo F(z) = % é primitiva de f, ja que

:1;2

F'(z) = <?>/ =1i(z?) =12z ==zx.

Observe que como (”’2—2 +1) =z, G(z) = % + 1 é também primitiva de f.

Exemplo 6.4. Se f(z) = cosz, entdo F(z) = senz é primitiva de f. Observe que
G(z) =senz + 14 e H(z) = senz — 7 também sdo primitivas de f.

Os dois exemplos acima mostram que uma fun¢do admate infinitas primitivas, e
que aparentemente duas primitivas de uma mesma funcdo somente diferem por uma
constante:

Lema 6.1. Se F' e G sdo duas primitivas de uma mesma fun¢do f, entdo eziste
uma constante C tal que F(z) — G(z) = C para todo z.

Demonstragao. Defina m(z):=F(z) — G(z). Como F'(z) = f(z) e G'(z) = f(z),
temos m’(z) = 0 para todo z. Considere dois pontos z; < z, quaisquer. Aplicando o
Coro6lério (5.1) a m no intervalo [z, z»|: existe ¢ € [z1, z2] tal que % = m/(c).
Como m'(c) = 0, temos m(z2) = m(z;). Como isso pode ser feito para qualquer ponto
T, < z1, temos que m toma o mesmo valor em qualquer ponto, o que implica que é

uma fungdo constante. [
Em geral, escreveremos uma primitiva genérica de f(z) como
F(z) = primitiva + C,
para indicar que é sempre possivel adicionar uma constante C arbitraria.

Exercicio 6.6. Ache as primitivas das fungées abaizo.

1. =2 5. /1+z 9. e 18. 5=

2.z 6. cosz 10. 1—e7® 14. 2, z>0
3. z? 7. senz 11. e* 15. s

4. z" (n#—1) 8. cos(2z) 12. 3ze 16. -

Mais tarde olharemos de mais perto o problema de calcular primitivas. Voltemos agora
ao nosso problema:

Teorema 6.3 (Teorema Fundamental do Calculo). Seja f : [a,b] — R uma fungdo
continua, e F' uma primitiva de f. Entdo

/ab f(t)dt = F(b) — F(a) = F(z)| (6.11)

a
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Demonstracio. Lembre que [ f(t)dt = I(b), onde I(z) é a fungdo area. Ora, sabemos
pelo Teorema 6.2 que I(z) é primitiva de f. Assim, I(z) = F(z) + C, onde F(z) é
uma primitiva qualquer de f, e onde se trata de achar o valor de C. Mas I(a) = 0
implica F(a) + C = 0, logo C = —F(a), e I(z) = F(z) — F(a). Em particular,
I(b) = F(b) — F(a). O

Exemplo 6.5. Considere I = fol z2dz, que representa a &rea debaixo do gréfico da
pardbola y = f(z) = z?, entre z =0 e £ = 1. Como F(z) = % é primitiva de f, temos

3

1
/ 2dr =2
0 3

Podemos também calcular a integral da introdugdo, dessa vez usando o Teorema Fun-
damental:

113 0d 1

o 3 3 3

1 1 1
/0(1—:1:2)d:z::/0 1d:r—/0 :z:2d:z::1—%:§,

Exercicio 6.7. Mostre que [;(z — 1)dz = 0. Como interpretar esse resultado geo-
metricamente?

Exercicio 6.8. A sequinte conta estd certa? Justifique.

O Teorema Fundamental mostra que se uma primitiva de f é conhecida, entdo a integral
de f em qualquer intervalo [c, d] pode ser obtida, calculando simplesmente F'(d) — F(c).
Isto é, o problema de calcular integral é reduzido ao de achar uma primitiva de f. Ora,
calcular uma primitiva é uma operacao mais complexa do que calcular uma derivada.
De fato, calcular uma derivada significa simplesmente aplicar mecanicamente as re-
gras de derivagao descritas no Capitulo 5, enquanto uma certa ingeniosidade pode ser
necessaria para achar uma primitiva, mesmo de uma fungio simples como /1 + z2 ou
Inz.

Portanto, estudaremos técnicas para calcular primitivas, ao longo do capitulo. Por
enquanto, vejamos primeiro como usar integrais para calcular dreas mais gerais do plano.

6.4 Areas de regioes do plano

Sejam f e g duas fungbes definidas no mesmo intervalo [a, b], tais que g(z) < f(z) para
todo z € [a,b]. Como calcular a area da regido R contida entre os gréaficos das duas
fungdes, delimitada lateralmente pelas retas verticais z =a e z = b7
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Por uma translagdo vertical, sempre podemos supor que 0 < g < f. Logo, a area de
R pode ser obtida calculando primeiro a area debaixo do gréafico de f, que vale ff fdz,
da qual se subtrai a area debaixo do grafico de g, que vale ff gdz.

érea(R):/abfda:—/abgdzz:z/ab(f—g)dzz:. (6.12)

Exemplo 6.6. Considere a regio finita R delimitada pela pardbola y = 2 — 22 e pela
retay = —zx:

Pode ser verificado que os pontos de intersecdo entre as duas curvassdoz = —lez = 2.
Observe também que no intervalo [—1, 2], a pardbola estd sempre acima da reta. Logo,
por (6.12), a area de R é dada pela integral

2

9
5 -

/21((2—332)—(—:1:)) d:z::/zl(—a:2+$—|—2) dz = <_a§’+a:22+2$>

-1
Exercicio 6.9. Esboce e calcule a drea da regigo delimitada pelas curvas abaizo.

1. y=-2,z=2,z=4,y=1z—1. 4. y=0,z=1,z=¢,y="1

2.y=-2,z=2,z=4,y=3(z—2)>
3. y=2% y=—(z+1)2+1. 5. y=—-2,y=4+z—z°.

Exemplo 6.7. Considere a area da regido finita delimitada pelas curvas z = 1 — 3% e
z =5 — 5y%
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1 z=5—by>

Neste caso, € mais natural expressar a area procurada como um integral com respeito a
y. Como fungio de y, as curvas sdo parabolas: z = f(y) com f(y) =5—-5y° e z = g(y)
com f(y) = 1 — 2, e o grafico de f(y) esta sempre acima do grafico de g(y). Logo, a
area procurada é dada por [°[f(y) — g(v)]dy, que vale

1

/_11 {(5 —5y?) — (1 —y2)}dy _ /11 {4_4y2}dy _ {4y B %ys}

-1

Exercicio 6.10. (3a prova, primeiro semestre de 2011) Calcule a drea da regiGo
finita delimitada pelo grdfico da funcdo y =Inz e pelas retasy=—-1, y=2, z =0.

Exercicio 6.11. Fize o > 0. Considere fo(z):=a 2e *(a? — z?). Esboce z — f,(z)
para diferentes valores de o (em particular para o pequeno e grande). Determine
o valor de a que mazimize a drea delimitada pelo grdfico de f, e pelo eixzo x.

Exercicio 6.12. Se a > 0, calcule I, = [§ zl/"dz. Calcule lim,_ o I,, e dé a inter-
pretacdo geométrica da solugcdo. (Dica: lembre dos esbogos das fungées T — z'/P,
no Capitulo 77.)

6.5 Primitivas

Nesta secdo apresentaremos os principais métodos de integragdo: por substituicdo, e
por partes. Outros métodos de integragdo serdo encontrados mais longe no texto. Antes
de comegar, faremos um comentario sobre as notagdes usadas para denotar primitivas.

Para uma dada funcdo f, queremos achar uma primitiva F, isto é uma funcdo cuja
derivada F' é igual a f. Essa operacdo, inversa da derivada 7, serd chamada de
integrar f. Por isso, é 0til introduzir uma notacdo que mostra que F' é o resultado de
uma transformacdo aplicada a f:

F(z) = / f(z)dz + C,

em que C é uma constante arbitraria. Ao invés da integral definida [’ f(z) dz, a integral
indefinida [ f(z)dz é uma funcdo de z, que por definicdo satisfaz

([ f@)ae) = 5).

"As vezes, essa operagio ¢ naturalmente chamada de antiderivada.
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Como a operagdo “integrar com respeito a z” é a operagdo inversa da derivada, temos
/f’(x) dz = f(z) + C. (6.13)

Além disso, as seguintes propriedades sdo satisfeitas (A € R é uma constante):

[M@)dz =2 [ f@)de, [(f@)+9@)da= [ f(@)da+ [g(a)da

As seguintes primitivas fundamentais foram calculadas no Exercicio 6.6:

1. [kde=kz+C 5. [senzdx = —cosz + C
2. [zdz =% +C 6. [e®dz =e® + C
3.f:1:pd2)_zp+ —|—C’(p7ﬁ—1) 7. f1+22—arctan:c+C’

4. [coszdr =senz +C = arcsenz + C

O caso p = —1 em (3) corresponde a [ % dz, que obviamente é definida somente para

z # 0. Ora, se z > 0, temos (In(z))' = %, e se £ < 0, temos (In(—z))' = =% = 1. Logo,

/idm:1n|:r|—|—0 (z #0).

Exercicio 6.13. Calcule as primitivas das segquintes funcoes.

1. (1 —z)(1 + z)? 3, atbs’
2. 25 —cos(2z) 4. 2+ 2tan?(z)

6.5.1 Integracao por Substituigao

Exemplo 6.8. Suponha que se queira calcular

/ z cos(z?) dz .

Apesar da fungdo z cos(z?) nio ser a derivada de uma fungio elementar, ela possui uma
estrutura particular: o “z” que multiplica o cosseno & um polinémio cujo grau é um a
menos do que o polinémio “z%” contido dentro do cosseno. Ora, sabemos que a derivada
diminui o grau de um polinémio. No nosso caso: (z?)' = 2z. Logo, ao multiplicar e
dividir a primitiva por 2, podemos escrever

/:zzcos(:z:z) dz =1 /(2w) cos(z /(:1:2) cos(z?) dz

Agora, reconhecemos em (z?) cos(z?) uma derivada. De fato, pela regra da cadeia,
(sen(z?))’ = cos(z?) - (z?)'. Logo, usando (6.13),

/ (z2) cos(z?) dz = / (sen(z?))' dz = sen(z?) + C.
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Portanto,
/:1: cos(z®) dz = $sen(z®) + C.

Do mesmo jeito,
/:1:2 cos(z®) dz = %/3:1:2 cos(z’) dz = %/(:ps)'cos(m?’) dz = Lsen(z®) + C.

A idéia apresentada nesse 1ltimo exemplo consiste em conseguir escrever a fungdo in-
tegrada na forma da derivada de uma fungdo composta; é a base do método de integragdo
chamado wntegragdo por substitui¢cdo. Lembremos a regra da cadeia:

(£(9(2))) = £'(a(2))g'(z)

Integrando ambos lados dessa identidade com respeito a z e usando de novo (6.13)
obtemos f(g(z)) = [ f'(9(z))g'(z) dz + constante, que é equivalente & formula de
integragao por substituicao:

| £(9(@))g' (@) dz = f(g(z)) +C. (6.14)

Existem vérios jeitos de escrever a mesma férmula. Por exemplo, se H é primitiva de
h,

| me(@)g'() do = Hg(z)) +C- (6.15)
Sendo, a fungdo g(z) pode ser considerada como uma nova vdriavel: u:=g(z). Derivando
com respeito a z, 3—’; = ¢'(z), que pode ser simbolicamente escrita como du = ¢'(z)dz.

Assim, a primitiva inicial pode ser escrita somente em termos da variavel u, substituindo
g(z) por w:

/ h(g(z))g'(z) dz = / h(u) du. (6.16)
Em seguida, se trata de calcular uma primitiva de h, e no final voltar para a variavel

z. O objetivo é sempre tornar [ h(u)du o mais préximo possivel de uma primitiva
elementar como as descritas no inicio da segdo.

Exemplo 6.9. Considere [ 5% dz. Aqui queremos usar o fato do cosz ser a derivada
da fungdo sen z. Fagamos entdo a substituigdo u = sen z, que implica du = (senz)'dz =

cos z dz, o que implica
cosz 1 .
/sen2:1:d$: /Edu: /h(u)du.

Mas h(u) = 5, é a derivada (com respeito a u!) de H(u) = —<. Logo,
1
/Cosf d:z::/h(u)du:H(u)+C:— tC.
sen? T senz

Exemplo 6.10. Para calcular [ I, d, definemos u:=1+2z. Logo,du =dz ez = u—1.
Assim,

-1
/ T dr=Y du:/{l—l}du:/du—/ldu
l+z U u u

=u—lnu+C=14+z-In(l+z)+C.
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Exemplo 6.11. Calculemos agora [ \/’%dm. Para comegar, separemos a primitiva em

dois termos:

z il Lo+ | L
\/1—:1:2 V1—2z2 V1—2z2
Para o primeiro termo, vemos que com u = g(z):=1 — z?, cuja derivada é ¢'(z) = —2z,

temos du = —2z dz, e

/m /2\/‘ = Vu+C=-v1-22+C.

No segundo termo reconhecemos a derivada da fungdo arcseno. Logo, somando,

z+1 i
1—2%+arcsenz + C. (6.17)
V1— :c2

Observacao 6.4. Lembra que um calculo de primitiva pode sempre ser verificado,
derivando o resultado obtido! Por exemplo, ndo perca a oportunidade de verificar que

derivando o lado direito de (6.17), obtém-se \/“%'

As vezes, é preciso transformar a fungio integrada antes de fazer uma substituicio 1til,
como visto nos trés préximos exemplos.

Exemplo 6.12. Para calcular [ ﬁ dz podemos colocar 9 em evidéncia no denomi-
nador, e em seguida fazer a substituigdo u = %:

1 1 3
/7d$:%/7d$:é dr
9+ z2 1+ (2) Y
1
:% 1+u2 du:%arctanu—*—c:%arctan(%)_i_c.
Exemplo 6.13. Para calcular [ m dz comecemos completando o quadrado: z? +

2z +2={(z+1)> -1} +2 =1+ (z + 1)°. Logo, usando u:=z + 1,

5 d
/:z:2+2:z:+2 /1+ CESV
:/1+u2du:arctanu+C:arCtan($+1)+C'

Exemplo 6.14. Considere [ sen? z dz. Lembrando a identidade trigonométrica sen? z =
1—cos(2z)
2 ’

/senQ:z:d:r = %/ dz — %/cos(2m)dm =z %/cos(2:z:) dz

Agora com u = 2z obtemos [ cos(2z)dz = 3 [ cos(u)du = ; senu + constante. Logo,

/sen2:z:dm =
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Exercicio 6.14. Calcule as primitivas das segquintes funcoes.

1. (z+ 1) 7. cos?(t) 138. e®tan(e®)
2. Gayiy 8 s 14 oy

3. ﬁ 9. coszy/1+senz 15. z/1+ 22
4. zsen(z?) 10. tanz 16. W

5. senrcosz 11. ?ﬂ? 17. ZZiii

6. 5 cos(y/z) 12. oo 18. sen®*zcos®z

A férmula (6.16) mostra que a primitiva (ou integral indefinida) de uma funcédo da
forma h(g(z))g'(z) se reduz a achar uma primitiva de h. Aquela férmula pode também
ser usada para integrais definidas: se h(g(z))g'(z) é integrada com z percorrendo o
intervalo [a, b], entdo u = g(z) percorre o intervalo [g(a), g(b)], logo

b g9(b)
/ h(g(z))g'(z) dz = / ., hwdu. (6.18)
a g(a
Exercicio 6.15. Calcule as primaitivas
1. [ 22 gg 3. [22dg 5 [ L= dz
2. [ \/jf? 4. [eedx 6. [tan’zdz

6.5.2 Integracao por Partes

Vimos que o método de integracdo por substituicdo decorreu da regra da cadeia. Ve-
jamos agora qual método pode ser obtido a partir da regra de derivagdo de um produto.

Exemplo 6.15. Suponha que se queira calcular a primitiva
/ Tzcoscdr.

Aqui n&o vemos (e na verdade: ndo hd) uma substituicdo que seja atil para transformar
essa primitiva. O que pode ser util € de escrever zcosz = z(senz)’, e de interpretar
z(sen )’ como o segundo termo da derivada

(zsenz) = (z) senz + z(senz) =senz + z(senz)'.
Assim,

/mcosmd:z: :/{(msenm)'—senm} da:::z:sen:r—/sen:z:dm

=czsenc +cosz +C
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A idéia usada no 1ltimo exemplo pode ser generalizada da seguinte maneira. Pela regra
de Leibniz,

(f(z)9(2)) = f'(z)g(z) + f(z)g'(z) -
Integrando com respeito a £ em ambos lados,

f(@)g(@) = [ f(@)g(z)dz + [ f(a)g'(z)dz.

Essa ultima expressdo pode ser reescrita como

[ F(@)(@)de = f(2)9(2) - [ F(2)g'(@) da, (6.19)

(ou a mesma trocando os papeis de f e g) chamada féormula de integragao por partes.
Ela possui uma forma definida também:

[ f@@)ds = @@, - [ 1@ (@) ds. (6:20)

A férmula (6.19) acima serd usada com o intuito de transformar a integral [ f'(z)g(z) dz
numa integral (mais simples, espera-se) [ f(z)g'(z) dz.

Exemplo 6.16. Considere [zlnzdz. Aqui definamos f e g da seguinte maneira:
f'(z) =z, g(z) = lnz. Assim, f(z) = %2, ¢'(z) = (Inz)’ = 1. Usando (6.19),

/mlnmdm E/f’(m)g(:c) dz
= f(@)g(2) ~ [ f(@)g'(2) do
= (%)(lna:)—/(%)(%)d:z:: élnm—%/:cdm: Zlnzg -2 4C

Exercicio 6.16. Calcule as primitivas das fungdes abaizo. (Obs: as vezes, pode
precisar integrar por partes duas vezes.)

1. zsenz 3. z?cosz 5. z%e~32

2. zcos(5z) 4. z€” 6. 3 cos(z?)

As vezes, escrevendo “1” como 1 = (z)’, integracdo por partes pode ser usada mesmo
) )
guando ndo tem duas partes:

Exemplo 6.17. Considere [Inzdz. Escrevendo Inz =1-Inz = (z) Inz,
/ln:rd:z: = /(:r)'ln:rd:r =zlnz — /x(ln:z:)’d:r =zlnz - /:1: ldz=zlhz—-z+C.
Exercicio 6.17. Calcule

1. [arctanzdz 3. [arcsenzdz

2. [(Inz)*dz 4. [zarctanz dz
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Consideremos agora um mecanismo particular que pode aparecer quando se aplica
integragdo por partes:

Exemplo 6.18. Considere [sen(z)cos(3z)dz. Integrando duas vezes por partes:
/sen(:z:) cos(3z)dz = (—cosz)cos 3z — /(— cosz)(—3sen 3z)dz
= —CcoszZCos 3T — 3/cos:1:sen3$da:

= —coszcos3z — 3{ senzsen 3z — /sen z(3 cos 3z) dm}

— —coszcos3zr — 3senzsen 3z + 9/sena:cosS:1:da:.
Assim, a primitiva procurada I(z) = [sen(z)cos(3z) dz é solugdo da equagdo
I(z) = —coszcos3z — 3senzsen3z + 9I(z).

Isolando I(z) obtemos I(z) = é{ cos £ cos 3z + 3sen T sen 3$}. Isto é,
1
/ sen(z) cos(3z) dz = §{ cos T cos 3T + 3sen z sen 33:} +C.

Exercicio 6.18. Cualcule

1. f[e®senzdz 2. [e tcostdt 3. [sen(lnz)dz

Integracdo por partes pode ser combinada com substituicdo:
Exemplo 6.19. Considere [z1n(1 + z)dz. Integrando primeiro por partes,

xz
14z

dz .

/wln(1+w)da;:§1n(1+a;)_%/

Essa segunda pode ser calculada substituindo 1 + z por u:

2

/ i da::/(u_ul)zdu:/{u—2+i}du

1+z

:“2—2—2u+1n\u\+0
=1l(1+z)’-2z+ln|l+z[+C".

Logo,
/a:ln(1+a:)da::%111(1—1—3:)—%(14—:1:)2—1—3:—%1:(1]:1:\—1—0".

Exercicio 6.19. Calcule [l eV**'dz, [z(Inz)?dz.
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6.6 Comprimento de arco

O procedimento usado na definigdo da integral de Riemann (cortar, somar, tomar um
limite) pode ser itil em outras situagdes. As trés proximas segbes serdo dedicadas ao uso
de integrais para calcular quantidades geométricas associadas a fungdes. Comeceremos
com o comprimento de arco.

Vimos acima que a integral de Riemann permite calcular a area debaixo do gréfico
de uma fungdo f : [a,b] — R. Mostraremos agora como calcular o comprimento do
grafico, via uma outra integral formada a partir da fungao.

Procederemos seguindo a mesma idéia, aprozimando o comprimento por uma soma.
Escolhamos uma subdivisdo do intervalo [a, b] por intervalos [z;, T;1]:

|
|
|
|
|
|
1
a T; Tit1

[ . J S

Aproximaremos o comprimento do grafico da funcdo, em cada intervalo [z;, z;. 1], pelo
comprimento do segmento que liga (z;, f(z;)) a (41, f(Z:11)), dado por

\/sz2 4 (f(zi1) — f(z))? = A$¢¢1 i (f(:l:i+1i$—i f(fl?i)>2’

em que Az; = z,.1 — z;. Quando Az; — 0, o quociente W tende a f'(z;).
Logo, o comprimento do gréafico, L, é aproximado pela soma

i 1/ 1+ f’(:z:i)zAa:i ,
=1

que é uma soma de Riemann associada a fungdo 4/1 + f’(z)?. Logo, tomando um limite
em que o ntimero de intervalos cresce e o tamanho de cada intervalo tende a zero,
obtemos uma expressao para L via uma integral:

L:/b\/l—l—f’(x)zda:. (6.21)

Exemplo 6.20. Calculemos o comprimento do grafico da curva y = 2z%/2, entre z = 0
e z = 1. Como (22*?) = \/z,

L:/()1\/1+(\/§)2da::/01\/1+—$d$:g(\/g—l).
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Devido & raiz que apareceu na férmula (6.21) (ap6s o uso do Teorema de Pitagoras),
as integrais que aparecem para calcular comprimentos de graficos podem ser dificeis de
calcular, isso mesmo quando a fungdo f é simples:

Exemplo 6.21. O comprimento da parabola y = 22 entre z = —1 e = 1 é dado pela
integral

1
L:/ v1+4z2dz.
-1
Veremos na Segdo 6.12 (ver o Exercicio 6.59) como calcular a primitiva de /1 + 4z2.

Exercicio 6.20. Mostre, usando uma integral, que a circunferéncia de um disco
de raio R é 2T R.

Exercicio 6.21. Calcule o comprimento da corda pendurada entre dois pontos A e
B, descrita pelo grdfico da funcdo f(z) =coshz, entrez = -1 ez = 1.

Exercicio 6.22. Monte uma integral cujo valor seja o comprimento do grdfico da

curva y =€*, entrez=0ez = 1.

6.7 Soélidos de revolucao

Nesta secdo usaremos a integral para calcular o volume de um tipo particular de regido
do espago, chamada de sdlidos de revolugdo. (Em Célculo III, volumes de regides mais
gerais serdo calculados usando integral tripla.)

Considere uma funcdo positiva no intervalo [a,b], f : [a,b] — R,. Seja R a regido
delimitada pelo grafico de f, pelo eixo z e pelas retas = a, £ = b:

Sabemos que a area de R é dada pela integral de Riemann

srea(R) = /  #(z) dz.

Consideremos agora o s6lido S obtido girando a regido R em torno do eixo z, como na
figura abaixo:
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Solidos que podem ser gerados dessa maneira, girando uma regidao em torno de um
eixo, sdo chamados de s6lidos de revolugao. Veremos situagdes em que a regido nao
precisa ser delimitada pelo grafico de uma funcgdo, e que o eixo ndo precisa ser o eixo z.

Exercicio 6.23. Quais dos seguintes corpos s@o sélidos de revolugcdo? (Quando
for o caso, dé a regido e o eizo)

1. A esfera de raio r.
O cilindro com base circular de raio r, e de altura h.

O cubo de lado L.

O cone de base circular de raio r e de altura h.

SR

O toro de raios 0 < r < R.

Nesta secdo desenvolveremos métodos para calcular o volume V(S) de um sélido de
revolugdo S. Antes de comecgar, consideremos um caso elementar, que serd também
usado para o caso geral.

Exemplo 6.22. Suponha que f é constante em [a, b], isto é: f(z) = r > 0 para todo
T € [a,b]:

L
oy
S E
R

Neste caso, o s6lido gerado S € um cilindro (deitado). A sua base é circular de raio r,
e a sua altura é b — a. Pela formula bem conhecida do volume de um cilindro,

V(S) = area da base x altura = 7r?(b—a). (6.22)
Queremos agora calcular V(S) para um sélido de revolugdo qualquer.

O procedimento serd o mesmo que levou a propria definicdo da integral de Riemann:
aproximaremos S por solidos mais elementares. Usaremos dois tipos de soélidos
elementares: cilindros e cascas.

6.7.1 Aproximagao por cilindros

Voltemos para o sélido de revolugdo da segdo anterior. Um jeito de decompor o sélido
S é de aproximaé-lo por uma unido de fatias verticais, centradas no eixo z:
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Cada fatia é obtida girando um retdngulo cujo tamanho é determinado pela fungdo
f. Para ser mais preciso, escolhemos pontos no intervalo [a,b], zo = a < z; < T3 <
cor < Tpo1 < Z, =b, e acada intervalo [z; ;,z;] associamos o retdngulo cuja base tem
tamanho (z; — z;_1) e cuja altura é de f(z;). Ao girar em torno do eixo z, cada um
desses retangulos gera uma fatia cilindrica F;, como no Exemplo 6.22:

a /N b

Ti—1 Ty " T
i

Mas, como a fatia F; é um cilindro deitado de raio f(z;) e de altura Az, =z, — z, 1,
o seu volume é dado por V(F;) = 7 f(z;)?Az;. Logo, o volume do soélido S pode ser
aproximado pela soma dos volumes das fatias, que é uma soma de Riemann:

Z V(Fz) = Z 7Tf($i)2A$i .

j=1 i=1
Quando o ntmero de retdngulos n — oo e que todos os Az; — 0, esta soma converge
(quando f(z)? pe continua, por exemplo) para a uma integral de Riemann que permite
(em principio) calcular o volume exato do sélido S:

V(S) = / " rf(z) dz. (6.23)

Exemplo 6.23. Seja R a regido delimitada pela curva y = senz, pelo eixo z, e pelas
duas retas verticais £ = 0 e £ = w. Calculemos o volume do sélido S obtido girando R
em torno do eixo z:
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Pela férmula (6.23), o volume deste sélido é dado pela integral

m

_ 1.2
—27l'.

V= /07r n(senz)?dz = ’ﬂ'{z — seni2:1:)}

O método permite calcular volumes classicos da geometria.

0

Exemplo 6.24. Seja » > 0 fixo e R a regido delimitada pela semi-circunferéncia y =
V12 — 22, entre £ = —r e x = +7, e pelo eixo z. O s6lido S obtido girando R em torno
do eixo z é uma esfera de raio r centrada na origem:

Pela féormula (6.23), o volume da esfera é dado pela integral
+r
V() = / 7r(\/7’2 - :1:2)2 dz

+r
=7/ (r*-z%dz
—r

_foe e
—w{rm 3}

4
=_—7rd..
3

+7r

-T

Exercicio 6.24. Um vaso € obtido rodando a curva y = f(z) em torno do eizo z,
onde

—z+3 se0<z<2,
flz) =
z—1 se2<z<3.
Esboce o vaso obtido, em trés dimensodes, e calcule o seu volume.

O importante, nesta secdo, é de ndo tentar decorar formulas, e sim entender como
montar uma nova férmula em cada situagdo. Vejamos como, no seguinte exemplo.

Exemplo 6.25. Considere a regidao R do primeiro quadrante, delimitada pelo gréfico
da fungdo f(z) = 1 — z2. Considere os so6lidos S; e S,, obtidos rodando R em torno,
respectivamente, do eixo = e y:

Sl SZ
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Calculemos, para comegar, o volume do s6lido S;. O raciocino ja descrito acima permite
usar a féormula:

1 1
V(Sl):/o 7T(1—$2)2d$:7r‘/0{1_2$2+$4}d$:%

Consideremos agora o so6lido S;. Por ser um sélido de revolugdo em torno do eixo y,
a aproximagdo mais natural é de usar fatias horizontais, centradas no eixo y, como na
figura a seguir:

T
\Uniiuyyggnid!
]

0 1

Neste caso, dividimos o intervalo y € [0, 1] em intervalos [y; 1, ¥:]. Ao intervalo [y; 1, ¥:]
associamos uma fatia horizontal F; de altura Ay; = y; — y;_1 de de raio /1 — y;. De
fato, j& que F; esta na altura y;, o seu raio é dado pelo inverso da funcio z — 1 — z?
(isto é y — /T — y) no ponto y;. Assim, V(F,) = m/T — y;" Ay, € o volume de V(S,)
é aproximado pela soma das fatias:

n

ib: V(Fz) = Z 7T(1 — yz)A’yZ .

=1

Portanto, no limite n — oo, combinado com Ay; — 0, obtemos:

1
V(S,) = /0 r(l—y)dy="=.
Na préoxima segdo mostraremos um outro jeito de calcular V(.Ss).

Exercicio 6.25. Considere a regidgo finita R contida no primeiro quadrante, delim-
itada pelas curvas y = z2, y = z*. Calcule o volume do sélido de revolucdo obtido
girando R em torno do eixo y.

(Havera mais exercicios no fim da préxima segéo.)

6.7.2 Aproximacao por cascas

Os exemplos considerados na secdo anterior partiam de uma decomposi¢do do sélido
usando fatias cilindricas. Vejamos agora um outro tipo de decomposigdo, usando
cascas.

Exemplo 6.26. Considere de novo a regido R do Exemplo 6.25 (a &rea debaixo da
parabola), e o so6lido S, gerado pela rotacdo de R em torno do eixo y. L4, V(S,) foi
calculado usando uma integral, que foi construida a partir de uma soma de cilindros,
obtidos pela rotagdo de retangulos horizontais em torno do eixo y. Procuremos agora
calcular o mesmo volume V'(.S2), mas com uma integral obtida a partir de uma soma de
cascas. Cascas sdo obtidas pela rotagdo de retangulos verticais, em torno do eixo y:
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(z:)
Y

O volume da casca C; pode ser calculado pela diferénca dos volumes de dois cilindros:
o externo tem raio z;, o interno tem raio z, ;, e ambos tém altura f(z;). Logo,

V(Ci) = ma? x f(z:) — mz? | x f(z:) = 7(zf — 7 1) f(z:).

Fatorando, 2 —z? | = (z;+%; 1)(z;—z; ;). Quando Az; = z;—z; ; for muito pequeno,

isto é quando z; e z;_; forem muito préximos, podemos aproximar z; + Z;11 por 2z;.
Logo,
V(C;) ~ 2mz, f(z;)Az; .

Obs: essa férmula é facil de entender observando que a casca C; pode ser obtida torcendo
um paralelepipedo cuja base é o retdngulo de base (z; — z;_1) X f(z;) e de altura dada
pela circunferéncia do circulo de raio z;, isto é 27z,. (Atengdo: esse raciocino é correto
somente se a base do retangulo é pequena em relagdo a sua distancia ao eixo de rotagéo!)

Portanto, o volume so sélido S; pode ser calculado via a integral associada as somas
de Riemann dos V(C;), isto é:

v(s) = [ “onef(z)ds.

Como era de se esperar, essa integral vale

bl

V(S,) = /01 ome(l— 2?)do =

O 1ltimo exemplo mostrou que o volume de um sélido pode ser calculado de varias
maneiras; usando cilindros ou cascas para o mesmo sélido pode levar a integrar fungdes
muito diferentes, e uma escolha pode facilitar o calculo da primitiva.

Exemplo 6.27. Considere o tridngulo 7 determinado pelos pontos A = (1,0), B =
(1,1), C = (2,0).

Para comecar, considere o cone S; obtido girando 7 em torno do eixo z:
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Podemos calcular o volume de S; de duas maneiras. Primeiro, girando retangulos
verticais:

|7(@)

z 2
dz

Seremos um pouco informais: o retangulo infinitesimal baseado em z tem uma largura
dz e uma altura f(z) = 2 — z (que é a equagdo da reta que passa por B e C). Ao girar
em torno do eixo z, ele gera um cilindro infinitesimal cuja base tem area igual a 7 f(z)?,
e altura dz. Logo, o volume do cilindro é 7 f(z)* x dz = m(2 — z)?dz, € o volume de S;
é obtido integrando todos os cilindros, quando z varia de 1 até 2:

vis) = [ r(2—z)ds. (6.24)

Mas é possivel também calcular V' (.S;) girando retdngulos horizontais:

) dy« :r\
0

A(y)

Um retdngulo horizontal infinitesimal é definido pela sua posigdo com respeito ao eixo
y, pela sua altura, dada por A(y) = (2 —y) — 1 = 1 — y (aqui calculamos a diferenga
entre a posigdo do seu ponto mais a direita e do seu ponto mais a esquerda). Ao girar
em torno do eixo z, esse retdngulo gera uma casca cujo raio é y, cuja altura é h(y) e
cuja espessura é dy; logo, o seu volume é 27y x h(y) x dy = 2wy(1l — y)dy. Integrando
sobre todas as cascas, com y variando entre 0 e 1:

V(S1) = /01 2my(l —y)dy. (6.25)

166

Versdo 1.0 (16 de fevereiro de 2013). Sugestdes, criticas e corregdes: sacha@mat.ufmg.br



CAPITULO 6. INTEGRAL

Exercicio 6.26. Verifigue que os valores das integrais em (6.24) e (6.25) sdo tguais.

Consideremos agora o solido S, obtido girando 7 em torno da reta de equagdo z = 3.

Comecemos girando retangulos verticais:

f(z)

T
dz
Ao girar o retangulo representado na figura em torno da reta z = 3, isto gera uma
casca de raio r(z) = 3 — z, de altura f(z) = 2 — z e de espessura dz. Logo, o seu

volume é dado por 277(z) x f(z) x dz = 27(3 — 2)(2 — z)dz. O volume de S, é obtido
integrando com respeito a z, entre 1 e 2:

V(S,) = /12 o(3 - 2)(2 - z) de.

Girando agora retangulos horizontais:

y dy« :r\
0

r(y)
R(y)

e

Ao girar em torno da reta vertical £ = 3, o retdngulo horizontal gera um anel, de altura
dy, de raio exterior R(y) = 2, de raio interior 7(y) =3 - (2 —y) = 1+ y. O volume
desse anel é dado por mR(y)? x dy — nr(y)* x dy. Logo, o volume de S, é dado pela
integral

V(S,) = /01(7r22 (1 +y))dy.
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6.7.3 Exercicios

Exercicio 6.27. Considere a regiGo R delimitada pelo grdfico da fungcdo y = sencz,
pelo eizo z, e pelas duas retas ¢ = /2, £ = 7. Calcule a drea de R. Em seguida,
monte uma integral (ndo precisa calculd-la) cujo valor dé o volume so solido obtido
girando R: 1) em torno do eizo z, 2) em torno da reta ¢ = .

Exercicio 6.28. Mostre que o volume de um cone de base circular de raio R e de
altura H € igual a V = ;7R*H.

Exercicio 6.29. (Prova 3, 2010, Turmas N) Calcule o volume do sdlido obtido
girando a regido R={(z,y):1 <z <e,0<y < /zlnz} em torno da reta y = 0.

Exercicio 6.30. Considere a regido R delimitada pela pardbola y = z%, pelo eizo
e pela reta x = 1, contida no primeiro quadrante. Para cada uma das retas abaizo,
monte uma integral (sem calculd-la) que dé o volume do solido obtido girando R
em torno da reta v, usando a) cilindros, b) cascas.

Exercicio 6.31. Monte uma integral cujo valor seja igual ao volume do sdélido
obtido girando a regido R (finita, delimitada pela curvay =1 — (z — 2)? e o eizo
z) em torno da reta y = 2.

Exercicio 6.32. Considere o sdlido S obtido girando o grdfico da fungdo f(z) =
cosh(z) em torno da reta y =0, entre z = —1 e ¢ = +1. Esboce S, e calcule o seu
e®te ®

volume. (Lembre que cosh(z):=*17—.)

Exercicio 6.33. Considere a regiGo R delimitada pelo grdfico da fungdo f(z) =
cosz, pelas retas € = 7, £ = 7, e pelo ewxo z. Monte duas integrais, cujos valores
ddo o volume do sélido de revolugao obtido girando R em torno 1) da reta z =,
2) da reta y = —1.

Exercicio 6.34. Um toro é obtido girando um disco de raio r em torno de um eizo
vertical, mantendo o centro do disco a distdéncia R (R > r) do eizo. Mostre que o
volume desse toro é igual a 27°r2R.

6.8 Areas de superficies de revolucao

Suponha que se queira calcular a drea da superficie do sblido do inicio da Segdo 6.7
(sem os dois discos de frente e de tras), denotada A(S). De novo, aproximaremos a area
A(S) por uma soma de areas mais simples.

Para decompor a area em &reas mais elementares, escolhamos uma divisdo a = zy <
z; < --- <z, = b, e para cada intervalo [z,_1, z,|, consideremos o anel J; obtido girando
o segmento ligando (z; 1, f(z; 1)) a (z;, f(z;)) em torno do eixo z:
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~N

Ti—1 /A Z;

Pode ser verificado que o anel J; tem uma area dada por

A(J;) = 7r\/(5131' —z;-1)? + (f(zs) — fzam1))>(f () + f(zim1)) (6.26)

Quando Az; = z;—z; ; for suficientemente pequeno, e se f for continua, f(z;)+f(z; 1)
pode ser aproximada por 2f(z;). Logo, colocando Az; em evidéncia dentro da raiz,

A(J) ~ 27 f(mi)\/ 1+ (f () ;xi(‘”i—l)f)mi. (6.27)

Quando Az; for pequeno, o quociente (%’;gm‘l) pode ser aproximado por f'(z;).
Logo, a area total pode ser aproximada pela soma de Riemann

iA(Ji) & Zj: 2 f(z:)\/1+ (f'(z:))? Az, .

Quando n — oo e todos os Az; — 0, a soma de Riemann acima converge para a integral

A(S) = / Corf@)/1+ (f'(2)) dz . (6.28)

Exemplo 6.28. Considere a superficie gerada pela rotagio da curva y = 4/z em torno
do eixo z, entre z =0 e x = 1. A sua area é dada pela integral

1 1
A(S):/0 2m\/T 1~|—(ﬁ)2d$:7r/0 \/1+4a:d:1::%(53/2—1).
Exercicio 6.35. Prove (6.26).

Exercicio 6.36. Mostre que a drea da superficie de uma esfera de raio R € igual
a 4TR?.

6.9 Integracao de funcoes racionais

Nesta segdo estudaremos métodos para calcular primitivas da forma

dz dz z? z*
/ , / , /7033:, / dz.
1— 22 (1-z)(z+1)? 2+ 1 z8+1

Essas primitivas sdo todas da forma

/ P(a) dz, (6.29)
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em que P(z) e Q(z) sdo polinémios em z. Lembramos que um polinémio em z é uma
soma finita de poténcias inteiras e nio negativas de z: ag + a1z + axz?>+ -+ +a,z", em
que os a; sdo constantes. Por exemplo, z2 — z + 1 é um polinémio, mas z%/3 4 1/z nfo &.
Lembramos que o grau de um polindmio ay + a1z + axz? + - - - + a,z™ é o maior indice
1 tal que a; # 0.

Existe uma teoria geral que descreve os métodos que permitem calcular primitivas da
forma (6.29). Aqui ilustraremos somente as idéias principais em casos simples.

A primeira etapa tem como objetivo simplificar a expressdo para ser integrada:
e Se o grau de P for maior ou igual ao grau de Q, divide P por Q.

Exemplo 6.29. Considere [ zf—il dz. Aqui, P(z) = z? é de grau 2, que é igual ao grau
de Q(z) = z? + 1. Logo, como a divisdo de P(z) por Q(z) da 1 com um resto de —1,
2

temos ¥ =1— 5. Logo,
z? 1
/d:v:/{l—}d:v:a:—arctanm+0.
z°+1 2+ 1
(Observe que em vez de fazer uma divisdo, podia ter observado que mfil = "’iji}l =

241 1 —1__1 )
z24+1 z24+1 241"

Exemplo 6.30. Considere [ w;”jrl dz. Aqui, P(z) = z* é de grau 3, que é maior do que
o grau de Q(z) = z? + 1. Logo, como a divisdo de P(z) por Q(z) da z com um resto
3

de —z, temos =z — Logo,

T _T
z241 z24+1°

z3 T 2 1 2z
/$2+1dm:/{az—m2+l}dm:2—2/m2+1dm
2

—1lln(z*+1)+C.

z=
2

Em geral, quando grau(P) > grau(Q), a divisdo de P por Q d&

P(z) _ polinémio em z + jj(m)
Q(z) Qz)’
em que grau(fj) < grau(Q@). A primitiva do primeiro polimémio é imediata, e o préoximo

P(ez)
Qz)"

passo é de estudar a primitiva da razao

Portanto, é preciso agora desenvolver técnicas para calcular primitivas de fragdes de
polinémios, em que o grau do numerador é estritamente menor que o grau do denom-
inador. J& sabemos tratar casos do tipo:

dz 1 dz z 1 2
E:—2—:1:24—(3’, /w2+1:arctanm+0, /$2+1d:z::21n(:r +1)+C.

O objetivo serd de sempre decompor a fragdo % numa soma de fragbes elementares

desse tipo. O método geral, descrito abaixo em exemplos simples, pode ser resumido
da seguinte maneira:
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e Fatore completamente o polindmio QQ, o escrevendo como um produto de
fatores de grau 2, possivelmente repetidos. Em seguida,

e Procure uma decomposi¢cdo de % em fragdes parciais.

Exemplo 6.31. Considere [ x;ifl. Aqui, 22 — 1 tem discriminante A > 0, logo ele pode

ser fatorado: 2> — 1 = (z — 1)(z + 1). Procuremos agora um jeito de escrever a fungdo
integrada na forma de uma soma de fragdes elementares:
1 1 A B

:1:2—1:(:1:—1)(:1:+1)::z:—1+:c—|—1' (6-30)

Observe que se tiver um jeito de achar duas constantes (isto é: numeros que néo
dependem de z) A e B tais que a expressdo acima seja verificada para todo z, entdo a
primitiva serd facil de se calcular:

d d d
/ — :A/ ? +B/7m:A1n|m—1|—|—Bln|:z:+1|+C'.
¢ —1 z—1 T+ 1

Verifiquemos entdo que as constantes A e B existem. Colocando no mesmo denominador
no lado direito de (6.30) e igualando os numeradores, vemos que A € B devem ser
escolhidos tais que

1=Az+1)+B(z—-1). (6.31)

Rearranjando os coeficientes,

(A+B)z+A—B—-1=0. (6.32)
Para essa expressdo valer para todo z, é necessario ter

A+B=0, A-B-1=0.

Essas expressOes representam um sistema de duas equagdes nas incégnitas A e B, cuja

solugdo pode ser calculada facilmente: A = %, B = —%. Verifiquemos que os valores
calculados para A e B sdo corretos:
b, _een-le-y_ 1
z—1 z+1 (z—1)(z+1) ~—(z—1)(z+1)
Portanto,

dz 1 1 L, =1
/73&2_1 :21n]$—1]—21n]$+1]+0221n‘$+1‘+0.

Observacio 6.5. As vezes, os valores de A e B podem ser achados de um outro jeito.
Por exemplo, tomando o limite £ — —1 em (6.31) obtemos

1=-2B,

isto € B = —. Tomando agora z — +1 em (6.31) obtemos
1=2A,

istoé A=1

\V]
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A decomposigdo (6.30) é chamada de decomposicdo em fragGes parciais. Esta
decomposicao pode ser feita a cada vez que o denominador se encontra na forma de um
produto de fatores irredutiveis de grau 2. A decomposicdo deve as vezes ser adaptada.

Exemplo 6.32. Considere f 2 Ve Vendo o que foi feito acima, uma decomposi¢do
natural seria de decompor a fragao da seguinte maneira:

z(z2+1) z  z24+1° '

Infelizmente, pode ser verificado (veja o Exercicio 6.37 abaixo) que ndo ezistem con-
stantes A e B tais que a relagdo acima valha para todo z. O problema é que o denomi-
nador da fragdo original contém z%+1, que é irredutivel (isto é: possui um discriminante
negativo), de grau 2. Assim, procuremos uma decomposicdo da forma

1 A Bzx+C

—— = . 6.34
z(z? + 1) a:+:1:2—l—1 (6.34)

Igualando os numeradores, 1 = A(z? + 1) + (Bz + C)z, 0 que equivale a dizer que o
polinémio (A + B)z? + Cz + A— 1 = 0 é nulo para todo z. Isto & todos os seus
coeficientes sdo nulos:

A+B=0, C=0, A-1=0.
Assim vemos que A =1, B= —1, C = 0. Verificando:

1, 1z + 1)+ (—z)z _ 1
r z2+1 z(z? + 1) ~z(z+1)°

Logo,
dr dr T
— = —— [ ——dz =1 —lmn(z?+1 .
[s@iy =% @it =mel-in 1)+

Exercicio 6. 37 No Ezemplo 6.32, verifique que ndo tem decomposi¢do da forma

1
ey =t

m2+1
Observacao 6.6. O esquema de decomposigdo usado em (6.34) pode ser generalizado:

1 . Ale -+ Cl AQ.’E -+ 02 AnIE -+ Cn
(122 + B)(az® + B2) -+ (0T + Bn) T2+ P10z + B anz? + B

Na expressdo acima, todos os a; > 0 e B, > 0.

Exemplo 6.33. Considere f e +1)2 Aqui o denominador contém o polinémio irre-
dutivel z + 1 elevado a poténcia 2. Assim procuremos uma decomposi¢do da forma
1 A B C

— = — . 6.35
z(z + 1)2 :r+a:—|—1+(:r—|—1)2 (6.35)

Igualando os numeradores, 1 = A(z + 1)> + Bz(z + 1) + Cz, isto é (A+ B)z? + (24 +
B+ C)z+ A— 1= 0. Para isso valer para todo z, & preciso que sejam satisfeitas as
seguintes relagdes:

A+B=0, 2A+B+C=0, A-1=0
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Assim vemos que A =1, B = —1, C = —1. Deixemos o leitor verificar a decomposigao.
Logo,

dz 1 1 1
[ty e
z(z + 1)? z z+1 (z+1)°
1
=h|z|-Injlz+ 1|+ ——+c.
z+1
Observagao 6.7. A decomposigdo (6.35) pode ser usada a cada vez que aparece uma
poténcia de um fator irredutivel. Por exemplo,

1 A B C D E

:1:(:1:+1)4_E+$+1+(:1:—|—1)2+(a:+1)3+(:1:+1)4

Exercicio 6. 38 No Ezemplo 6.33, verifique que ndo tem decomposi¢do da forma
:E(:cil-kl)2 B + (£E+1)

Os métodos acima podem ser combinados:

Exemplo 6.34. Para [ 2@ 7D 2 +4)» procuremos uma decomposigao da forma

1 A+B+C:I:—|—D
z2(z2+4) =z 2 2244

Igualando os numeradores e expressando os coeficientes do polinémio em funcdo de
A, B,C, D obtemos o seguinte sistema:

A+C=0, B+D=0, 4A=0, 4B=1.

A solugéo é obtida facilmente: A=0, B= 3%, C =0, D = —3. Logo,
dr . [dz dr 1
/:1;2(:1;2+4) RV 4/:1:2+4 = 3~ sarctan(3) +e.
Exercicio 6.39. Calcule as primaitivas.
L J 5. [ s de 9. | wtem 12. [ h de
2. fm2+1 dz 6. f 2+2m 3 10. fit‘litadt 13 ff—sdz
: z4—1
3. f :c+2 7. f 2+2a:+3 dz
e 11 [ vy
4. f,,,erz dz 8. | s ae 14. fzs+1

Exercicio 6.40. Calcule o comprimento do grdfico da fun¢do exponencial f(z) = €°,
entrez =0¢ez=1.

Exercicio 6.41. Calcule [ - dz. (Dica: multiplique e divida por cosz.)

cosT

Exercicio 6.42. (3a Prova 2010, Turmas N) Calcule [ dz.

___z
z2+4z+13
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6.10 Integrais Improprias

A integral de Riemann foi definida naturalmente para uma fungdo f : [a,b] — R con-
tinua, como um limite de somas de retdngulos. Nesta segdo estudaremos integrais de
fungdes em intervalos infinitos, como [0, 00) ou a reta inteira, ou em intervalos do tipo
(a,b], em que a fungdo pode possuir alguma descontinuidade (uma assintota vertical
por exemplo) em a. Tais integrais sdo chamadas de imprdprias, e sdo muito usadas,
em particular no estudo de séries (Célculo IT e CVV).

6.10.1 Integrais imprdéprias em intervalos infinitos

Consideremos para comegar o problema de integrar uma fungao num intervalo infinito,
f :]a,00) = R. Vemos imediatamente que ndo tem como definir somas de Riemann
num intervalo infinito: qualquer subdivisdo de [a,00) contém um ndimero infinito de
retangulos. O que pode ser feito é o seguinte: escolheremos um nimero L > a grande
mas finito, calcularemos a integral de Riemann de f em [a, L], € em seguida tomaremos
o limite L — oo:

Definicao 6.3. Seja f : [a,00) — R uma fung¢do continua. Se o limite

/aoo f(z) dz:= lim /aL f(z)dz, (6.36)

ezxistir e for finito, diremos que a integral imprépria [° f(z)dz converge. Caso
contrdrio, ela diverge. Integrais imprdprias para f : (—00,b] — R se definem da
mesma maneira:

b b
/ f(z)dz:= lim / f(z)dz. (6.37)
— 00 L—oo J_p,

Exemplo 6.35. Considere f(z) = e * em [0, +00):

o L L
/ e *dr = lim e °dr = lim {—e’”"}
0 L 0

L—oo Jo —00

_ ~-L\| _
=fm{t-etp=1,
que é finito. Logo, [;° e *dz converge e vale 1. Como e ® é uma fungdo positiva no
intervalo [0, 00) todo, o valor de [;° e *dz pode ser interpretado como o valor da area
delimitada pela parte do grafico de e~ contida no primeiro quadrante, pelo eixo z e
pelo eixo y:

e*iE

Observe que apesar dessa drea nao possuir limitagdo espacial, ela é finita!

Exemplo 6.36. Considere f(z) =2 em [1, 00):

o ( Ld
/ —:E: lim/ —:E: lim {ln:v}‘L: lim InL = o0.
1 T L—oo J1 T 1

L—oo L—oo
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8=

area= oo
Neste caso, a interpretagdo de [° de — oo 6 que a area delimitada pelo gréfico de
T

f(z) = % & infinita.

Observacao 6.8. As duas fungdes consideradas acima, e™® e %, tendem a zero no
infinito. No entanto, a integral imprépria da primeira converge, enquanto a da segunda
diverge. Assim, vemos que ndo basta uma fung¢do tender a zero mo infinito para a
sua wntegral impropria convergir! De fato, a convergéncia de uma integral improépria
depende de qudo rdpido a fungdo tende a zero. Nos exemplos acima, e~ tende a zero
muito mais rapido & que % No caso, e™* tende a zero rdpido o suficiente para que a
area delimitada pelo seu grafico seja finita, e % tende a zero devagar o suficiente para
que a area delimitada pelo seu grafico seja infinita.

Exemplo 6.37. Considere a integral imprépria

dr = lim

[ sery==in ) sey®

Com u = 4/z temos dz = 2udu. Logo,

L 1 Vi1 VI
/ —dx = 2/ —du = {2 arctanu}
1 Vz(z + 1) 1 ur+1 1

Tomando o limite L — oo,

/100 \/5(;+1)d$ = 21_}Ln30{arctan(\/f) — %} — Q{g _ %} _

que é finito. Logo, a integral impropria acima converge, e o seu valor & 7.
A funcdo integrada, numa integral impropria, ndo precisa ser positiva:

Exemplo 6.38. Considere [;° e *senz dz. Usando integragdo por partes (veja o Exer-
cicio 6.18),

L

= %I}l_)ngo{l — e‘L(senL+cosL)} =1

/ e ®senzdz = lim {—%‘“’(sen T + Cos :z:)}
0 0

L—>oo 2

Logo, a integral converge. Apesar do valor % ser > 0, a sua interpretagdo em termos de
area nao é possivel neste caso, ja que z — e *senz é negativa em infinitos intervalos:

e~ %

8Por exemplo, usando a Regra de B.H., lim; 0 =lim; 10 5z = 0.

1
T
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e %senz

/ N )

Exercicio 6.43. Estude a convergéncia das sequintes integrais improprias.

1. [ 2= 4. [Ccoszdr 7. [0 etsen(2t)dt
2. [Y°z%dz 5. J5° 5% 8. [°r2dg
3. % 6. I7° A% 9. [y° ;&g de

Exercicio 6.44. Se f :[0,00) — R, a transformada de Laplace de f(z) € a fungdo
L(s) definida pela integral tmpropria ®

L(s):= / 2 f(z)dz, s>0. (6.38)
0
Calcule as transformadas de Laplace das seguintes fungédes f(z):

1. k (constante) 2.z 3. senz 4. e

?A transformada de Laplace é uma ferramenta importante, usada em particular na Teoria das Equagdes
Diferenciais.

Exercicio 6.45. Estude f(a:)::m%ﬂ. Em seguida, calcule a drea da regido contida

no semi-espaco T > 0, delimitada pelo grdfico de f e pela sua assintota horizontal.

Exercicio 6.46. Estude a funcdo f(z):= 1+e,. Em sequida, calcule a drea da regido
contida no semi-plano ¢ > 0 delimitada pelo grdfico de f e pela sua assintota.

Intuitivamente, para uma fungdo f continua possuir uma integral improépria conver-
gente no infinito, ela precisa tender a zero. Vejamos que precisa de mais do que isso,
no seguinte exercicio:

Exercicio 6.47. Dé um exemplo de uma func¢do continua positiva f : [0,00) — R,
que ndo tende a zero no infinito, e cuja integral imprdpria [;° f(z)dz converge.

6.10.2 As integrais [* %

Consideremos as fungdes f(z) = 5, onde p é um nlmero positivo. Sabemos (lembre da
Secdo 2.2.1) que quanto maior p, mals rapido — tende a zero (lembre sa Segdo 2.2.1):

176

Versdo 1.0 (16 de fevereiro de 2013). Sugestdes, criticas e corregdes: sacha@mat.ufmg.br



CAPITULO 6. INTEGRAL

Logo, é razoavel acreditar que para valores de p suficientemente grandes, a integral
impropria [.° i—j,f deve convergir. O seguinte resultado determina exatamente os valores
de p para os quais a integral converge ou diverge, e mostra que o valor p = 1 & critico:

Teorema 6.4. Seja a > 0. Entdo

(6.39)

/°° dz | converge se p > 1
a dwverge se p < 1.

Demonstracdo. O caso critico p = 1 j& foi considerado no Exemplo (6.36): para todo
a >0,

/ / — 11m lnL—lna}:oo.
L—>oo L— oo

Por um lado, quando p # 1,
L1 1 1
a_l—p{Lpl_ai"l}

Lembra que pelo Exercicio 4.2 que se p > 1 entdo p — 1 > 0, logo limy o v =0, e a
integral

L dm m_p+1
/a zr  —p+1

© dx . Ldz 1
/ — = lim — = ——— < 00,
a TP LoooJg ZP (p— 1)ar—1!

logo converge. Por outro lado se p < 1, entdo 1 —p > 0, limy_. ﬁ =o00e
o dx ) L dx
/ — = lim — =00,
a XP L—oo Jq P

isto é diverge. O

Exercicio 6.48. Estude as sequintes integrais improprias em funcao do pardmetro
a:

1. i 2. [P 3dz 8. I3 tro

Exercicio 6.49. Fize ¢ > 0 e considere o sélido de revolugdo obtido rodando a

curva y = miq, z > 1, em torno do ewxo ©. Determine para quais valores de q esse

solido tem volume finito.
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6.10.3 O critério de comparacao

Em geral, nas aplicagdes, a primeira questdo é de saber se uma integral imprépria con-
verge ou ndo. Em muitos casos, é mais importante saber se uma integral converge do
gue conhecer o seu valor exato.

O nosso objetivo nesta secdo serd de mostrar como a convergéncia/divergéncia de uma
integral imprépria pode as vezes ser obtida por comparagcdo com uma outra integral
imprépria, mais facil de estudar. Comecemos com um exemplo elementar:

Exemplo 6.39. Pela definigdo, estudar a integral 1mpropr1a e significa estudar

3+1
o limite limy, o [Z -2 Ora, calcular a primitiva de 3 é possivel, mas d& um certo
1 g341° +1 ’

trabalho, como visto no Exerc101o 6.39. Por outro lado em termos do comportamento

em I para T grande a funcao 3 ~7 ndo é muito diferente da fungdo w% Na verdade para
3 1 P 1 :

todo z > 0, z° 4 1 é sempre maior que z°. Logo, 251 € menor que 5 no intervalo

[1,00), o que se traduz, em termos de integral definida, por

/L dz < L dzx
1

22+1 1 3
Tomando o limite L — oo em ambos lados obtemos
© dzx © dz
< / az 6.40
/1 2+1 /1 28 ( )
Logo, se a integral do lado direito de (6.40) € finita, a do lado esquerdo é finita

oo dz

também. Ora, a do lado direito é da forma [;” 7 com p = 3 > 1. Logo, pelo Teorema

o dz 2
6.4, ela converge, portanto (6.40) implica que f 517 converge também.
Assim, foi provado com custo minimo que [ m3 7 converge, sem passar pela primitiva
de wslﬂ. O leitor interessado em calcular o valor exato de [ -2 poder4 usar a

3+1 ’
primitiva obtida no Exercicio 6.39.

Comparagdo pode ser usada também para mostrar que uma integral diverge:

oo dz

Exemplo 6.40. Considere [;° ln"’ dz. Aqui, podemos lembrar da integral [;° <%, que
diverge pelo Teorema 6.4. As duas integrais podem ser comparadas observando que
Inz > 1 para todo z > 3 > e, logo 1“{ > % para todo z € [3,00). Logo, apds ter tomado

o limite L — oo,
©lnzg d:z:
Lz

Logo, como a integral do lado d1verge e vale +o00, a do lado direito também.

E importante ressaltar que o método usado acima funciona somente se as funcdes
comparadas sao ambas nao-negatiwvas! O método de comparagdo pode ser resumido
da seguinte maneira:

Proposicao 6.3. Sejam f,g : [a,00) — R continuas, tats que 0 < f(z) < g(z) para
todo z € [a,00). Entdo

/:of(a:)da: < /:og(m)dm

Em particular, se [°g(z)dz converge, entdo [° f(z)dz converge também, e se
[.° f(z)dz diverge, entdo [.° g(z)dz diverge também.
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Observacao 6.9. O método de comparagdo é util em certos casos, mas ele ndo diz
qual deve ser a fungdo usada na comparagdo. Em geral, a escolha da fungdo depende
da situacio. Por exemplo, a presenca de z° no denominador levou naturalmente a
comparar 'z com s, cuja integral impropria é finita. Portanto, para mostrar que
uma integral imprépria [;° f(z)dz converge, é preciso procurar uma fungdo g tal que
0 < f(z) < g(z) e cuja integral impropria é finita; para mostrar que [;° f(z) dz diverge,
é preciso procurar uma fungdo h tal que f(z) > h(z) > 0 e cuja integral imprépria é
infinita.

Exercicio 6.50. Quando for possivel, estude as sequintes integrais via uma com-
paracao.

1. [° m;’lj’im Gy 2m2+1 8. [° Z;jrida:
2. fl o o) d
Vz(z+1
d( ) 6. f 22— 9. floo m2+1;:|—senmd$

) 7. [ V2 dr ,
4. [0 da 10. [F e~ (n2) 4g

Consideremos agora um resultado contra-intuitivo, decorrente do manuseio de integrais
improéprias:

Exemplo 6.41. Considere o sélido de revolugdo obtido rodando o gréafico da fungdo

f(z) = L em torno do eixo z, para £ > 1 (o solido obtido é as vezes chamado de

“vuvuzela”). O seu volume é dado por

o o dr
V . nf(z)dec=m >

que é convergente se p > %, divergente caso contrério. Por outro lado, como f'(z) = i,
a area da sua superficie é dada por

A:/1 27rf(:1:)w/1—I—f’(m)zd:z::27r/1 ;Mdm

Como /1 + g(ﬁl) > 1, temos A > 2 [° % que é divergente se ¢ < 1. Logo, é
interessante observar que quando 3 3 < g <1, o so6lido de revolugdo considerado possui
um volume finito, mas uma superficie infinita.

6.10.4 Integrais improéprias em R

Integrais improprias foram até agora definidas em intervalos semi-infinitos, da forma
[a, 00) ou (—o0,d].
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Definicao 6.4. Seja f : R — R. Se existir um a € R tal que as integrais impréprias

| swat, [ e
existem, entdo diz-se que a integral tmprdpria [ f(t)dt converge, e o seu valor
€ defintdo como

/_o:of(t)dt::/aoof(t)dt+/a°of(t)dt_

Exercicio 6.51. Mostre que a funcdo definida por

1 o 2
/ e xdr, t>0
7t J-oo

g(t)I:\/2_

é bem definida. Isto é: a integral imprdpria converge para qualquer valor det > 0.
Em seguida, mostre que g € constante °.

“Pode ser mostrado (ver Calculo III) que essa constante é 1.

6.10.5 Integrais improéprias em intervalos finitos

Consideremos agora o problema de integrar uma fungdo num intervalo finito, por ex-
emplo da forma |a,b]. Aqui, suporemos que f :Ja,b] — R é continua, mas possui uma
descontinuidade, ou uma assintota vertical em a.

A integral de f em |a,b] serd definida de maneira parecida: escolheremos um € > 0,
calcularemos a integral de Riemann de f em [a+¢, b], e em seguida tomaremos o limite
e—0":

Definig¢ao 6.5. Seja f :]a,b] — R uma fung¢do continua. Se o limaite

/i )= T, | ) (6.41)

E—)OJr ate
ezistir e for finito, diremos que a integral imprépria [°y f(z)dz converge. Caso

contrdrio, ela diverge. Integrais improprias para f : [a,b) — R se definem da
mesma maneira.

/ab f(z)dz:= El_l)Ig}r /abe f(z)dz. (6.42)

Exemplo 6.42. A funcdo % é continua no intervalo |0, 1], mas possui uma assintota

vertical em z = 0.
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Para definir a sua integral em |0, 1|, usemos uma integral improépria:

/oi d33: e—>0+/ Jz elirc%{%/_}

Assim, apesar da fungdo tender a +o0o quando z — 07, ela delimita uma &rea finita.

=2 1lim {1 - e} =2.

e—0+

Exemplo 6.43. Suponha que se queira calcular a drea da regido finita delimitada pelo
eixo z e pelo grafico da fungdo f(z) = z(Inz)? (essa fungio foi estudada no Exercicio

5.75):
z(ln z)?
V\+/,
1

Como f(z) néo é definida em z = 0, essa area precisa ser calculada via a integral
impropria

1 1
/+ z(lnz)*dz = lim | z(lnz)*dz.
0

e—0t

A primitiva de z(Inz)? para z > 0 j4 foi calculada no Exercicio 6.19: logo,

1
11,2 2 1,275, _ 1.2
= ;€ (Ine)* 4 Selne — 3¢

€

1
/ z(lnz)? dz = {;3:2(111 z)? — iz’lnz + i$2}

€

Pode ser verificado, usando a Regra de B.H., que lim, o+ €2(ln€)? = lim, ¢+ € lne = 0,
logo

1
/ z(lnz)’dr =1
0

+

Exercicio 6.52. Estude as integrais improprias abairo. Se convergirem, dé os seus
valores.

Ly A 2. Jor 22 5 I3 7

6.11 Integrar poténcias de funcoes trigonométricas
Nesta secdo estudaremos integrais envolvendo fungdes trigonométricas. Essas integrais

aparecem em geral apds ter feito uma substituigcdo trigonomeétrica, que é o nosso tltimo
método de integragdo, e que serd apresentado na préxima segdo.

6.11.1 Primitivas das funcoes sen” z cos™ z

Aqui estudaremos primitivas da forma

/ sen™ zcos" zdzx .
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Consideremos primeiro integrais contendo somente poténcias de sen z, ou de cos z. Além

dos casos triviais [senzdz = —cosz + C e [coszdz = senz + C ja encontramos, no
Exemplo 6.14,
1—cos(2z z
/sen2:z:d:r = /%dm =2 2sen(2z) + C.

Consequentemente,
/coszmd:c = /{1 —sen’z}dz =T — /sen2$d$ =2+ lsen(2z)+C. (6.43)
Poténcias impares podem ser tratadas da seguinte maneira:
/cos3 rdz = /(cos z)’coszdz = /(1 —sen’z)coszdz.
Chamando u:=sen z, obtemos
/costdzz: :/(1 —vu’)du=u—iu*+C=senz— isen’z +C.

A mesma idéia pode ser usada para integrar [sen™ z cos™ z dr quando pelo menos um
dos expoentes, m ou m, é impar. Por exemplo,

/senz:rcos3:z:d:z: = /senszOSQ:z:cosxdm
= /sen2 z(1 —sen®z) coszdr = /u2(1 —u?)du,
onde u© = senz. Logo,
/sen2$cos3wd:1: =1u?—l®+C=lsen’z—lsen®z +C.

Para tratar poténcias pares, comecemos usando uma integragdo por partes. Por exem-
plo,

/cos4xdm = /cosmcos3:z:dm =senzcos’zs — /senm(—S cos’ zsenz)dz
_ 3 2 2
= sen z cos a:+3/sen zcos® zdz
= senzcos’ T + 3/(1 — cos®z) cos® T dz

:sena:cos3:1:+3/cosza:d:1:—3/cos4:1:da:

Isolando [ cos* z dz nessa ultima expressdo e usando (6.43),
/cos4 zdr = isenzcos’z + 3 + Lsen(2z) 4+ C. (6.44)

Exercicio 6.53. Calcule as primaitivas.

1. [sen®zdz 4. [cost® zsenzdr 7. [sen?zcos®zdz
2. [cos®zdz 5. [(sen®tcost)e*™t dt
3. [(coszsenz)®dz 6. [sen®z./coszdz
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6.11.2 Primitivas das funcoes tan™ zsec™ z

Nesta secdo estudaremos primitivas da forma
/ tan™ zsec" zdz,

onde lembramos que a fungdo secante é definida como

1
secx:= :
cosz
2 . ~
Como 1+tan®z =1+ %22 = —L— 3 seguinte relagdo vale:

1+tan’z =sec’z.

Lembramos que (tanz)’ = 1 + tan®z = sec? z. Ent&o, para calcular por exemplo
/tan rsec’ zdz, (6.45)
podemos chamar u = tanz, du = sec? z dz, e escrever
/tan:z:secza:da: = /udu =L’ +C=1tan’z+C.

Na verdade, é facil ver que a mesma substituicdo pode ser usada a cada vez que a
poténcia da secante é par. Por exemplo,

/tan:z: sec*zdz = /tan:z: sec’ z(sec’ ) dz = /tan z(1 + tan® z)(sec’ z) dz
= /u(l +u?) du
=L+t +C
= L(tanz)® + L(tanz)* + C.

Por outro lado, a relagdo

SenT

(secz) = =tanzsecz

cos? z

permite um outro tipo de substituigdo. Por exemplo, (6.45) pode ser calculada também
via a mudanga de variavel w = secz, dw = tanz sec z dz:

/tan:z:seczacda: = /secx(tan:z:seca:)da: = /wdw =lw'+C=1lsec’z+C.

A mesma mudanca de varidvel w = secz se aplica a cada vez que a poténcia da
tangente é impar (e que a poténcia da secante € pelo menos 1). Por exemplo,

/tan3 Tseczdr = /tan2 z(tanz secz)dz
= /(sec2 z — 1)(tanzsecz)dz

:/(wz—l)dw

=lw'-w+C

=1isec’z —secz +C.
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Os casos em que a poténcia da tangente é impar e que ndo tem secante sdo tratados
separadamente. Por exemplo, lembramos que

/tanmdm:/senxdm:—1n|cosa:|—|—C’.
cosz
Ou,
/tan3$d$ = /tana:(tan2 T)dz
:/tanac(secza:—l)da::/tan:z:sec%:da:—/tanxda:,

e essas duas primitivas ja foram calculadas acima. Finalmente, deixemos o leitor fazer
o Exercicio 6.41 para mostrar que

/secmd:z: = ln‘sec:r—i—tanm‘ +C.

Exercicio 6.54. Calcule as primaitivas.

1. [sec’zdzx 4. [tanzseczdz 7. [sec®ztan®zdz
2. [tan’zdz 5. [tan*zsec* zdx
3. [tan®zdz 6. [cos®ztan®zdz 8. [sec®zdz

6.12 Substituicoes trigonométricas

Nesta segdo final apresentaremos métodos para calcular primitivas de fungdes particu-
lares, onde aparecem raizes de polindémio do segundo grau:

/\/1—:1:2d:z:, /$3\/1—m2dm, /:c2f12;x+2’ /:1:3\/:1:2—3d:c,...

O nosso objetivo é fazer uma substituicdo que transforme o polindmio que estd
dentro da raiz em um quadrado perfeito. Essas substituicdes serdo baseadas nas
seguintes idenditades trigonométricas:

1 —sen®6 = cos*4, (6.46)
1 +tan®6 = sec?d. (6.47)

Ilustraremos os métodos em trés exemplos elementares, integrando /1 — z2, /1 + z2
e vz2? — 1. Em seguida aplicaremos as mesmas idéias em casos mais gerais.

6.12.1 A primitiva [v1 — z?dz

Observe primeiro que /1 — z2 é bem definido se z € [—1, 1]. Para calcular /1 — z?dz
usaremos (6.46) para transformar 1 — z? em um quadrado perfeito. Portanto, consider-
emos a substituigdo

z=senf, dzr=cosfdf.

Como z € [—1, 1], essa substituigdo é bem definida, e implica que 6 pode ser escolhido

6 € [_ga g]
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+1

—1 ]
Expressemos agora a primitiva somente em termos de 6:

/\/1—:1:2d:1::/\/1—sen29cos9d0:/\/cos2ﬁcosﬁd9:/cos29d6’.

De fato, como 6 € [-7, 3], cosf > 0, o que significa v/cos?8 = cosd. Mas a primitiva
de cos?0 é

/c0329d9 =16+ 1sen(26) + C.

Agora precisamos voltar para a varidvel z. Primeiro, £ = sen implica 8 = arcsenz.
Por outro lado, sen(26) = 2sen 6 cos§ = 2z+/1 — z2. Logo,

/\/1—x2d:1:: %arcsen:z:+%:z:\/1—x2+0.

Exercicio 6.55. Verifigue esse ultimo resultado, derivando com respeito a x.

O método descrito acima costuma ser eficiente a cada vez que se quer integrar uma
fungdo que contém uma raiz da forma +/a? — b?z?, com a,b > 0. Para transformar o
polinémio a? —b?z? em um quadrado perfeito, podemos tentar as seguintes subsituicdes:

T:=¢senf, ou z:=7cosf.

De fato, uma substituigdo desse tipo permite cancelar a raiz:

\/a2 — b?(2senf)? = va®> — a’sen®d = av/'1 —sen®f = acosf.

Depois de ter feito a substituicdo, aparece em geral uma primitiva de poténcias de
fungdes trigonométricas, parecidas com aquelas encontradas na Segdo 6.11.1.

Exemplo 6.44. Neste exemplo verificaremos que a area de um disco de raio R é igual
a TR2.

y=i@)=VE 2
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A &rea do disco completo é dada pela integral
R
A:4/ VR? — z?dz.
0

Usemos a substituicdo trigonométrica z = Rsend, dz = Rcosfdf. Se z = 0, entdo
8 =0, esez = Rentdo § = 7. Logo,

R ™
/ VR? —z2dz = /2 \/R2 — (Rsen#)?Rcos 6 df
0 0

™

:R2/5c0329d9
0

ENIE

= R*{16 + L sen(26)
— rr
I
Logo, A = 4R*F = mR?.

Exemplo 6.45. Calculemos a primitiva [z3v/4 — z2dz. Usemos a substituigio z =

2send, dz = 2cosfdf. Como = € [—2,2], temos 0 € -7, 7].

/m3\/m¢c = /(2 sen 9)3\/m2 cos 6 df = 32 / sen® @ cos?6df .
A ultima primitiva se calcula feito na seg¢do anterior: com u = cosé,
/ sen® @ cos? 6df = /(1 — cos? 8) cos® §sen 6 df
= —/(1 —u)uldu=—1ul+iu+C=—-1cos’0+ fcos®6+C.

Para voltar para a variavel z, observe que z — 2senf implica cosd = /1 —sen28 =

1-(3)= ﬂ. Logo,
3 5
/$3v4—$2d$:—%ﬂ +%ﬂ LC.

Exercicio 6.56. Calcule a drea da regido delimitada pela elipse cuja equacdo é
dada por

Em seguida, verifiqgue que quando a elipse é um circulo, a = f = R, a sua drea €
2
TR*.

Exemplo 6.46. Considere [ Com z = v/5sen, obtemos

/ dz _/ V5 cosd
zv/5 — z? (\/gsen9)\/5 /5 sen §)2 f sene

dz
zvb6—z2"
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Essa tltima primitiva pode ser tratada como no Exercicio 6.41:

df 1—cosf 1—y/1-2
/ :11n‘C°S +C:11n‘5 +C.
senf 2 |14cosf S E R
5
Logo,
/ p[VE-vE-a, o
:I:\/5 Q‘f V5 + /5 — z2
Exercicio 6.57. Calcule as primitivas
dz z2 z
O 3. [ fisda 5 | pomemde
2. f\/%dm. 4. [zv/1— z2dz 6. [z2/9 — z2dz

6.12.2 A primitiva [+/1+ z2dz

Para calcular [+/1 + z2dz usaremos (6.47) para transformar 1 + z? em um quadrado
perfeito. Portanto, consideremos a substituigao

r =tanf, dz =sec’6db.

Expressemos agora a primitiva somente em termos de 6:

/\/1—|—$2d:1::/\/1+tan293ec29d9:/\/sec203ec29d9:/sec30d9.

Vimos no Exercicio 6.54 que

/sec39d9 = 1tanfsech + %1n‘sec6+tan9‘ +C.

Para voltar a varidvel z: secd = z, tand = /1 4 sec28 = /1 + 2. Logo,
/\/1+$2d$:%a:\/1+:1:2+%1n\a:+\/1+:1:2\+C.

O meétodo descrito acima se aplica a cada vez que se quer integrar uma fungdo que
contém uma raiz da forma +/a? + b?z2, com a,b > 0. Para transformar o polinémio
a? 4 b?z? em um quadrado perfeito, podemos tentar as seguintes subsituicdes:

x::%tané‘.

De fato, uma substituigdo desse tipo permite cancelar a raiz:

\/a2 + b?(¢tanh)? = \/a2 + a?tan®f = a\/1+tan20 =asech.

Exercicio 6.58. Calcule as primitivas

I.IJ‘;Zde. 3. [zv/2?+ a’dx 5. f 2+1
2. [23y/22 +1dz 4. fﬁ 6. fzz xw

Exercicio 6.59. Calcule o comprimento do arco da pardbola y = z2, contido entre
asretasz=—-1exz=1.
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6.12.3 A primitiva [+/z? — 1dz

Finalmente, consideremos a primitiva [+/z2 — 1dz. Para transformar z2 — 1 num
quadrado perfeito, usaremos a relago (6.47): sec?d — 1 = tan®#. Assim, chamando
x = secd, temos dz = tan 8 secf df, portanto

/\/332—1da::/\/sec29—1tan93ec€d9:/tanzé’sec@dﬁ.

Integrando por partes,

/(tan@sec@) tan6df = secftanf — /sec3c9d9

—secftanf — {étanﬁsecﬁjL ;ln‘secejttanﬁ‘} +C

= Isecftanf — %ln‘secéjttan@‘ +C.

Como secd = z implica tand = v/sec2§ — 1 = /z2 — 1, obtemos

/\/azz—lda::%$\/$2—1—%111‘3:4—\/3:2—1‘4—0.

O método apresentado acima sugere que para integrar uma fungdo que contém um
polinémio do segundo grau da forma +/a?z? — b2, pode-se tentar fazer a substituicdo

T:=—secH.
Q

Exemplo 6.47. Consideremos a primitiva [ sz;zj, fazendo a substituicdo z = 3sec¥,

dr = 3tanfsecddb:

dz / 3tanfsecd dé
et d@:l/—:l/cosewzlsen@—kc.
/5122\/562—9 (3secd)?,/(3sech)? — 9 °J secf ° ’

Para voltar a varidvel z, fagamos uma interpretacdo geométrica da nossa substituicao.
A relagdo z = 3secd, isto é cosf = %, se concretiza no seguinte tridngulo:

M\/mZQ = senez—wfg
o
3

Assim,
2 _
> \/iii—g = xgz e
Exercicio 6.60. Calcule as primaitivas.
1. [2*/z? = 3dz 2 [ = dz. 3. [ A—dz
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Apéndice A

Solucoes dos Exercicios

Capitulo 1

1.1: (1) S = {0} (2) S = {£1} (3) Observe primeiro que 0 ndo & solucdo (a divisdo por zero no lado
esquerdo n&o é nem definida). Assim, multiplicando por z e rearranjando obtemos z? + z — 1 = 0.
Como A =5 > 0, obtemos duas solugdes: S = {%@} (Obs: o ntimero 71%‘@ = 0.618033989... é as
vezes chamado de razao adurea. Veja http://pt.wikipedia.org/wiki/Proporgio_aurea) (4) Para ter
(z+1)(z —7) =0, é necesséario que pelo menos um dos fatores, (z + 1) ou (z — 7), seja nulo. Isto é, basta
terz = —louz =7. Assim, S ={-1,7}. Obs: querendo aplicar a férmula z = —bdkvbi—dac V21’2_4“C de qualquer
jeito, um aluno com pressa pode querer expandir o produto (z+1)(z —7) para ter 22 —6z —7 = 0, calcular
A= (-6)>—4-1-(-7) =064, e obter S = {%f\/a} = {-1,7}. Mas além de mostrar uma falta de
compreensio (pra que expandir uma expressdo ja fatoradal!?), isso implica aplicar uma férmula e fazer
contas, o que cria varias oportunidades de errar!) (5) S = R (qualquer z torna a equagéo verdadeiral)

(6) S={0,1} (1) S=2 (8) S ={~5} (9) § = {=H=}.

1.2: Resposta: ndo. Sejam a e b os catetos do tridngulo. Para ter uma area de 7, é preciso ter %b =T.

Para ter um perimetro de 12, é preciso ter a + b + v/a? + b2 = 12 (o comprimento da hipotenusa foi
calculada com o Teorema de Pit4goras). Essa tltima expressdo é equivalente a 12 — a — b = v/a? + b?,
isto & (tomando o quadrado em ambos lados) 144 — 24(a + b) + 2ab = 0. Como b = 1% esta equagéo se
reduz a uma equagéo da tinica incégnita a: 6a? — 43a + 84 = 0. Como essa equagio tem A = —167 < 0,

ndo existe tridngulo retangulo com aquelas propriedades.
1.3: A=[-2,2],B=][0,1),C =(-,0), D=2, E=R, F={1}, G={0}, H =R;.

1.4: A expressdo correta é a terceira, e vale para qualquer z € R. A primeira esta certa quando z > 0,
mas errada quando z < 0 (por exemplo, 1/(—3)2 = v/9 = 3(# —3)). A segunda também esta certa
quando z > 0, mas 1/z nio é nem definido quando z < 0.

15: (1) (~1,00) (2) (~00,3] (3) (~2,00) (4) (0,00) (5) (~00,~1] U [1,00) (6) & (7) @ (8) R (9)
(—o0,0]U[1,00) Obs: aqui, um erro comum é de comegar dividindo ambos lados de z < z2 por z, o que
da 1 < z. Isso da somente uma parte do conjunto das solugdes, [1,c0), porque ao dividir por z, é preciso
considerar também os casos em que z é negativo. Se z é negativo, dividir por z d4 1 > z (invertemos
o sentido da desigualdade), o que fornece o outro pedago das solugées: (—00,0]. (10) (—o0,2) U (3, )
(11) (=00, —=7]U{0} (12) (—1,4+1)U(2,+00) (13) [0, +o0] (14) S = (—o0, —1]U (1, 3]. Cuidado: tem que
excluir o valor z = 1 para evitar a divisdo por zero e a inequagao ser bem definida.

1.6: Um s6: n = 1.

1.7: Resolvendo 0 < 2z — 3 obtemos S; = [3, ), e resolvendo 2z — 3 < z + 8 obtemos S, = (—o0, 11].
Logo, S=51NS; = [%, 11] & solugéo das duas inequagdes no mesmo tempo. Mas esse intervalo contém

os primos p = 2,3,5,7,11. Logo, a resposta é: 5.
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1.8: (1) Observe que como um valor absoluto é sempre > 0, qualquer z é solugdo de |z + 27| > 0.
Logo, S = R. (2) Como no item anterior, |z — 2| > 0 para qualquer z. Logo, ndo tem nenhum z tal
que |z — 2| < 0, o que implica S = &. (3) Para ter |2z 4+ 3| > 0, a unica possibilidade é de excluir
|2z + 3] = 0. Como isso acontece se e somente se 2z + 3 = 0, isto & se e somente se z = —%, temos
S =R\{-3} = (—0,-2) U (—%,+x). (4) Considere primeiro o caso em que 3 — z > 0 (isto &
z < 3). A inequagéo se torna 3 < 3 — z, isto é z < 0. Logo, S; = (—00,0). No caso em que 3—z <0
(isto é z > 3), a inequagdo se torna 3 < —(3 — z), isto é z > 6. Assim, Sy = (6,+00). Finalmente,
S =5US; = (—00,0)U]6,+0). (5) S =T (6) S = [~v/2,v2]. Observe que por (1.7), |z2 —1| < 1see
somente se —1 < 22 —1 < 1. Assim, resolvendo separadamente as inequagdes —1 < z?—1lez?—1 < 1leva
ao mesmo conjunto de solugdes. (7) Primeiro observemos que os valores z = 0 e z = —2 sfo proibidos. Em
seguida, colocando no mesmo denominador, queremos resolver ﬁ > 0. Isso é equivalente a resolver
z(z 4+ 2) > 0, cujo conjunto de solugdes é dado por (—oo, —2] U [0, 00). Logo, S = (—o0,—2) U (0, 00)
(tiramos os dois valores proibidos). (8) S = (—00,0) U (2,00). (9) S = (%,2) U (2,4).

1.9: (1)< 0sez < —5,>0sez > —5, nulasez =—5. (2) > 0paratodoz € R. (3) > 0sez € R\ {5},
nulase z =5. (4) > 0se z € (—o0, —v/5) U (v/5,00), < 0se z € (—/5,v/5), nula se z = ++/5 (5) > 0 se
z € (—00,—8)U(2,6), <0sez € (—8,2)U(6,00), nulasez € {—8,6}. Observe que a expressdo ndo €
definida em z =2. (6) >0sez € (—1,1)U(1,00), <0sez < —1, nulasez € {-1,1}.

1.10: (1) {(z,y) : y > 0}, (2) {(z,9) : = < 0}, (3) {(z,9) : 2| < 3,1y
{(may) Y= _5}’ (6) {($,y) Y= _5}1 (7) (ZL‘,y) 0 ) ( Y
{@y):2® +y? =1} (9) {P = (z,9) 1 d(P, (1, -2)) <2} ={(z,y) : (= — 1)’ + (y

1.11: R=(—32,100), T = (6,~2).
1.12: ) y=2, (2 y=1082z=-3 4 y=-3z+% (5 y=2z+5.
1.13:

-+ T4 T1

T2

. - c 4
1.14: (1) ' : y=5z+10. (2)r': y=32 -9

1.15: Comecemos com um exemplo: considere a reta r; de inclinagdo m; = % que passa pela origem.
Qual é a equagdo da reta 7y, perpendicular a r;, que passa pela origem?

T2\ P2 Y

\ Pl
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Observe que se P, = (3,1) € rq, entdo o ponto P = (—1,3) € ra, j& que o segmento OP; precisa ser
perpendicular a OP;. Logo, a inclinacdo de 7, pode ser obtida usando o ponto Ps: my = 09(131) = -3,
0 que prova mo = —mi. Escolhendo qualquer outro ponto P; = (z,y) em r;, obteriamos um ponto

P, = (—y,z), e my seria calculada da mesma maneira.

Para uma reta de inclinagdo m; qualquer, podemos escolher P, = (1,m;) e P, = (—my, 1), assim
my = ﬁ = _n% é sempre verificada.

1.16: r, e ry sdo paralelas, e ambas sdo perpendiculares a r3.

1.17: (1) C = (0,-1), R = 3. (2) ndo & circulo: —1 ndo é um quadrado. (3) C = (3,0), R = 3. (4)
ndo é circulo: depois de ter completado o quadrado obtemos (z + %)2 +(y+ %)2 = —%, que ndo é um
quadrado. (5) ndo é circulo: depois de ter completado o quadrado obtemos (z+1)2+y? = 0 (que poderia
ser interpretado como um circulo de raio R = 0 centrado em (—1,0)). (6) n&o & circulo (22 —y? =1 &
uma hipérbole).

1.18: Durante uma hora e quinze minutos, o ponteiro dos segundos da 75 voltas. Como uma volta
representa uma distancia percorrida (pela ponta) de 2 x 7 x 20 ~ 125.66 centimetros, a distancia total é
de ~ 9424.5 centimetros, o que corresponde a ~ 94.25 metros.

1.19:

cos T = tan

I3
Il
>

w
N =

= sen% =

ot

:sen%:%, cos g = , tan

ol
Il

s

_ B

—.

3 :
& B
= R
‘g -
(2]

cos(m — ) cosa
mostra que cos(m — a) = —cosa e sen(m — a) = sena. Como consequéncia,
tan(m — a) = sen(r — ) =—tana.
cos(m — )

Deixemos o leitor provar as identidades parecidas com 7w + a. Por outro lado, o desenho

sen(% — B
8 .
™
ff\ 5 a ui.
NE 'Q
| a Q
Q
SN—r
cos o
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mostra que cos(§ — a) =sena e sen(5 — a) = cosa. Como consequéncia,
sen(s — a 1
tan(§ —a) = (fr ) =% - = cotan o .
cos(3 —a) sena tana

1.22: (1.26) segue de (1.25) trocando f por —f e usando (1.19). Para provar (1.27), basta usar (1.26)
da seguinte maneira:

cos(a + B) = sen(% — (a + fB))
— sen((Z —a) - B)
=sen(5 — a)cos f — cos(5 — a)sen
=cosacosf —senasenf.
Para (1.28),
sen(a + fB) senacosf+cosasenf  tana +tanf

t = = = .
an(a +f) cos(ad+f) cosacosf —senasenfS 1—tanatanf

A ultima igualdade foi obtida dividindo o numerador e o denominador por cos a cos 3.

1.23: As duas primeiras seguem das identidades anteriores, com f = a. A terceira obtem-se escrevendo:

=1

o o _
3 cos & =

) = 2sen § 5

2tan % cos® ¢ = tan (cosa + 1).

sen o = sen(2 2=

Serad que vocé consegue provar (1.33) somente a partir do circulo trigonométrico?

1.24: A inclinagdo é dada por tan60° = tan § = /3 (Exercicio 1.19). Logo, a equagéo é y = v/3z — 1 —

24/3.

1.25: Observe que boa parte das equacbes desse exercicio possuem :infinitas solugdes! As solugbes
obtém-se essencialmente olhando para o circulo trigonométrico. (1) S = {% £ km, k € Z}. (2) S =

{Fxk2n}u{3F £ k2n} (3) S ={F + k7r,1k € Z}. (4) S = {xkr}U{5 + 2kn}. (5) Observe que

z:=senz satisfaz 22 + %z —1=0, isto € z = 5 ou —2. Como o seno somente toma valores entre —1 e 1,

senz = —2 ndo possui solugdes. Por outro lado, senz = % possui as solugdes {§ + k2m} U {%’r + k27},

como visto em (2). Portanto, $ = {¥ £k2r}U{3F £k2r}. (6) S = [Z, 3] e as suas translagdes de +2k.
(7) S = (%,%5) U (3F, T) e as suas translages de +£2km. (8) Rearranjando obtemos sen(2z) = —%, o
que significa 2z € {*F + 2kn} U {8%T £ 2kn}. Logo, S = {12 + kr} U{LZ + kn} (9) S = {km,k €

2} U{% +2km, k € Z} U {3 + 2km, k € Z}.

Capitulo 2

2.1: (1) D=R\{-8,5} 2) D=R\{0} 3) D=R (4 D=R (5) D =R\ {0,2} (6) D = [1,00)
(7) D = (—o00,—1]U[1,00) (8) D = [1,00) \ {2} (9) D = R\ {£1} (10) D = (-1,+1) (11) D = {1}
(12) D = [0,1) (Atengdo: é necessario que o numerador e o denominador sejam bem definidos.) (13)
D =R\ {5 +km,k € Z} (14) D =unido dos intervalos [k27, 7 + k27|, para k € Z. (15) D = R,.. Observe
que apesar da fungdo ser identicamente nula, o seu dominio ndo é a reta toda. (16) D = {0} (e ndo
D =g!).

2.2: (1) z2 é limitada inferiormente (M_ = 0) mas n&o superiormente: toma valores arbitrariamente
grandes quando z toma valores grandes. (2) N&o-limitada. De fato, tanz = %27, e quando z se
aproxima por exemplo de 7, senz se aproxima de 1 e cosz de 0, o que d& uma diviséo por zero. (D&
uma olhada no grafico da fungdo tangente mais longe no capitulo.) (3) E limitada: w%ﬂ >0=M_,
mzlﬁ <1 =1= M,. (4) Limitada inferiormente (M_ = 0), mas ndo
superiormente: o dominio dessa fungio & (—o0, 1), e quando z < 1 se aproxima de 1, /1 — z se aproxima
de zero, o que implica que \/ﬁ toma valores arbitrariamente grandes. (5) Observe que o denominador

z3 —z%+z—1 se anula em z = 1. Logo, o dominio da fungéo é R\ {1}. Fatorando (ou fazendo a divis&o),

e como z2 + 1 > 1, temos

28 —z*+z—1=(z—1)(z* +1). Portanto, quando z # 1, x37§2_ia:71 = (x7$($12+1) = $21+1. Como mzlﬁ
é limitada (item (3)), #_Jrlmfl é limitada. (6) N&o-limitada. Apesar de senz ser limitado por —1 e

+1, o “2” pode tomar valores arbitrariamente grandes.
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) f&) = -1, D =R (2) /() = —/B1 (= "B —4, D = [-4,14]. (3) f(z) = VI,
D=(-4,4) (4) f(z) = -v25—2% D =]0,5]

MJW S s NN

2.5: A primeira curva é o gréafico da fungéo f(z) = -1sez <1, f(z) =2 —z se ¢ > 1. A segunda néo
é um grafico, pois os pontos —% < z < 0 tém duas saidas, o que néo é descrito por uma fungéo (lembra
que uma fungdo é um mecanismo que a um entrada z do dominio associa um (idnico) nimero f(z)). No
entanto, seria possivel interpretar aquela curva como a uniao dos graficos de duas fungdes distintas: uma
fungdo f com dominio (—o0,0], e uma outra fungdo g com dominio (—z,00). A terceira é o grafico da
funcdo f(z) =0se z € Z, f(z) =1 caso contrério.

1
2

2.6: (I)Epar' f(—z )_( m)(siaﬁ()_z)sz_(zgfzs):f( )- ()Epar f(= \/1_ - 2_\/1_$2
f(z). (3) E impar: f(— z) = (- z)?sen(—z) = z?(—senz) = — f(z). (4 ) E par: f(—z) = sen(cos(—z)) =

sen(cosz) = f(z). (5) E impar: f(—z) = sen(sen(—z)) = sen(—senz) = —sen(senz) = —f(z). (6)

E par: f(—z) z))? — cos(—z) = (—senz)? — cosz = f(z). (7) Néo é par nem impar, pois

= (sen(—
f(%) =72, f(-%) =0. (8) Como f(z) =0, ela é par e impar.
2.7: Se a reta for vertical (z = a): g(z):=f(2a — z). Se a reta for horizontal (y = b): g(z):=2b — f(z).

2.9:

Observe que a pardbola corta o eixo z nos pontos solugéo da equagdo g(z) = 0, que sdo 11[27\/5 O grafico
da fungdo h ja foi esbogado no Exercicio 2.9. Mas aqui vemos que ele pode ser obtido a partir do grafico
de |z| por uma translagdo de 1 para baixo, composta por uma reflexdo das partes negativas. Como i(z)
é igual ao dobro de senz e j(z) & metade de sen z, temos:

ANYA/ANYANRYAS
VARV VAV

Completando o quadrado do numerador: k(z) = lzm(fz)lz)z = (x31)2 — 1. Portanto, o grafico pode ser
obtido a partir do gréafico de w%:
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)
(1,51)

2.10: A trajetéria é uma pardbola. Resolvendo y(z) = 0 para z, obtemos os pontos onde a pardbola toca
o chdo: z; = 0 (ponto de partida), e z2 = Qﬁfv" (distancia na qual a particula vai cair no chéo). E claro
que se o campo de gravitagdo é mais fraco (na lua por exemplo), g é menor, logo z5 é maior: o objeto

vai mais longe. Por simetria sabemos que a abcissa do ponto mais alto da trajetéria é z, = %2 = %, e

2
a sua abcissa é dada por y, = y(z.) = %%" Observe que y, ndo depende de v,. O ponto (z,,y.) pode
também ser calculado a partir da trajetéria y(z), completando o quadrado.

2.11: (1) Se f(z) =1—|z — 1|, g(z) = |z|,

Logo, S = [0,1]. Para (2), S = 0. (3) Se f(z) = |z — 1| (veja o grafico do Exemplo 2.15), vemos que
= (_\/57 0) U (0) ﬂ)

2.12: Tinta: Como a esfera tem superficie igual a 4772, temos T(r) = 407r? (onde r é medido em

metros). Concreto: Como o volume é dado por V = %71'7’3, o custo de concreto em fungdo do raio é

C(r) = 407r®. Como a superficie s = 4772 temos r = 1/s/4r. Portanto, C(s) = 407 (% )%/2.

2.13: Por definigdo, d(P,Q) = v/(a — 1)? + (b + 2)2. Como 2a + b = 2, temos d(a) = 1/2a? — 5a + 10,
e d(b) = v/bb%> +5

2.14: Suponha que o cone fique cheio de &dgua, até uma altura de h metros. Isso representa um volume
de V(h) = (wh?) x h metros ciibicos. Logo, h(V) = (2£)'/3. Assim, a marca para 1m?® deve ficar na
altura h(1) ~ 0.98, para 2 metros cibicos, h(2) ~ 1.24, etc.

2. 15 SeJa z o tamanho do prlmelro pedago. Como os lados do quadrado medem £, a area do quadrado

4’

z L—z)?
27r ) (L )? ={ 4:) :
(L z)?

+ =4, € o seu dominio ¢ D = [0, L].

ei

Portanto a area total & dada por A(z) =

2.16: Seja o o angulo entre AB e AC. Area: A(a) =sen%cos % = sena, com D = (0, 7). Logo, (olhe
para a fungdo sena), a 4rea é méxima para a = 7.

(%]
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2.17: A é&rea pode ser calculada via uma diferenca de dois tridngulos:

r:y=z+1

2.19: Como f(g(z)) = iy, 9(f(2)) = =47, temos (f 0 9)(0) =1, (90 f)(0) = 1, (fog)(1) =
(90 f)(1) = 5. Como f(g(h(z))) = iz e P(f(9(2))) = 3z + 1, F9(h(=1))) =1, h(£(9(3))) =

;‘: N

2.20: (1) sen(2z) = f(g(z)), onde g(z) = 2z, f(z) = senz. (2) == = f(g9(z)), onde g(z) = senw,
f(z) = ;. (3) sen(3) = f(g(z)), onde f(z) = senz, g(z) = ;. (4) 1/t = f(9(h(z))), onde
f() = V&, 9(z) = 1, h(z) = tanz.
2.21
2c + 7 sez >0, 2z +4 sez >3,
(go f(z) =1 z? se —v/3<z<0, (fog)(z)=<z+3 se0<z<3,
202 +1 sex < —+/3. z? sex <0.

2.22: (1) Im(f) = R, (2) Im(f) =[-1,3], (3) Sep > 0 entdo D = R e Im(f) = R. Se p < 0 entdo
D =R\{0} e Im(f) = R\ {0} (4) Im(f) = [0, 00) se p > 0, Im(f) = (0, 00) se p < 0, (5) Im(f) = R\{0},
(6) Im(f) = (0, 00), (7) Im(f) = [1, c0), (8) Im(f) = (=00, 1], (9) Im(f) = [-1, 00), (10) Im(f) =R, (11)
Im(f) = [-1,1], (12) Im(f) = (0,1], (13) Im(f) = (-3, 3], (14) Im(f) = [~ 75, 75, (15) Im(f) = (0,1].

De fato, 0 < ﬁ < 1. Melhor: se y € (0,1] entdo y = 1+1a:2 possui uma Unica solugdo, dada por

z = /%% (16) Im(f) = (~00,~3) U[1,00).
Para as fungdes do Exercicio 2.4: Im(f) = (0,00), Im(g9) = (—00,0], Im(h) = Z, Im(z) = [0,1),
Im(7) = [0, 00).

2.23: Se trata de achar todos os y € R para os quais existe pelo menos um z € R tal que f(z) = y. Isso
corresponde a resolver a equagdo do segundo grau em z: yz? — 2z 4+ 25y = 0. Se y = 0, entdo z = 0. Se

y#£0,z= %, que tem solugdo se e somente se |y| < % Logo, Im(f) = [—%, é] O pontoy =0¢&
0 tnico que possui uma tnica preimagem, qualquer outro ponto de Im(f) possui duas preimagens. Isso
pode ser verificado no grafico:

Q@ U=
|
T

[

2.24: Observe que se z € (—1,0), entdo f(z) € (0 1). Por outro lado, se y € (0,1), entdo existe um

tinico z € (—1,0) tal que f(z) = y: ¢ = —/1 —y2. Logo, f~1:(0,1) = (=1,0), f~(z) = —v1 -z
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(=)

f(=)

()

2.25: O gréfico de %-5-1 é ode % transladado de uma unidade para a esquerda. O conjunto imagem é
(0,1]. De fato, para todo y € (0, 1], a equagéo y =

possui uma solugdo dada por z = 17774 Logo,
F7H(0,1] = (=1, 00), fH(z) = 152,

1
z+1

2.26: Para verificar que f~!(—y) = —f~!(y), usemos a definigio: seja z o tnico z tal que f~1(—y) = z.
Pela definigio de fungéo inversa ((fof !)(y) = y), aplicando f temos —y = f(z). Portanto, y = —f(z) =
f(—z) (pela imparidade de f). Aplicando agora f ! obtemos f 1(y) = —=z, isto é, = —f 1(y). Isso
mostra que f!(—y) = —f (y).

2.27: Exemplos: (1) f(z) = bz (2) f(z) = a+ (b —a)z (3) f(z) = tan Zz, ou f(z) = ﬁ -1 (4)
f(z) = tan(Z(z - 3))

2.30: Por definicdo, seny =
y € (0, 7)). Portanto, tany =

Logo, cosy = +4/1 —sen?y = % (a raiz positiva é escolhida, ja que

NN

2.31: Seja A a posigao do topo da tela, B a sua base, e @ o ponto onde a parede toca o chédo. Seja a o
angulo APQ e 8 o angulo BP(Q). Temos tana = %, tanf = % Logo, em a): 8(z) = arctan% — arctan %
Em b), 6(z) = arctan & — arctan 1.

2.33: (1) cos(2arcosz) = 2cos?(arcosz) —1 = 222 —1 (2) cos(2arcsinz) = 1 —2sen®(arcsenz) = 1 — 222
(3) sen(2arcosz) = 2sen(arcos z) cos(arcos z) = 2z+/1 — z2 (4) cos(2arctanz) = 2cos?(arctanz) — 1 =
122

(6) tan(2arcsenz) = 2z/1—22

(5) sen(2arctanz) = Ty

2z
142 1+x2

2.34: Chamando «a = arcsenz, § = arcos z, temos z = sena, z = cos f:

=

Capitulo 3

3.1: Todos os gréaficos podem ser obtidos por transformacgdes de 2%, 3% e (%)’“’
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smfl

1-27°

-3

3.2: (1) S ={0,2}. (2) Tomando a raiz: 2* = +4, mas como a fungdo exponencial somente toma valores
positivos, 2° = —4 nfo possui solugdes. Logo, S = {2}. (3) Escrevendo a inequagio como 2! < 2%
vemos que S ={z:z+1<4} =(—00,3]. (4) S =(—00,0)U(1,00).

3.3: Se z = log,(z¥), entdo a* = z¥ = a¥!°8=®, Logo, z = ylog, z. Se z = log, %, entdo

log, =
T [ _
a? =2 = — aloga T logay,

Y o aloga v

logo z = log, z — log, y.

3.4: Se N(n) é o numero de baratas depois de n meses, temos N(1) =3-2, N(2) =3-2-2, etc. Logo,
N(n) = 3-2". No fim de julho se passaram 7 meses, logo sdo N(7) = 3 -27 = 384 baratas. No fim do
més seguinte sdo 384 x 2 = 768 baratas. Para saber quando a casa terd mais de um milhdo de baratas, é
preciso resolver N(n) > 1000000, isto &, 3-2™ > 1000000, que da n > log,(1000000/3) = 18, 34..., isto &,
no fim do 19-ésimo més, o que significa julho de 2012...

3.5: (1) D = (-2,00) (2) D = (—00,2) (3) Para logs(1 — z2) ser definido, precisa 1 — z? > 0, que da
(—1,1). Por outro lado, para evitar uma divisio por zero, precisa logg(1 — z2) # 0, isto &, 1 — 2% # 1,
isto &, z # 0. Logo, D = (—1,0) U (0,1). (4) D=(0,7] (5) D =(0,8) (6) D =(—%,) (7) D =R%

n
3.6: As populagdes respectivas de bactérias depois de n horas sdo: N4(n) = 123456-324, Ng(n) = 20-2™.
Procuremos o n, tal que N4g(n) = Ng(n), isto é (o logaritmo pode ser em qualquer base):

_log;, 123456 — log;, 20

I = 13.48....
logyp2 — 37108193

Ty

Isto &, depois de aproximadamente 13 horas e meia, as duas colénias tém o mesmo nimero de individuos.
Depois desse instante, as bactérias do tipo B sdo sempre maiores em numero. De fato (verifique!),
N4 (n) < Ng(n) para todo n > n,.

3.7: Se y € R%, procuremos uma solugdo de y = 3;:’;2. Essa equagéo se reduz a (3%)? +2-3% —y =0,
isto € 3* = -1+ ./1+y. Como y > 0, vemos que a solugdo positiva d4 uma Unica preimagem = =
logs(—1++/T+y) € R. Logo f é uma bijegdo e f~! : R* — R é dada por f~!(y) = logs(—1+ /I +y).

3.8: (1) Ser = 5%, C, = Cq - 1,05". Logo, seu eu puser 1000 hoje, daqui a 5 anos terei Cs ~ 1276,
e para ter 2000 daqui a 5 anos, preciso por hoje Cy ~ 1814. Para por 1 hoje e ter um milh3do, preciso
esperar n = log; 45(1000000/1) ~ 283 anos. (2) Para ter um lucro de 600 em 5 anos, comegando de 1000,

preciso achar o r tal que 1000 + 600 = 1000(1 + r/100)%. Isto &, r = 100 x (10" — 1) ~ 9, 8%.
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3.9: (1) Um pacote de 500 folhas A4 para impressora tem uma espessura de aproximadamente 5 cen-
timetros. Logo, uma folha tem uma espessura de Eg = 5/500 = 0,01 centrimetros. Como a espessura
dobra a cada dobra, a espessura depois de n dobras é de E, = Eg2". Assim, Eg = 0,64cm, E; = 1.28cm
(1) a) Para ter E,, = 180, sfo necessarias n = log, 3’8—02 ~ 14 dobras. b) A distancia média da terra a
lua é de D = 384'403km. Em centimetros: D = 3,84403 x 10°%cm. Assim, depois da 41-ésima dobra, a
distancia terra-lua ja é ultrapassada. Observe que depois desse tanto de dobras, o a largura do pacote de

papel é microscépica.

3.10: Para ter Nr = %, significa que e~ °7 = % Isto & T = 1nT2 Depois de duas meia-vidas,
2In2

Nor = Nge™" X = % (> 0: logo, duas meia-vidas néo sfo suficientes para acabar com a substancial!).

Para quatro, Nyr = If—g. Depois de k meia-vidas, Ny = %: depois de um numero qualquer de

In2

meia-vidas, sempre sobre alguma coisa... Para o uranio 235, a meia-vida vale T' = 5575=mw, isto é

aproximadamente: 700 milhdes de anos.

3.11: (1) S ={—€?} (2) S = {£1} Obs: aqui, se escrever In(z?) = 2Ilnz, perde-se a solugdo negativa!
Lembre que In(z¥) = ylnz vale se z é positivo! Entdo aqui poderia escrever In(z?) = In(|z|?) = 2In|z|.
1
(3)S={5-1} (&) S=2(5)S=.(6)85= (0023 ()5 = (-00,—3) U(~L,00) (8) § =
-1

(
(—OO, _%) U (%,OO) (9) S = {_5’ _2’ _1:2} (10) S (0,6 ] U [1,+OO)

3.12: (1) Nem par nem impar. (2) Nem par nem impar (aqui, tem um problema de dominio: o dominio
do In é (0,00), entdo nem faz sentido verificar se In(—z) = In(z)). (3) Par: e(-®’~(-2)" = g2 —a? (4)
Par. (5) Impar. (6) Par (cuidado com o dominio: R\ {0}) (7) Par.

3.13: Sabemos que o grafico de ﬁ é obtido transladando o de w% de uma unidade para direita.

Ao tomar o logaritmo de g(z), f(z) = In(g(z)), é bom ter o grafico da fungdo lnz debaixo dos olhos.
Quando z é grande (positivo ou negativo), g(z) é préximo de zero, logo f(z) vai tomar valores grandes
e negativos. Quando z cresce, g(z) cresce até atingir o valor 1 em z = 0, logo f(z) cresce até atingir o
valor 0 em 0. Entre z =0ez =1 (z < 1), g(z) diverge, logo f(z) diverge também. Entre z =1 (z > 1)
e ¢ = 2, g(z) decresce até atingir o valor 1 em z = 2, logo f(z) decresce até atingir o valor 0 em z = 2.
Para z > 2, g(z) continua decrescendo, e toma valores que se aproximam de 0, logo f(z) se toma valores
negativos, e decresce para tomar valores arbitrariamente grandes negativos.

Observe que é também possivel observar que f(z) = —21n |z — 1|, e obter o seu grafico a partir do grafico
da fungéo In|z|!
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3.14: Lembramos que y € R pertence ao conjunto imagem de f se e somente se existe um = (no dominio
de f) tal que f(z) = y. Ora ;77 =y implica e* = ﬁ Para ter uma solugéo, é necessario ter ﬁ > 0.
E facil ver que 12, > 0 se e somente se y € (0,1). Logo, Im(f) = (0, 1).

(—z)_,—(—=) —z_ LT T __ -z
3.15: Por exemplo, senh(—z) = &—=° =& % = =2 = —senh(z).
Capitulo 4
4.1: (1) De fato, |% — 1| = % Seja € > 0. Para ter 7 < ¢, vemos que & necesséario ter ¢ > N, onde
NZT (1) Como, para z > 0, |W|< tomandoN—e 1/3 temos W|<e

4.2: Sep=1entdo ;1= = 1 para todo L > 0. Os casos p < 1 e p > 1 se deduzem de (4.9) e (4.10).

4.3: (1) limg,00(7 — 2) = —00, limg, (7 — ) = +00. (2) Como lim, , 14 oz = O para qualquer

g > 0, usando (4.5) da limz_,ioo{% + I% + I%} =0. (3) limgz—, 400 251 =1 (4) “limy+ 00 vV1 — 2” néo
é definida, pois o dominio de /1 —z é (—00,1]. lim; , o /1 —2 = 4+00. (5) Como limxﬁioo% =0

temos, limg_, 100 €7 = €° = 1. (6) liMy_, oo % = —1. (7) Colocando z° em evidéncia e usando (4.7),
o2+t +1 . P+t s : 2+ 2
lim 22 T% T2 1_3:_{_ = lim —( zlz3):11m 7’31132722.
z—+oo 3+ z—+oo ;[;3(]_ + ?) z—too 14 = 1
(8) limgz— 400 2;337_'_;2 = 0 (9) Colocando z* em evidéncia no denominador, z? no numerador, ij_fz =
z? 1i+4 Como z? — 00 e que a fragio tende a 1, temos lim,_, 4o j_f: = 00. (10) “limy o V;‘gl” nao
é deﬁmdo. Por outro lado, colocando /z em evidéncia,
1
. z+1 . 1+32
lim = lim ——=1.
z—+00 \/E z——+00 1
: s R e e
(11) Lembrando que vz? = |z| (Exercicio 1.4!), temos 4’;2"‘1 i ( z 4+ L. Como
% =+1lsez>0,=—-1sez <0, temos lim;_,4 l%l = +1. Como limw%ioo 4+ w% = /4 = 2, temos
limg 4o Y2252 4’32"‘ 2. (12) Do mesmo jeito, v/z2 + 3 = |z|y/1 + . Assim,
3z+2 _z 342
213-4 |z 3 4
e+ |z| 1+ 5% — B
Como lim; 4 \%I = +1, e que a razdo tende a 3, temos
z+2 — 13 3z+2 3
:cﬁuroo 1/:7;2 ! x% o «/;1;2 ’
(13) O limite 2 — —co nfio & definido, e lim, ;o Y2 VIR V++f = 1. (14) 1imgHioo A= =0 (15)
limy 100 V22 +1 = +00 (16) Como 7 = 27% temos limg 211 =0, limy__o 22 = +oo. (17)

: e®4+100 __ :
11m:c—>+oo =1 — 9, limg,

e:j;l_of = 0. ( 8) Primeiro mostre (usando os mesmos métodos do
que os que foram usados nos outros itens) que lim; 1o, (1 + ”;21) = 1. Em seguida, observe que se z
se aproxima de 1, entdo In(z) se aproxima de In(1) = 0. Logo, lims 100 In(1 + Z5) = 0. Obs: dizer
que “se z se aproxima de 1, entéo ln(z) se aproxima de In(1)” presupde que a funcéo ln é continua em

1. Continuidade sera estudada no fim do capitulo. (19) Escreve (1 + e*) = e®(1 + e~ ), logo % =

% + @ =1+ @ Mas lim,_, % =0, logo lim;_,c0 w = 1. Por outro lado,
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2

In(1 + e*) — 0 quando z — —o0, logo lim, , 1n(1:e1) = 0. (20) “limg,+o sen” z” ndo existe. (21)

Como limg 400 ¢ = £00, € que cosz € limitado por —1 < cosz < 1, temos lim, ,4o T + cosz = £00.

(22) limg_, 40 arctanz = £ 7. (23) Por definigdo, senhz = EE*;_E. Para estudar z — oo, coloquemos
2z

e® em evidéncia: £ ’25_ = e” 1*52_ Como e® — oo e 1 —e™?® — 1 temos lim, ,o senhz = +o00.

Como senhz é impar, temos lim, , o, senhz = —oco. (24) lim,_, . coshz = +oo (25) Para estudar,
— 00! tanhz = S£=e - — £lze 2 _ loe ¥ 0 | tanhz = +1. Como tanh & {

z oo: tanhz = STt = Gigem = iye—ss logo limg oo tanhz = . Como tanh é impar,

lim,_,_ tanhz = —1.

4.4: Pelo grafico de ¢ — tanh z, vemos que V() cresce e tende a um valor limite, dado por

o _ /™9y 9%
‘/hm_t]ilgav(t)_\/?tlﬂ:gytanh< mt)

Vimos no Exercicio 4.3 que lim, ., tanhz = 1. Portanto,

m
T/’lim: Tg

Observe que V (t) < Viim para todo ¢, entdo o paraquedista nunca atinge a velocidade limite, mesmo se
ele cair um tempo infinito! Com os valores propostos, Vi, = /80 -9,81/0.1 ~ 89m /s ~ 318km/h.

4.5: (1) —o0. (2) 0. (3) +00. (4) +oo (5) %. Esse item (e o préximo) mostram que argumentos informais

do tipo “z?+1 ~ z? quando z é grande” nio sempre sdo eficazes! De fato, aqui daria v/z2 + 1—v/z2 — z ~

vz? —vz? = 0... (6) % (7) Aqui ndo precisa multiplicar pelo conjugado: pode simplesmente colocar

VT em evidéncia: v2z — Vo + 1= /z(v/2—/1+ ). Como /2 2 00ev2—4/1+1 5 /2-1>0,

temos v/z(v2 — /14 1) = +00. (8) —co (Obs: pode observar que e® — e?* = z — 22, em que z = €®.

Como z — oo quando ¢ — 00, temos z — 2z — 0o, como no item (1).) (9) Como lnz — In(2z) = —1n?2,
o limite € —In2. (10) limyo{lnz — In(z + 1)} = lim; o In(;%7) = In1=0.

4.6: Seja € > 0 e N grande o suficiente, tal que |g(z) — £| < € e |h(z) — ¢| < € para todo z > N. Para
esses z, podemos escrever f(z) —£ < h(z) —L < |h(z) -4 <€ e f(z)—€2>g(z) —L> —|g(z) — £ > —e.
Logo, |f(z) — 4] <.

4.7: (1) Para todo z, —1 < cos(z? + 3z) < +1, logo — % < 5 cos(z? + 3z) < +%. Como +2; ambos

tendem a zero, lim, o Cc%cos(a: +3z) = 0. (2) Como ﬁfi’i’;ﬁ = i_z, e como lim, ,o *,* = 0,
limg o0 22 =0 (mesmo método), temos que lim;_, % =1. (3 )EComo e <1 quando z > 0,
temos 0 < 1+12 < 1+ — . Como a cota superior tende a zero, temos lim; oo = 1+:c2 = 0. (Ja que l+ —— <1,
podia também escrever 0 < 5> < e~ e concluir da mesma maneira). (4) Como 0 < z—|z| <1, temos
limg— oo % =

= 4. No caso

. 4‘7
1 =23+ 2% + 2+ 1. Logo, como cada termo tende a 1, lim,_,+ £}

geral, 9”::11 =2 ' 4...4+z+1. Como sdo n termos e que cada um tende a 1, temos lim,_, = ’”::11 =n.
4.9: Observe primeiro que |z2—1| = |z+1|-|z—1|. Quando z tende a 1, |z—1| tende a zero, e |z+1]| tende

a 2. Em particular, |z + 1| < 3 se |z — 1| < 1. Para tornar |z? — 1| menor do que um € > 0 dado, pequeno,
podemos entdo escolher §:=%. Entdo, se |z — 1] < & teremos |z° —1| = [z +1|- |z — 1] <3|z —1| <36 =e.

4.10: Se a > 2, entdo lim, ..+ f(z) = lim,_,,— f(z) = 5 —a. Se a < 2, entdo lim,_ ..+ f(z) =
lim, .o~ f(z) = §. Se a = 2, os limites laterais séo diferentes: lim, .o+ f(z) = 3, lim,_,o— f(z) = 1.

4.11: Escolha um ponto a € R qualquer. Como os racionais diddicos sdo densos em R, existem infinitos
diddicos zp > a, arbitrariamente préximos de a, tais que f(zp) = 1. Mas existem também infinitos
irracionais ; > a arbitrariamente préximos de a tais que f(z;) = 0. Portanto, f(z) nfo pode tender a
um valor quando z — a®. O mesmo raciocinio vale para £ — a~. Logo, a fungio f ndo possui limites
laterais em nenhum ponto da reta.
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4.12: lim$%%+ f(z) = limw%%— f(z) =0, limw%%+ f(z) = limxﬂ%— f(z) = 0. lim, 1+ f(z) = 1,
lim, ;- f(z) = 0. Para n € Z, lim, ,,+ f(z) = n, im, ,,- f(z) = n — 1. (Pode verificar essas
afirmagdes também no seu esbogo do Exercicio 2.4!)

4.13: (1) 0 (2) 0 (O limite & bem definido, no seguinte sentido: como /z é definida para z > 0, o limite

somente pode ser do tipo z — 0%.) (3) 1 (4) & (5) 1 (6) Sabemos que 5%4' =+lsez >4,e=-1

5
|a: 4| _ lz—4] _

= +1, lim; ,4- ——7 = —1, mas lim, 4 |$ 4| néo existe. (7) —1 (8) —%
(9) Como Inz muda de smal em 1, é preciso que z tenda a 1 pela dlrelta para v/Inz ser bem definida,
e escrever esse limite como lim;_,;+ +/Inz = 0. lim, ,;- vInz ndo é definido. (10) N&o definido pois

v& — 2 nao é definido perto de z = —2.

se z < 4. Logo, limg 4+

4.14: No primeiro caso, podemos comparar 0 < f(z) < z? para todo z. Logo, pelo Teorema 4.2,
lim, .o f(z) existe e vale 0. No segundo caso, lim, ,p- g(z) = lim, ,o- 11;"—;‘2 = 1, e lim, o+ g(z) =
lim,_,o+ sen(§ + z) = sen 7 = 1. Logo, lim, o g(z) existe e vale 1.

4.15: (1) —4. (2) 6. (3)

D=
—~
N
N
N
9‘“‘

4.16: Observe que quando z — —2, o denominador tende a 0. Para o limite existir, a tinica possibilidade
é do numerador também tender a zero quando z — —2. Mas como 3z% +az +a+ 3 tende a 15— a quando
z — —2, a precisa satisfazer 15 —a = 0, isto & a = 15. Neste caso (e somente neste caso), o limite existe
e vale

. 3z?+4+15z+18 . (3z+9)(z+2) . 3z+9

lim m = lim =-1.

-2 z?+z—-2 z—=-2 (z—1)(z+2) z——-2 ¢ — 1
4.17: “—00 + 00", “0 - 00", “27 e “£2” 530 indeterminagdes.
4.18: (1) Como 22z — seiz 1 temog lim, o 2222 = 1. (2) Como 22 — cos z, temgs lim, o 502 =
1. (3) Como sen2z — 0 e cosz — 1, temos limgy—,0 2222 = ¢ = 0 (n&o é um limite do tipo 2). (4) Como
;‘Z’;gi =222 temos lim, 0 ;ecrgii = 2. (5) Como

l—cosz 1—coszl+cosz 1—cos’z 1 _(senm)2 1
z? 2  14cosz z? l+cosz \ = l+cosz’

temos lim,_,o =52 = (1) - £ = 1. (6) +oo (7) limg o+ % = lim,_,g+ T - S‘enz(ifz‘) =0-1=0.

4.19: “lim, ,,+ f(z) = 400" significa que f(z) ultrapassa qualquer valor dado (arbitrariamente grande),
desde que = > a esteja suficientemente perto de a. Isto é: para todo M > 0 (arbitrariamente grande),
existe um 6 > 0 tal que se a < z < a + 6, entdo f(z) > M. Por outro lado, lim,_,,+ f(z) = —o0
significa que para todo M > 0 (arbitrariamente grande), existe um é > 0 tal que se a < z < a +§, entéo
f(z) < - M.

4.20: (1)5(2) 1(3) Foo (4) Observe que enquanto z2—4 > 0, (\/7) ——. Logo, lim,_,o+ (\/7)2 =
1, € (5) limg ,_o- ﬁ = —o0 (6) —oo (7) Né&o é definido. (8) llmt_)o+ ﬁ +o00, limg o~ 7 =

lim; o+ é = 1. (10) N&o existe, porqué quando t — 0T, sen% oscila entre +1

—o0 (9) lim; o+ se’;t

e —1, enquanto = tende a +o00:

sen EY

(11) lim,_,q+ 95 = +00, lim,_,o- 95 = 0. (12) 400 (13) —oco (14) 1 (veremos mais tarde como calcular
esse limite...)

201

Versdo 1.0 (16 de fevereiro de 2013). Sugestdes, criticas e corregdes: sacha@mat.ufmg.br



APENDICE A. SOLUGOES DOS EXERCICIOS

4.21: A fungdo v — m, tem dominio [0, c), e a reta v = c é assintota vertical:

my
lim m, = +oc0
v—CcT
Mo
v

4.22: Observe que lim; 4o f(z) = 41, logo y = 1 & assintota horizontal. Por outro lado, lim,_,;+ f(z) =
+00 e lim, .;- f(z) = —oco. Portanto, z = 1 é assintota vertical. Temos entdo: 1) o gréafico se aproxima
da sua assintota horizontal em —oo, e ele tende a —co quando z — 17, 2) o grafico se aproxima da sua
assintota horizontal em +oco, € ele tende a +o0o quando z — 11. Somente com essas informacdes, um
esbogo razoavel pode ser montado:

Y
y=1
z
w\ z=1
Observe que pode também escrever zfi = ﬁ + 1, logo o gréfico pode ser obtido a partir de transfor-

magoes elementares do gréafico de %

4.23: (1) D = R, sem assintotas. (2) D = R\ {-1}. Horiz: y = 0, Vertic: 2z = —1. (3) D = R\ {3}.
sem assintotas. (4) D = R\ {0}. Horiz: y = 2, Vertic: z = 0. (5) D = R\ {-3}. Horiz: y = —1, Vertic:
z = —-3. (6) D =R\ {0}. Horiz: y = 1, Vertic: ndo tem. (7) D = (—00,2). Horiz: nfo tem, Vertic:
z =2. (8) D =R\ {0}. Horiz: ndo tem, Vertic: z =0. (9) D =R\ {0}. Horiz: y = 0, Vertic: ndo tem.
(10) D = R\ {0}. Horiz: y = 0, Vertic: z = 0. (11) D = R. Horiz: y = 1, Vertic: n&o tem. (12) Para
garantir 1 — z? > 0, D = (—1,1) Horiz: ndo tem (ja que o dominio é (—1,1)...), Vertic: £ = —1 (porqué
lim, ,_;+1In(l — 2%) = —00), £ = +1 (porqué lim, , ;- In(1 — z%) = —0). (13) D = (-1,1). Horiz:
ndo tem, Vertic: z = —1, ¢ = +1. (14) D = R\ {*1,3}. Horiz: y = 0, Vertic: z = +1, z = —1. (15)
D = (—1,41) \ {0}. Horiz: ndo tem, Vertic: z = 0. (16) D = R\ {0}. Horiz: y = +1, y = —1, Vertic:
z =0. (17) D = (-1,1). Horiz: ndo tem, Vertic: z = —1, z = +1. (18) D = R\ {0}. Horiz: y =1 (a
direita), y = 0 (a esquerda), Vertic: = = 0.

2 2
4.25: Por exemplo: f(z) = @ﬁ, ou f(z) = :t%ﬁ-l + A — ErEn

. -1 . 3 3
4.26: (1) Com z:=z — 1, lim, ., sega(f_3 ) = lim,_,0 senz — 1. (2) £ (Escreve :Egsg = Ser;(zz) senjh) )

n_gn

(4) Com h:=z — a, 1im$4)a Ix—a =

(3) Com z:=z + 1, lim, , % = lim, ,o %22 L =

1
E.
W =na™"! (como visto na Segdo 4.4.1). (5) Chamando t:=+/z,

limp o

—4 t2 —4 t—2)(t+2 t+2
lim —~ = lim zlim( )(+):1im(+):3.
a:ﬂ4:r—\/5—2 t=2t2 —t—2 t=2(t—2)(t+1) t=2(t+1) 3

(6) Com z:=2%, temos (lembre o item (25) do Exercicio 4.3) lim,_,o+ tanh 2 = lim, , o tanhz = +1,
lim,_,q- tanh% =lim, , o tanhz = —1. (7) Com a mesma mudanga, lim, g+ mtanh% =lim, .4 %tanhz =
0-(+1) =0.

202

Versdo 1.0 (16 de fevereiro de 2013). Sugestdes, criticas e corregdes: sacha@mat.ufmg.br



APENDICE A. SOLUGOES DOS EXERCICIOS

4.27: Chamando z = a + h, temos que z — a quando h — 0. Logo, como ja visto no Exercicio 4.8,

. (a+h)"—a™ .zt —a"
lim ———— =lim — =na
h—0 h z=a z—a

4.28: Pela férmula (3.13) de mudanga de base para o logaritmo, log,(1+h) = In(+h) Logo, por (4.21),

Ina

lim log,(1+ h) _ 1 lim In(1+ h) _ i
h—0 h Ina »—0 h Ina

Por outro lado, chamando z:=a®, ¢ — 0 implica z — 1. Mas z = log, z, logo

. a® -1 .oz—1 1
lim = lim I = - gz -
z—0 T z—1 0g, 2 hmzﬂl ﬁ
. . . log, z . log,(14+h) 1 . . .
Definindo h:=z — 1 obtemos lim,_,; —>*~ = limp_,0 —*;,—— = 375, © que prova a identidade desejada.

4.29: Em qualquer ponto a # 0, os limites laterais nem existem, entdo f é descontinua. Por outro lado
vimos que lim, ,g+ f(z) = lim, ,o- f(z) = 0. Logo, lim, ¢ f(z) = f(0): f é continua em 0.

4.30: D=R, C =R,.

4.31: Considere um a # 2. f sendo uma razdo de polinémios, e como o denumerador ndo se anula

em a, a Proposicdo 4.3 implica que f é continua em a. Na verdade, quando z # 2, f(z) = ’32;3% =

% =z — 1. Logo, lim; .5 f(z) = lim; ,2(z — 1) = 1. Como 1 # f(2) =0, f é descontinua em 2.
Para tornar f continua na reta toda, é so redefini-la em z = 2, da seguinte maneira:

fle)= {+ se T # 2,

1 sex =2.
Agora, f(m) =z — 1 para todo z € R.
4.32: Como lim,_,; f(z) =1—a e que f(1) =5+ a, & preciso ter 1 —a =5 + a, o que implica a = —2.

4.33: Por um lado, como tanh % é a composigdo de duas fungdes continuas, ela é continua em todo a # 0.
Um raciocinio parecido implica que g é continua em todo a # 0. Por outro lado, vimos no item (6) do
Exercicio 4.26 que lim,_,q+ tanh% = =41, o que implica que f é descontinua em a = 0. Vimos no item
(7) do mesmo exercicio que lim, ,o: = tanh% =0, logo lim,_,o g(z) existe e vale g(0). Logo, g é continua
em a = 0.

tanh % z tanh %

N

—

4.34: (Esbogar os gréficos de f, g, h ajuda a compreensdo do exercicio).

Temos f(—1) =1, f(2) = 4. Como f é continua, o Teorema (4.3) se aplica: se 1 < h < 4, o grafico de
f corta a reta horizontal de altura y = h pelo menos uma vez. Na verdade, ele corta a reta exatamente
uma vez se 1 < h < 4, e duas vezes se h = 1.

Temos g(—1) = —1, g(1) = 1. Como g é descontinua em z = 0, o teorema ndo se aplica. Por exemplo,
o grafico de g nunca corta a reta horizontal y = %
Temos h(0) = —1, h(2) = 1. Apesar de h ndo ser continua, ela satisfaz a propriedade do valor in-

termediario. De fato, o grafico de h corta a reta y = h, duas vezes se —1 < h, < 1, e uma vez se
hy =1.
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4.35: lim, ,o- f(z) = limgy ,0-(22 + 2) = 2, lim, o+ f(z) = limg ,o+(2? — 2) = —2, J& que esses
dois limites laterais sdo diferentes, lim, .o f(z) néo existe. lim, .- f(z) = lim, ,o-(2? —2) = 2.
lim, o+ f(z) =lim,_o+ 2 = 2. Como lim,_,o— f(z) = lim,_,o+ f(z), lim, .5 f(z) existe e vale 2.

4.36: O ponto Q é da forma Q = (A, A?), e @ — O corresponde a A — 0. Temos M = (%, }‘2—2) E facil
ver que a equagdo daretar é y = —%m + >‘2—2 + % Logo, R = (0, )‘2—2 + %) Quando @ se aproxima da
origem, isto &, quando )\ se aproxima de 0, A? decresce, o que significa que R desce. Quando A — 0,
R — (0, %) (Pode parecer contra-intuitivo, ja que o segmento OQ tende a ficar sempre mais horizontal,

logo o segmento M R fica mais vertical, & medida que @ — O.)

4.37:
Como um setor tem abertura o, = %’r, a area de cada tridngulo se calcula facilmente:
1 r? r2
2x ~ x(rcos?) x (rsen%) = —sena, = —sen 2% .
2 2 2 2 2 n

Logo, a area do poligono é dada por A, = n X § sen %’r No limite n — oo obtemos

. . 2 . 1 . t
lim A, =r? lim ﬁsen—ﬂ- = 7r? lim 2—sen2—7r = 7r? lim sent _ re.
n—o00 n—oo 2 n n—00 % n t—o+ t
4.38: (1)32(2) £ (3)2(4)0(5)1(6) —1(7) Com amudangay = z+1, 7 (8) 0(9) —oo (10) 0(11) 0 (12) £
(13) % (14) Como sen é continua em 7, limg_, o sen(5 + 1-1-%) = sen(3 +limg oo ﬁ) =senf = 1.

(15) 0 (16) —& (17) *2 (18) 2 (19) 0 (20) 1

4.39: (1) Como v/1 — cos?2z = v/sen?z = |senz| e = — |z| & continua,

. v/1—cosz . 1 | sen z| . 1 senz 1
lim — = lim :<hm7>- im ‘:—.
z—0 |.’I)| z—0 /1 + cosz |$| z—0 /1 + cosz z—0 T \/i

(2) Como sen(a + h) = senacos h + sen h cos a, temos

. sen(a+ h) —sena . cosh—1 . senh
lim :sena(llm 7> +cosa(11m ) =cosa.
h—0 h h—0 x h—0

(3) Escrevendo

?—a® 23-a® 1
sen(Zz) =z —a sen(fe)
T—Q
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3_
Ja calculamos lim,_,, Z

= 3a?, e chamando y:=7z seguido por y':=y —,

T—o
sen(Zx) _ lim sen(y) T tim sen(y’ + m) T sen(y’) __T
T T — o yom Z(y—m)  ay'—0 Y ay—o Yy a’
Logo, , 5
im Z Y 30 /(=T) = 303
fim = (/) = e/

4) Comecemos definindo t tal que m — 3z = 3¢, isto é: ¢:=% — z:
( q ) 3

. 1—2cosz . 1—2cos(§ —1t)
im ———— =lim—3% =
- sen(m — 3z) -0 sen(3t)
Mas cos(§ —t) = cos % cost + sen 5 sent = ; cost + ‘f sent,
. 1—2cos(3—t) .. 1-cost . sen(t)
lim —2 = lim——— im
10 sen(3t) t—0 sen(3t) t—0 sen(3¢)
. 1—cost sen(t) 1 1 1
- }E;% t 3ser;(t3t) f%—)O t 3sen(3t) =0- \/gg - _ﬁ :

4.40: a=1,b=3,c=+2.

4.41: Seja y € R fixo, qualquer. Como lim, , . f(z) = 400, existe b > 0 grande o suficiente tal que
f(b) > y. Como lim,_,_« f(z) = —o0, existe a < 0 grande o suficiente tal que f(a) < y. Pelo Teorema
do Valor Intermediério, existe ¢ € [a, b] tal que f(c) = y. Isto implica que y € Im(f).

4.42: Considere lim,_,o- f(z). Chamando y:= — z, £ — 0~ corresponde a y — 07. Logo,

lim f(z)= lim f(-y)=— lm f(y)=- lim f(z).
z—0— y—0t y—0t z—0t

Portanto, para uma fungdo impar ser continua em 0, é preciso ter lim, .o+ f(z) = f(0) = 0 (n&o pode

ser L > 0).

Capitulo 5

5.1: Se P = (a,a?), @ = (X, A?), a equagdo da reta P9 ¢ dada por y=(A+a)z—a). Quando A = a

obtemos a equacdo da reta tangente a parabola em P: y = 2az — a®. Por exemplo, se a = 0, a equagio

da reta tangente éy = 0,sea=2,éy =4z —4,a=—1,éy = —2z — 1 (o que foi calculado no Exemplo

5.3).

5.2: Comoz?—z=(z— %)2 — %, o grafico obtém-se a partir do grafico de z — z? por duas translagdes.
Usando a definicdo de derivada, podemos calcular para todo a:

fla) = tim 1@ =1 _

2
lm{
T—a Tr—a T—a Tr—a T— Tr—a

(22 —z) — (a® — a) 2?2 —a

f'(1) = +1. Esses valores

) = (0,0), (3, (1)) = (1, 1)

Aplicando essa férmula para a = 0, 1 5,1, obtemos f'(0) = —1, f
correspondem as inclinagdes das retas tangentes ao gréafico nos ponto

e (1, (1)) = (1,0):

(n’\
N
~—
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5.3: (1) f'(1) = %, (2) f/(0) = % (a mesma do item anterior, pois o grafico de /1+z é o de v/z
transladado de 1 para a esquerda!), (3) f/(0) =1, (4) f'(-1) = —4, (5) f'(2) = —%.

5.4: (1) y=3z+9,(2Qy=3% B)y=1z+1,(4) y=-z—-2,y=—z+2 (5) Observe que a fungéo
descreve a metade superior de um circulo de raio 1 centrado na origem. As retas tangentes sdo, em
(=1,0): z = —1, em (1, —1): n&o existe (o ponto nem pertence ao circulo!), em (0,1): y =1, e em (1,0):
z = 1. (6) Mesmo sem saber ainda como calcular a derivada da fungdo seno: y =z, y = 1.

5.5: Primeiro é preciso ter uma funcdo para representar o circulo na vizinhanca de P;: f(z):=v/25 — z2.
A inclinagdo da tangente em P, é dada por

F(3) = lim f@) = 1B) _ p, V25 -27 = V16

=3 T —3 z—3 z—3

— 2 — _
~ lim (25 —z%) — 16 1 (3+2)

m — - =
2=3 (¢ — 3)(V25 — 22 + V/16) =3 /25 — 2% + /16

(Essa inclinagéo poderia ter sido obtido observando que a reta procurada é perpendicular ao segmento
OP, cuja inclinagdo é %) Portanto, a equagdo da reta tangente em P; é y = —%m + 24—5. No ponto Ps,
é preciso pegar a funcdo f(z):= — /25 — 2. Contas parecidas d&o a equagéo da tangente ao circulo em
Py = %a: — %.

e

A reta tangente ao circulo no ponto P; é vertical, e tem equagdo 2 = 5. Aqui podemos observar que a
derivada de f em a = 5 ndo eziste, porqué a inclinagdo de uma reta vertical ndo é definida (o que néo
impede achar a sua equagio...)!

5.6: Se f(z) = \/z, temos que para todo a > 0, f'(a) = ﬁ Como a reta 8z —y — 1 = 0 tem inclinagdo

8, precisamos achar um a tal que f'(a) = 8, isto &, tal que -2~ = 8: a = %. Logo, o ponto procurado é

2va 2
P = (a, f(a)) = (355 16)-

5.7: Para a reta y = z — 1 (cuja inclinagdo é 1) poder ser tangente ao grafico de f em algum ponto
(a, f(a)), esse a deve satisfazer f'(a) = 1. Ora, é facil ver que para um a qualquer, f'(a) = 2a — 2.
Logo, a deve satisfazer 2a —2 =1, isto é: a = % Ora, a reta e a fungdo devem ambas passar pelo ponto
(a, f(a)), logo f(a) =a—1,isto & (2)2—2-3 4+ =3 — 1. Isolando: = 3.

y y=z?—-2z+2

y=z—1

Esse problema pode ser resolvido sem usar derivada: para a parabolay = z2 —2z+ B ter y = z — 1 como
reta tangente, a tinica possibilidade é que as duas se intersectem em um ponto s6, isto é, que a equagao
z? — 2z + f = = — 1 possua uma fnica solugdo. Rearranjando: z? — 3z + 8 + 1 = 0. Para essa equagéo
ter uma tnica solugdo, é preciso que o seu A =5 — 48 = 0. Isso implica § = %.
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5.8: Seja P = (a ,%) um ponto qualquer do gréafico. Como f'(a) = —a%, a reta tangente ao grafico
em Péy = f(a )(.’L‘ —a) + f(a) = —%(z — a) + L. Para essa reta passar pelo ponto (0,3), temos
3= —;—2(0 —a) + , 0 que significa que a = 3. Logo, a reta tangente ao grafico de % no ponto P = (%, %)

passa pelo ponto (O 3).
5.9: P=(-1,2).

5.10: Por exemplo, f(z):=|z + 1|/2 — |z| + |z — 1|]. Mais explicitamente,

z
1_72 ser < —1 f(=)
f(z) :”%3 se —1<2<0
Tr) =
832 se0<z<1
%1 sex>1. . : T
-1 1
z—1

f n&o é derivavel em z = 1, porqué lim,_, M = lim,_, zzo = %, enquanto lim,_, - w =
lim,_,{- ;71_0 = —% 5. A n3o-derivabilidade nos pontos —1 e 0 obtem-se da mesma maneira.

5.11: De fato, se f é par,

) _ o f(cz+h)—f(-z) . f(z—h)—f(z)
o) = i P g S
_ fle+h)—f(=) 4
= R’ =—f)

5.12: af'(a) — f(a)

1

. 1 _ . . .
limp_.o ViRV T o O outro limite se calcula de maneira

5.13: (Vz) = limy_o Y2HE=vE —

parecida:
1
(7)':1im7M_11 ve_veth 1
Jz' TS0 h h0 hyzvz+h 2Vz?
5.14: Como (sen)'(z) = cosz, a inclinagdo da reta tangente em P; & cos(0) = 1, em P, é cos(5) =0, e

(
em P; é cos(m) = —1. Logo, as equagles das respectivas retas tangentes so r1: y = z, ro: y = 1, 73:

y=—(z—m):

5.16: Por exemplo, se f(z) = g(z) = z, temos (f(z)g(z)) = (z-z)' = (z2)' =2z, e f'(z)g'(z) = 1-1 = 1.
Isto &, (f(z)g(2))" # f'(z)g'(2).

5.17: (1) =5 (2) (2% — ") = (%) -
(””2—2)’ + (%3) 1+z+ 22 (4) 112)’ @ 1z)2 (1-2) = ﬁ (5) senz + zcosz (6) Usando
2

(
duas vezes a regra de Leibniz: ((z? + 1)senzcosz) = 2zsenzcosz + (z? + 1)(cos’z — sen?z) (7)
ez (8) (3) = (345) = g () (2+ 17 = f(s(2)) com £(s) = e (&) = 2 + 1. Logo,
((z +1)%) = f'(9(z))g'(z) = 5(z + 1)*. Obs: poderia também expandir (z + 1)® = z° + ---, derivar
termo a termo, mas é muito mais longo, € a resposta ndo é fatorada. (10) Como 3+ 1) = fg(=))
1

(@) =32 —72% (3) 1+z+% +2) = (1) + (z) +

)} =f
com f(z) = z* e g(z) = 3+ %, e que f'(z) = 2z, ¢'(z) = B3+ %) = 0— %, temos ((3+ 1)?) =
2B+ 1) (3) = —23:2“. (11) Como v1—z2 = f(g(z)), com f(z) = /z, g(z) = 1 — 22, e que
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(12) 3sen?zcosz + 7Tcos® zsenz (13) 222

f'(z) = 2f, d'(z) = —2z, temos (v/1 — z2) =

1— x2 (1—cosz)?
09) () = (@ 20y = —ja et =~z = et 09) (SR -

((z* —1)%) = 3(2% - 1)z - (2z) = 3zv/z% — 1 Obs: vale a pena simplificar a fracio antes de usar a regra

do qUOCiente! (16) \/9+z2(:c—9-\/9+:02)2 (17) 4\/5\/11+\/5 (1 ) COS(Z—;Z:)ZDI (19) Usando duas vezes a regra da

cadeia: (cos/1+ z2) = (—sen+/1+ z2)(v/1 + 22)' = —2seav1s® (90) cos(senz) - cosz

142

5.18: (1) (2e7®) =2(e *) =2(e* - (—z)') = —2e7*. (2) wil (3) (In(e3® 1)) (3z)' = 3 (4) e*(senz +
cosz) (5) cosz - €% (6) e - e (7) % (8)Inz+zl=Inz+1(9) =5> (10) —tanz (11) L

5.19: (senhz) = (£5£") = £%2" = coshz. Do mesmo jeito, (coshz)’ = senhz. Para tanh, basta

usar a regra do quociente. Observe as semelhangas entre as derivadas das fungdes trigonométricas hiper-
bélicas e as fungdes trigonométricas.

5.20: (1) Sabemos que o limite lim, ,; & d& a inclinagdo da reta tangente ao grafico da fungio

f(z) = 2°°° no ponto @ = 1, isto & lim,_,; ””99911 = f'(1). Mas como f'(z) = 999z%%% temos f'(1) = 999.
(2) Da mesma maneira, limg_,, <2t = lim,_,, w d4 a inclinagdo da reta tangente ao grafico
do cos no ponto 7. Como (cosz)’ = —senz, o limite vale 0. (3) 2 cos(n?) (4) 3 (5) A

5.21: Forade z =0, g & derivavel e a sua derivada se calcula facilmente: g'(z) = (z?sen 1)’ = 2zsenl —

cos % Do mesmo jeito f é derivavel fora de z = 0. Em z = 0,

iy g 9(R) —9(0)
g(O)_}lbli% - _}lbli%hsenh_o

(O tltimo limite pode ser calculado como no Exemplo 4.18, escrevendo —h < hsen% < +h.) Assim, g é
derivavel também em z = 0. No entanto, como

h) — f(0
lim M = lim sen % ,
h—0 h h—0
7'(0) n&o existe: f n&o é derivavel em z = 0.

5.22: (1) (zV®) = (eV®'=®) = (Bz +1 ):z:‘f 2. (2) ((senz)®)’ = (Insenz + zcotanz)(senz)®. (3)
(z® nz+1

(wsenx) (COSJ)].II:L‘—{— senz) senz (4) ) ((

5.23: Asderivadas sdo dadas por: (1) %(%ﬂ+L+i—i—i—i) (2) %(%4—

3cotanz — £22) ) (3) ([Tp_ (1 +2%)) Sop_, ket r

5.25: (1) oty (2) \/1:(12;2)2 (3)1(4) -1(5 s=5

5.26: (O grafico da fungéo pode ser usado para interpretar o resultado.) (1) Temos f(—2) = f(1), e como
f'(z) = 2z + 1, vemos que a derivada se anula em ¢ = —% € (—2,1). (2) Aqui sdo trés pontos possiveis:

c=-m c=0ec=+m. (3) Temos f(—1) = f(0) e f'(z) = 4z® + 1, cuja raiz &¢ —(})¥/°® € (—1,0).

5.27: Vemos que existem dois pontos C' em que a inclinagdo é igual a inclinagdo do segmento AB:
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O ponto c € [-7, 7] é tal que f'(c) = f(bz),:i(a) = sen(al)izen(o) = 2. Como f'(z) = cosz, c é solugdo de
T

cosc = % Com a calculadora obtemos duas solugdes: ¢ = % arcos(2) ~ £0.69.

™

5.28: Como f ndo é derivavel no ponto 2 € [0, 3], o teorema n&o se aplica. N&o existe ponto C' com as
desejadas propriedades:

5.29: (1): Como f'(z) = 2 —z = z(z? — 1), f(z) é crescente em [—1,0] U [1,00), decrescente em
(—OO, _1] U [Ov 1]:

(-1,-1) (+1,-7)
(2): f(z) = 223 — 32% — 12z + 1 & crescente em (—o0, —1] U [2, 00), decrescente em [—1,2]:

(71’8)

(2,—19)

Observe que nesse caso, a identificagdo dos pontos em que o gréafico corta o eixo z é mais dificil (precisa
resolver uma equagéo do terceiro grau). (3): f decresce em (—oo,—1], cresce em [—1, 00). Observe que
f néo é derivavel em ¢ = —1. (4): Ja encontramos o grafico dessa fungdo no Exercicio 2.9. Observe que
f(z) = ||z| — 1| nfo é derivavel em ¢ = —1,0,+1, ent&o é melhor estudar a variagdo sem a derivada: f é
decrescente em (—oo0, —1] U [0, 1], crescente em [—1,0] U [1,00). (5) Como (senz) = cosz, vemos que o
seno é crescente em cada intervalo em que o cosseno é positivo, e decrescente em cada intervalo em que

o cosseno & negativo. Por exemplo, no intervalo [-7, 7], cosz > 0, logo senz & crescente:

SIE
IS

Z

(6): f(z) =+/z% — 1 tem dominio (—oco, —1]U[1, 00), é sempre ndo-negativa, e f(—1) = f(1) = 0. Temos
f'(z) = s Logo, a variagdo de f é dada por:

z —1 +1
f'(a) - o+

Variag.
e | - —
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N/

Assim, o grafico é do tipo:

Observe que lim,_, ;- f'(z) = —o0, lim, , 1+ f'(z) = +o0 (6): Considere f(z) = (z) =
1, y = 1 é assintota horizontal e como lim, , »- f(z) = +o00, lim, , o+ f(z ) —oo T = —2 é assintota
vertical. Como f'(z) = (m+2)2 > 0 para todo z # 2, f é crescente em (—o0,—2) e em (—2,00). Isso

permite montar o grafico:

(8): Um estudo parecido da

(9): Como f'(z) = —ace_%, f & crescente em (—o0, 0], decrescente em [0, ). Como f(z) — 0 quando
z — +o00, temos:

(10): Observe que In(z?) tem dominio D = R\ {0}, e (In(z?))’ = 2. Logo, In(z?) é decrescente em
(—00,0), crescente em (0, 00):

(11) Lembre que o dominio da tangente é formado pela uni&o dos intervalos da forma Iy =] — 75 + k7, 5 +

kn[. Como (tanz)’ = 1+tan®z > 0 para todo z € Iy, tanz é crescente em cada intervalo do seu dominio
(veja o esbogo na Segdo 2.2.3).

5.30: (1) f(z) ~z+1, f(z) et
fle)~1, f(z) ~ —z +7 (6) f(z) ~ +§

5.31: Como v4+z ~2+ %, temos v/3.99 = /4 — 0.01 ~ 2+ =%% = 1.9975 (HP: 1/3.99 = 1.997498...).
Como 1n(1+:1c) ~ z, temos In(1.0123) = In(1+0.123) ~ 0.123 (HP: In(1.123) = 0.1160...). Como /101 =

10,/1+ 1% e que I+ z =~ 1+ 2, temos +/101 ~ 10 - (1 + /2%°) = 10.05 (HP: /101 = 10.04987...).
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] 3 32+ 2zy3+322y2 1—3z%2—4z— — —
5020 (1) v = S (v = 23RN 0) v =0 @)y = SEREY () = Tnsiey

__ cosy—cos(z+y)
6) y z sen y+cos(z+y)

5.33: (1) Comy' =1— 3(5%1)2, y = %m + 16—3 (2) Com y' = 3:22;2:;% y= %:c + %. (3) y=—z +2. Obs:
curvas definidas implicitamente por equagdes do tipo acima podem ser representadas usando qualquer
programa simples de esbogo de fungdes, por exemplo kmplot.

5.34: A taxa de variagdo no més t é dada por P’(t) = 2t + 20. Logo, hoje, P'(0) = +20 hab./més, o que
significa que a populagédo hoje cresce a medida de 20 habitantes por més. Daqui a 15 meses, P'(15) = +50
hab./més. A variagdo real da populagdo durante o 16-ésimo més serd P(16) — P(15) = +51 habitantes.

5.35: Em t = 0, a particula est& na origem, onde ela fica até o instante ¢;. Durante [¢1,%5], ela anda em
diregdo ao ponto z = dy, com velocidade constante v = tzd_ltl e aceleragdo a = 0. No tempo ¢ ela chega
em d; e fica 14 até o tempo ¢3. No tempo t3 ela comega a andar em diregdo ao ponto z = ds (isto &, ela
recua), com velocidade constante v = d2_d1 < 0. Quando chegar em d; no tempo %4, para, fica 14 até 5.

No tempo t5, comega a acelerar com uma aceleragao a > 0, até o tempo 5.

5.36: Como v(t) =t — 1, temos v(0) = —1 < 0, v(1) =0, v(2) =1 > 0, v(10) = 9. Quando t — oo,

v(t) = oo. Observando a particula, significa que no tempo ¢ = 0 ela esta em z(0) = 0, recuando com uma

velocidade de —1 metros por segundo. No instante ¢ = 1, ela estd com velocidade nula em z(1) = —%.

No instante ¢ = 2 ela estd de volta em z(2) = 0, mas dessa vez com uma velocidade de +1 metro por
segundo. A aceleragdo é constante: a(t) = v'(t) = +1.

5.37: Temos v(t) = z'(t) = Awcos(wt), e a(t) = v'(t) = —Aw? sen(wt) = —w?z(t).

Observe que v(t) é maxima quando z(¢) = 0, e é minima quando z(¢) = +A. Por sua vez, a(t) é nula
quando z(¢) = 0 e maxima quando z(¢) = £A.

5.38: Como V = L3, V' = 3L?L’' = $L?. Logo, quando L = 10, V' = 150 m?®/s, e quando L = 20,
V' =600 m3/s.

5.39: O volume do baldo no tempo ¢ é dado por V(t) = $mR(t)%. Logo, R(t) = (%V( )2, e pela
regra da cadeia, R'(t) = 1(2V(t))"%*2V'(t). No instante ¢, que interessa, V(t,) = 3
V'(t) = 2m?/s para todo t, obtemos

—m € como

3 4w

) 2/3
ar 3

1
2 —
i /s = —m/s

5.40: Seja z a distancia de ] até a parede, e y a distancia de S até o chéo: z2+y? = 4. Quando a vassoura
comega a escorregar, ¢ e y ambos se tornam fungdes do tempo: z = z(¢) com z’'(t) = 0.8 m/s, e y = y(t).

: : ;L : / ;I I _zz z _ _ 08z
Derivando implicitamente com respeito a t, 2zz’ + 2yy’ = 0. Portanto, ¢’ = v 0.8y = =i

1) Quando z = 1m, y' = —0.46 m/s (da onde vém esse sinal “"?) 2) Quando z — 27, y’ \, —00. Obs:
Quando I estiver a 2 — 7.11 - 10722 m da parede, S ultrapassa a velocidade da luz.

5.41: Definamos 6 e z da seguinte maneira:
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Temos tan§ = & e como §' = 0.5 rad/s, temos z' = 10(1 + tan® )¢’ = 5(1 + tan®6). 1) Se P = A, entéo
tané = 0, logo ¢’ = 5 m/s. 2) Se ¢ = 10m, entdo tand = 1 e 2’ = 10m/s. 3) Se z = 100m, entdo

tané = 10 e ' = 505m/s (mais rapido que a velocidade do som, que fica em torno de 343m/s).

5.42: Seja H a altura do baldo e 6 o dngulo sob o qual o observador vé o baldo. Temos H' =5, e tanf =

%. Como ambos H e 6 dependem do tempo, ao derivar com respeito a ¢ da (1+tan® 6)8’ = % = %, isto
é: ' = m. 1) No instante em que o baldo estiver a 30 metros do ch&o, tanf = % = %, assim
o' = 65—8 ~ 0.0735 rad/s. 2) No instante em que o baléo estiver a 1000 metros do ch&o, tanf = % = 20,

assim 6’ = g3 ~ 0.0025 rad/s.

5.43: Como P =T, P' = —%:TV'. Logo, no instante em que V = Vp, P' = —32KT.
0

5.44: (1) Queremos verificar que 4/ % > @ para todo z,y > 2. Elevando ambos lados ao quadrado
z+2vz /Yty
4 k)

e rear-
2 1,1
ranjando os termos obtemos 0 < WE%‘/@, que é sempre verdadeira. (2) Se z,y > 0, ziy < =5t é

equivalente a 4zy < (z + y)?, que por sua vez é equivalente a 0 < (z — y)?, que é sempre verdadeira.
Logo, % é convexa em (0,0). Como % é impar, a concavidade em (—o00,0) segue imediatamente.

(essa operagdo é permitida, j4 que ambos lados sdo positivos), wQﬂ > (\/5';\/57)2 =

5.45: (1) 2 _ 7 & céncava em (—o0, 0], convexa em [0, c0). O gréfico se encontra na solugéo do Exercicio

3
5.29. (2) —z® + 5z® — 6z & convexa em (—00, 3], céncava em [2,00):

wlot

(3) Se f(z) = 3z* — 10z® — 1222 + 10z + 9, entdo f"(z) = 12(3z2? — 5z — 2). Logo, f(z) é convexa em
(—00,—3] € em [2,00), céncava em [—3, 2.

—2

—

(6): f(z) = (zzjé;’g é bem definida em D = (—00,3) U (3, +o0). Como f"(z) = 1(1(3')2), (z) & concava

em (—oo0, —6], convexa em (—6, 3) e (3, +00):
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(7) Com f(z) = ze~3® temos f"(z) = (92 — 6)e~3*. Logo, f & céncava em (—o0, ], convexa em [Z, c0):

|2

(8) f(z) =|z|—zé=0sex >0,e=—2zsez <0. Logo, f é convexa. Obs: como |z| ndo é derivavel em
z = 0, a convexidade n&o pode ser obtida com o Teorema 5.3. (9) Se f(z) = arctanz, entdo f'(z) = x%ﬂ,
e f'(z) = ﬁ Logo, arctan z é convexa em | — 00, 0], céncava em [0, 00) (confere no grafico da Segéo

2.4. 3) (10) f(z) = e % tem f'(z) = (:vg—l)e_%. Logo, f & convexa em | — o0, 1] € [1, ), e céncava em
[—1,1] Eve]a o grafico do Exercicio 5.29). (11) f(z) = I%_H é convexa em (—o0, —%] e [%, 00), céncava
em [ 73 val
N
NERRYE]

5.46: (1) As hipéteses do teorema néo séo satisfeitas, pois o dominio néo é um intervalo finito e fechado.
Mesmo assim, qualquer z € R é ponto de maximo e minimo global ao mesmo tempo. (2) As hipéteses
ndo sdo satisfeitas: o intervalo ndo é limitado. Tém um minimo global em z = 1, ndo tem maximo
global. (3) Hipoteses néo satisfeitas (dominio néo limitado). Méaximo global em z = 0, ndo tem minimo
global. (4) Hipdteses néo satisfeitas (o intervalo nfo é fechado). Tém minimo global em z = 2, nfo tem
maéximo global. (5) Hipdteses satisfeitas: minimo global em z = 2, méximos globais em z =0 e z = 2.

(6) Hipoteses satisfeitas: minimos globais em 1,—1 e 0, méximos globais em —% e %

|
vlw
w1

(7) Hipoteses satisfeitas: minimos globais em ¢ = —2 e +1, méximos globais em z = —1 e +2. (8)
Hipoteses satisfeitas: minimo global em z = +1, maximo global em z = —1. (9) Hipdteses ndo satisfeitas
(f ndo é continua). N&o tem méaximo global, tem minimos globais em z = 0 e +3. (10) Hipoteses
satisfeitas: minimo global em z = 0, maximos locais em z = 2 e 4. (11) Hipéteses ndo satisfeitas (f é
continua, mas o dominio néo é limitado). Tém minimo global em z = 0, ndo possui maximo global. (12)
Hipoéteses néo satisfeitas (intervalo ndo limitado). No entanto, tem infinitos minimos globais, em todos os
pontos da forma z = —7 + k2, e infinitos méximos globais, em todos os pontos da forma z = 7 + k27.
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5.47: (1) Méximo local no ponto (—2,25), um minimo local (e global) em (1,—2). (2) Sem min./méx.
(3) Minimo local (e global) em (—1,—;5) (Atengo: a derivada é nula em = = 0, mas ndo é nem maximo
nem minimo pois a derivada ndo muda de sinal). (4) f'(z) = —ﬁaﬁl, tem um minimo local (em global)
em (1, f(1)), um méaximo local (e global) em (-1, f(—1)). (5) Maximo local (e global) em (0,1). (6)
Maximo local em (1,e"!). (7) Minimo local em (—1,—1), maximo local em (1, 1). (8) Minimo local em
(e=1,e~1/¢). (9) Maximo local em (e~2,4e~?), minimo local em (1,0).

5.48: a=-b=23.

5.49: (1) ro = o, (2) r» = ¥/20. Como lim,_,o+ V(r) = 400, V néo possui maximo global. V decresce
em (0, 7,], cresce em [ry, 00):

V(r)

Tx
V T
Obs: O potencial de Lennard-Jones V(r) descreve a energia de interagdo entre dois atomos neutros a
distancia r. Quando 0 < r < ro essa energia é positiva (os dtomos se repelem), e quando rg < 7 < 00
essa energia é negativa (os dtomos se atraem). Vemos que quando r — oo, a energia tende a zero e que

ela tende a +0o quando r — 01: a distancias longas, os dtomos nio interagem, e a distancias curtas a
energia diverge (carogo duro). A posicdo mais estavel é quando a distancia entre os dois dtomos é r = 7..

5.50: (1) A fungéo area é dada por A(z) = 4z+/R? —z?, z € [0, R]. O leitor pode verificar que o seu

maximo global em [0, R] é atingido em z, = %. Logo, o retangulo de maior area inscrito no circulo

tem largura 2z, = v/2R, e altura 2/R? — 22 = /2R. Logo, é um quadrado! (2) Usaremos a variavel
h € [0,4] definida da seguinte maneira

y=—-2zx+12
4,4) y=z
h
1 To
A area do retangulo é dada por A(h) = h(z2 — z3). Ora, zy = hezy =6 — % Logo, 2o —z; = 6 — %
Portanto, queremos maximizar A(h) = k(6 — 3£) em h € [0,4]. B facil ver que o de méaximo é atingido

em h, = 2. Logo o maior retangulo tem altura h, = 2, e largura 6 — % =3.

5.51: A altura do tridngulo de abertura 6 € [0, 7] é cos %, a sua base é 2sen g, logo a sua area é dada

por
6 6 1
A(9) = cos(i) sen(i) =5 senf .(3pts)
Queremos maximizar A() quando 8 € [0,7]. Ora, A(0) = A(m) = 0, e como A'(§) = %cosh, A'(8) =0

se e somente se cos§ = 0, isto &, se e somente se § = 7 ptl. Ora, como A'(f) > 0se 8 < %, A’'(d) <0 se

6 > 7, 5 € um méximo de A (2pts). Logo, o tridngulo que tem maior area ¢ aquele cuja abertura vale
Z (2pts). Obs: pode também expressar a area em fungéo do lado horizontal z, A(z) = 1z./1 — (£)2.
Obs: Pode também introduzir a variavel A, definida como

[ V)
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A

1

e fica claro que o triangulo de maior 4rea é aquele que tem maior altura h, isto é, h = 1 (aqui nem precisa

calcular uma derivada...), o que acontece quando a abertura vale %.

5.52: Seja z o tamanho do lado horizontal do retangulo, e y o seu lado vertical. A &rea vale A = zy.

Como o perimetro é fixo e vale 2z + 2y = L, podemos expressar y em funcdo de z, y = g — , e expressar

tudo em termos de z: A(z) = z(£ — z). Maximizar essa fungio em z € [0, L/2] mostra que A é méxima

quandom:m*:%. Comoy*:%—m*:L

2, o retangulo com maior &rea é um quadrado!

5.53: Suponha que a corda seja cortada em dois pedagos. Com o primeiro pedago, de tamanho z € [0, L],

fagamos um quadrado: cada um dos seus lados tem lado 7, e a sua area vale (%)2. Com o outro pedago

fagamos um circulo, de perimetro L — z, logo o seu raio é L2:f, € a sua area W(%)z. Portanto, queremos
maximizar a fungéo
2 2
z (L—1z)
Alz))=—+ - ——, comz€|0,L].
(z):=1¢ i [0, L]
Na fronteira, A(0) = g (a corda inteira usada para fazer um circulo), A(L) = f—; (a corda inteira

para fazer um quadrado). Procuremos os pontos criticos de A: é facil ver que A'(z) = 0 se e somente

T =2y = HLE € (0,L). Como A(z.) = ‘l(fijﬂ)’ temos que A(z.) < A(L) < A(0). Logo, a érea total
4

minima é obtida fazendo um quadrado com o primeiro pedago de tamanho z, ~ 0.56L, e um circulo

com o outro pedago (L — z, ~ 0.43L). A é&rea total méxima é obtida usando a corda toda para fazer um

circulo.

5.54: Um ponto da reta tem coordenadas (z, 2z). Logo, a sua distancia ao ponto (1,0) &€ \/(z — 1)2 + (2z — 0)2.
Portanto, queremos minimizar a fungéo d(z) = v/522 — 2z + 1 em ¢ € R. Como d & derivavel e d'(z) =0

se e somente se z = é, e como d é convexa (d"(z) > 0 para todo z), o ponto de abcissa z = % é um ponto
de minimo global de d. Logo, o ponto procurado é Q = (%, %)

5.55: Seja C = (z,0), com 1 < z < 8. E preciso minimizar f(z) = 1/(z — 1)2 + 32 + /(z — 8)2 + 42
para z € [1,8]. Os pontos criticos de f sfo solugdes de 7z2 + 112z — 560 = 0 (em [1, 8]), isto &, z = 4.
Como f"(4) > 0, z = 4 é um minimo de f (pode verificar calculando os valores f(1), f(8)). Logo,
C = (4,0) é tal que o perimetro de ABC seja minimo.

5.56: a==+1.

5.57: Considere a variavel = definida da seguinte maneira:

Assim temos que a 4rea do triangulo em fungio de z, A(z), é dada por A(z) = 1(a + z) - h. Mas, como

h
a+z 2 T
Como A é derivéavel em todo z > 0, A'(z) = g@_ﬂ#, vemos que A possui dois pontos criticos, em —a
e+a,eA(z) >0sez < —a, A(z) <0se —a<z<a,eA(z) > 0sez >a. Desconsideremos o —a pois

queremos um ponto em (0, 00). Assim, o minimo de A é atingido em z = a, e nesse ponto A(a) = 2ab:

= % temos h = b(wIiJra), que d& A(z) = b (240" procuremos o minimo de A(z) para z € (0,0).
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z

5.58: Representamos o tridngulo da seguinte maneira:

Parametrizando o tridngulo usando a variavel z acima (pode também usar um &ngulo), obtemos a &area
como sendo a fungdo A(z) = z(R+ v R? — z2), com z € [0, R]. Observe que néo & necessario considerar
os tridngulos cuja base fica acima do eixo z. (Por qué?) Deixamos o leitor verificar que o méaximo da

funcdo A(z) é atingido no ponto z, = @R, e que esse ¢, corresponde ao tridngulo equilétero.

5.59: O tnico ponto critico de o(z) é z, = ZE+2n (jsto &, a média aritmética). Como o”(z) = 2n > 0,
z, & minimo global.

5.60: Seja F' a formiga, S (respectivamente I) a extremidade superior (respectivamente inferior) do
teldo, 6 o 4ngulo SFI, e z a distancia de F' a parede:

3
o

F T

Se z é a distancia de F' a parede, precisamos expressar § em fungdo de z. Para comegar, § = o — §,
em que o é o adngulo SFO, e f o angulo JFFO. Mas tana = % etanf = % Logo, precisamos achar o
maximo da fung&o
f(z) = arctan & —arctan 2, comz >0.

Observe que lim,_,g+ 6(z) = 0 (indo infinitamente perto da parede, a formiga vé o teldo sob um angulo
nulo) e lim;_,, #(z) = 0 (indo infinitamente longe da parede, a formiga também vé o teldo sob um &ngulo
nulo), é claro que deve existir (pelo menos) um 0 < z, < oo que maximize §(z). Como 6 é derivavel,
procuremos os seus pontos criticos:

1 -8 1 -3 120 — 5z2

¢'(z) = T(%)z(?) - T(%)z(?) =(-)= (22 + 82)(z2 + 32)

Logo o tunico ponto critico de 8 no intervalo (0,00) é z, = +/24. Vemos também que 6'(z) > 0 se z < z,
e 0'(z) < 0sez > x4, logo z, € o ponto onde & atinge o seu valor méximo. Logo, para ver o teldo sob
um angulo méaximo, a formiga precisa ficar a uma distancia de /24 ~ 4.9 metros da parede.

5.61: Seja R o raio da base do cone, H a sua altura, » o raio da base do cilindro e A a sua altura. Para o
cilindro ser inscrito, % = Rg’ (para entender essa relacdo, faga um desenho de um corte vertical). Logo,
expressando o volume do cilindro em fungdo de 7, V(r) = %TQ(R—T). E facil ver que essa fungio possui
um maximo local em [0, R] atingido em r, = 2R. A altura do cilindro correspondente & h, = g (Obs:

pode também expressar V em fungo de h: V(h) = TR?h(1 — £)2.)
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5.62: Seja r o raio da base do cone, h a sua altura. O volume do cone é dado por V = % x mr? X h.

Como h e r sdo ligados pela relagdo (h — R)? + r? = R?, podemos expressar V somente em termos de h:
V(h) = Zh(R? — (h— R)*) = Z(2RR*> — h%),

onde h € [0,2R]. Os valores na fronteira sdo V(0) = 0, V(2R) = 0. Procurando os pontos criticos dentro
do intervalo: V’/(h) = 0 se e somente se 4Rh—3h? = 0. Como h = 0 n#o esta dentro do intervalo, somente
consideramos o ponto critico k, = £R. (Como V" (h,) < 0, & maximo local.) Comparando V'(h.) com
os valores na fronteira, vemos que h, é méximo global de V em [0, 2R], e que tem dois minimos globais,

em h =0 e h = 2R. O maior cone, portanto, tem altura %R, e raio /R? — (%R — R)? = ?R.

5.64: Como no exemplo anterior, T'(z) = 7”:72;”2 + LT_ZZ Procuremos o minimo global de T' em [0, L].
h

V(w2/v1)>-1"

ponto critico no intervalo, e T atinge o seu minimo global em z = L (a melhor estratégia é de nadar
diretamente até B). Se vy < va, € se h < L, entdo T tem um minimo global em z, (como

ot . ~ T 1 _ 2 —
O ponto critico z, é solucao de s = 0. Isto &, z, =

s Se v1 > vy, T nado tem

V(v2/v1)?—1
2
T'(z) = W > 0 para todo z, T' é convexa, logo z, € (0,L) é bem um ponto de minimo global).

h

v/ (v2/v1)2 -1

Por outro lado, se > L, entdo z, ndo pertence a (0, L), e o minimo global de T é atingido

emz = L.

5.65: A maior vara corresponde ao menor segmento que passa por C e encosta nas paredes em dois
pontos P e @ (ver imagem abaixo).

Q

Seja 8 o angulo QC'D. Quando 8 é fixo, a distancia de P a @ vale

L M
cosf senb’

1) =

Precisamos minimizar f no intervalo (0, 7). (Observe que limg_,o+ f(8) = +oo0, limgﬁgf f(8) = +00.)

Resolvendo f/(8) = 0, vemos que o tinico ponto critico 8, satisfaz tan® 8, = M/L. E facil verificar que f
é convexa, logo 6, é um ponto de minimo global de f. Assim, o tamanho da maior vara possivel é igual a

£(8,) = = L(1 + (M/L)2/3)* |

Observe que quando L = M, a maior vara tem tamanho 2v/2L, e quando M — 0%, a maior vara tende a
ter tamanho igual a L.

5.66. Nos dois primeiros e ultimo exemplos, as hipéteses do Teorema 5.6 sdo verificadas, dando

iy 108(1 1) _ (log(1+ )]0 _ qisls=o _ 1
550 e2s—1 (€25)|s—o - 2e25|,_g 9

t+1
lim S0 —(cost)|¢—r = sent|s—g = 0.
t—w m—1
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senz (senz)|q—o cos0 1
im = = ==
z—0z%2 4+ 3z  (22+32)|z=0 2-2+3 3

No terceiro, o teorema néo se aplica: apesar das fungdes 1—cos(a) e sen(a+ 7 ) serem derivaveis em a = 0,

temos sen(0 + m/2) = 1 # 0. Logo o limite se calcula sem a regra de B.H.: lim,_,q ﬁ 9=o0.

5.67: (1) 0 (B.H. no se aplica) (2) 2 (3) +o0 (B.H. néo se aplica) (4) limg .o @ = (limg_,o %22)% =
1

12 = 1 (ndo precisa de B.H.) (5 ) Usando B.H., lim,_,q o eif; = —lim,_, % = —lim, g cﬁ =—1.

(6) 1 (7) 0 (8) 0 (9) —¢ (10) 3 (11) 2 (12) 0 (B.H. nfo se aplica) (13) 0 (14) 0 (aplicando duas vezes
B.H.) (15) 0 (16) Como e'*® = w, o limite é 1 (B.H. se aplica mas n&o serve para nada!) (17) Esse limite

. . JoF1 VEy/1+1
se calcula como no Capitulo 4: lim,_, Va1 T lim, o \/;/@ = 1. (18) —1/3 (sem B.H.!) (19) 2
(20) 0 (B.H. ndo se aplica) (21) limg_,00 Z2E = limg ,o0(1 + 22) = 1+ 0 = 1 (Obs: Aqui B.H. néo

se aplica, porqué lim; % = limg—,00 (1 4 cos z), que ndo existe.) (22) 1 (23) limg_,o+ =’ e =
limg .o+ msen% = 0, com um “sanduiche”. Aqui B.H. nfo se aplica, porqué o limite lim, ,o+(z? sen %)’
nfo existe. (24) 1. (26) (Segunda prova, Segundo semestre de 2011) Como limy_, o arctany = %, o 11m1te
é da forma %. As funcdes sdo derivaveis em z > 0, logo pela regra de B.H.,
1 1
lim —arctan(%) ~3 = lim 7W(_?2) = lim 1 = -
z—0+ z z—0+ 1 z—0+ 1+ 22

(25) 1/2.

5.6/8: (1) e (2) limy .o+ z* = exp(lim, ,o+ zlnz) =€’ =1. (3) e? (4) 1 (5) 1 (6) 1 (7) e ! (8) 0 (9)
—e/2

5.69: Para o primeiro,

Jim (250) = exp(lim 210 2T

o In(z +9) —In(z — 9))

e as hipo6t. de BH satisfeitas, logo

Para o segundo,

lim z
T— 00

Ine,—z _ exp( lim ((1n:1:)2 _ 3:)) _ exp( lim m((ln$)2 ~ 1))

z— 00 z— 00 T

. . (lnz)? (ln z)? _
Usando BH duas vezes, verifica-se que lim; ;o ~—~ = 0, o que implica limy o0 z(*—~+ — 1) = —00.
Inz

Logo, lim, ., 2™%e~* = 0. O dltimo limite se calcula sem usar B.H.:

?

. Vor+1 1
lim =2 lim ~—= \[7 V2.
o \/z — 1000 2o [1_

=
o
o
o

T

5.70: (Ja vimos no Exemplo 5.48 que a afirmagdo vale para p = 1, ¢ = 1.) Observe que (ne)”

((ln z)P/9 )q (Inz)? -

= 0. Mostremos

. Logo, basta provar a afirmagéo para ¢ = 1 e p > 0 qualquer: lim; .

por indugéo que se a afirmagdo vale para p > 0 (lim, (ln;)p = 0), entdo ela vale para p + 1. De fato,
pela regra de B.H.,
. (Inz)PHt : +1)(lnz)?PL ~ (lnz)?
whﬁngo& — lim w = (p+1) lim (Inz) —0.
T z— 00 1 z— 00 T
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Ent&o, a afirmagdo estard provada para qualquer p > 0 se ela for provada para 0 < p < 1. Mas para tais
P, (lnz)? < Inz para todo z > 1, logo,

. Inz)? .1

lim 7(11:3) < lim =2 =0,

T— 00 x Tz T

pelo Exemplo 5.48.
5.72: (1) 0(2) 0 (3) —c0 (4) 0 (5) 0 (6) 0 (7) o0

5.73: (1) A fungéo é a sua propria assintota obliqua. (2) N&o possui ass. (3) y = —2 (vertical), y =z —2
em Fo00. (4) N&o possui ass. (5) y=0em —oco,y =z em +0o0. (6) y=z em +oco. (7)y=2z—In2em

e\/ 1n2 z+1
T

+00,y=—z—In2 em —oo. (8) N&o possui assintotas: apesar de m = lim, . existir e valer 1,

limg_, oo {eV™ %1 — 2} = c0.

5.74: Em geral, ndo. Por exemplo, f(z) =z + %sen(mg) possui ¥y = z como assintota obliqua em +co,
mas f'(z) =1- 5’32752 +2 cos(z?) no possui limite quando z — co. Na verdade, uma fungio pode possuir
uma assintota (obliqua ou outra) sem sequer ser derivavel.

5.75: (1): O dominio de (“:T_l)2 ¢ D =R\ {0}, o sinal é sempre ndo-negativo, tem um zero em z = 1.
f n8o é par, nem impar. Os limites relevantes sdo lim,_,o+ f(z) = 400, logo z = 0 é assintota vertical, e

1 182 172
lim (=)= (lim =) ==(lm (1--)) =1®=1.
z—+too T z—+too T z—+oo T
Logo, y = 1 é assintota horizontal. f é derivavel em D, e f'(z) = 2(:;7;1)
T 0 1
f'(z) + - 0 +
+00 | +00o
Var. de f / ~ /
min
ossui um minimo global em (1,0). A segunda derivada é dada por f"(z) = M Ela se anula em
fp g , g p =
z= %, e muda de sinal neste ponto:
T 0 %
f'(z) + + 0 -
Conv.
onv o o 0 -
de f

Logo, f & convexa em (—0,0) e (0, 2), céncava em (2, ), e possui um ponto de inflexfo em (3, f(2)) =

(2,1). >
z=0
f(z)

(1,0) ™ (53)
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(2): O dominio de f(z) = z(lnz)? € D = (0,+00), e o seu sinal é& f(z) > 0 para todo z € D. A

funcdo néo é par nem impar. Como lim, , f(z) = 400, néo tem assintota horizontal. Para ver se tem
2

assintota vertical em z = 0, calculemos lim, ,o+ f(z) = lim,_,g+ (1111/2) . Como ambas fungdes (Inz)? e

1/z sdo derivaveis em (0, 1) e tendem a +oco quando z — 07, apliquemos a regra de B.H.:

ln z)? 2(lnz)l
(In2) = lim M:—2 lim zlnz.
z—0t+ 1/ z—0t+ —1/z? z—0+

Usando a regra de B.H. de novo, pode ser mostrado que esse segundo limite é zero (ver Exemplo 5.49).
Logo, lim,_,o+ f(z) = 0: néo tem assintota vertical em z = 0. A derivada é dada por f'(z) = lnz(Inz+2).

T 6_2
f'(=z) + 0 - 0 +
Variag. MAX. i
de f — " min.

O maéximo local esta em (e72, f(e72)) = (e72,4e2), e o minimo global em (1, f(1)) = (1,0). A segunda

derivada de f é dada por f"(z) = w

T e !

f'(z) - 0 +
Conv.
de f

Logo, f é concava em (0,e 1), possui um ponto de inflexdo em (e !, f(e™1)) = (e"1,e 1), e é convexa
em (e !, +00).

(1,0)

Podemos também notar que lim,_,o+ f'(z) = +oo0.

5.76: D = R\{£4}. Os zeros de f(x)::;;:fs sdo z = —2, ¢ = +2, e o seu sinal:
—4 -2 2 4
2 — 4 + + 0 - 0 + +
z? — 16 0 - - - 0
f(z) H - 0 + 0 - H
Como
4
. L 2% _
xHI:Eoo f(ZL‘) - xEI:Eoo 1— ;:72 1 !

areta y = 1 é assintota horizontal. Como
li f(z) = li =4
m (z) = Foo, m f(z) 00,

as retas £ = —4 e ¢ = +4 s8o assintotas verticais. A primeira derivada se calcula facilmente: f'(z) =
ﬁ, logo a variagédo de f é dada por:
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T —4 0 4
f'(=) + + 0 - -

Variag. AX.

A posigdo do méximo local é: (0, f(0)) = (0, ;). O gréfico:

A segunda derivada: f"(z) = 24(91021‘?53, e a convexidade é dada por

T —4 4
f"(z) + = +
Conv. f ~ ~ ~

5.77: OBS: Para as demais fungdes, colocamos somente um resumo das solugdes, na forma de um gréfico
no qual o leitor pode verificar os resultados do seu estudo.

(1) Ass. vert.: z = 0. Ass. obliqua: y = z.

(1,2)

T+

8~

(-1,-2)

7

(2) Ass. vert.: z =0. Ass. obl.: y = z.
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(21/3 21/315-2/3)

, _ -2z
(=) (z2+1)
we oy 2(3z% —1
(@) (z2 +1)
(4)
| (2) = —EF+27)
i i f( ) - (1‘2 _ 1)2
; | "p) = M
% : a: f ( ) (xz _ 1)3
i \\ pt. inflex.: (0,0

f(@) = (1-22%)e

IZ
Grdse
pt. inflex.: (—/3/2,( r Lg\ F(e) = —22(3 — 20%)e
T

) L1 \ pt. inflex.: (1/3/2,7(:/3/2))
VTRV 5)

pt. inflex. (0,0
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z°—1
2341
6>

*************** we o 122(1—22%)
1// @)=
—/\ Pt. de inflexdo: (271/3,-1/3)

7(@) =

z=1

e=-1 Pt. de inflexdo e critico: (0,—1)
(10):
% sen(2z)—sen(x)
2r
3 —

4n

3
(11):

$§+1 iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii y=1
1
) —
f(-'r) (.’D2 +1)3/2
-3z
11 _
\ Pt. de inflexdo: (0,0) fi(z) = (z2 +1)5/2
y=—1 T
5.78: (1)
In|2 — 5z
ez

5

(2)
In(lnz)
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e %(z? - 2z
( ) fl(z) = —(z* —4z +2)e ®

(3-v10/2,1(3-v/10/2)) f'(z) = (2 — 6z +6)e®

(2+v2,f(2+v?2)) — (3+V10/2,§(3+10/2))
— "

L e

ass. horiz.: y =0

(2-v2,f(2-v2))

méax. glob.: (e, /e) pt. infl.: (22, f(z2))

Ass. Horiz.: y =1
pt. infl:: (21, f(z1))

Os pontos de inflexfo sdo solugdes da equagio (1 —Inz)? — 3z +2zlnz = 0. Pode ser mostrado que esses
satisfazem z; ~ 0.58, z; ~ 4.37.

(5)

fl( ) _ 2 — ln:r
lnT’; pt. infl.: (38/3’f(68/3)) z) = T
i / fi(z) = —VEA= 3z
(e ,2/6) 2 |$|3

L
| S

ass. horiz.: y =0

i

max. global em (e, f(e?))
pt. infl. em (e2TV13, f(el+V1E)

27 —
f'(2) = SR, f(e) = B

(Inx)?
1 r= 1 ass. horiz.: y =0

(7) Ass. horiz.: y =1n3. Ass. obl.: y = 2z.
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\ pt. infl.

_e(2e” —1)

111(621 _ ez + 3) fl(‘,E) 622 — ezt +3

_e®(12e* — e** - 3)

min. global: (ln%,f(ln%)) f(z) = (€25 — e + 3)2

(8) Observe que (el*l — 2)3 & par, e néo & derivavel em z = 0.

(el —2)°

\pt. infl.: (In2,0)
“—— min. global: (0,-1)

pt. infl.: (—1n2,0) -~

T

et —zx

(10)

Ass. obl.: y =2 —

Obs: f'(z) = f(2)¢(c), onde ¢(z) =
(apesar de ser continua nesses pontos

(2 +_-L.). A fungfo ndo é derivavel nem em z = 0, nem em z = 1
- F'(@) = (pl@)? + ¢ () f(2) = — 2 5=, logo, f & convexa

- . , . R |
. Bssa func@o possui uma assintota obliqua: y =z — ¢.

1=

~—

em (—o0,0) e (0,1), cébncava em (1, 00

~—

Capitulo 6

6.3: A soma associada d&, usando a férmula sugerida,

e0 el/n eQ/n e(nfl)/n e—1
area(R,) = — + + +- 4 = )
n n n n el/n—1
1/n
Mas lim,,_, o 611;7;1 = limy_,o+ ett—*l = 1. Logo, area(R) =e — 1.
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6.5: (1) I(z)=0sex<i I(z)=(z—3%)sez>1(2) I(z) = —%%—m (3) I(z) = 2% — z.
6.6: (1) 22+C (2) & +C (3) & +C (4) &7 +C (5) 2(1+2)%2+C (6) senz + C (7) —cosz +C

(8) Lsen(2z)+C (9) *+C (10) z+e® +C (11) 1e** +C (12) 2 +C (13) 2y/z+C (14) lnz +C
(15) arctanz + C (16) Com —1 < z < 1, arcsenz + C

6.7: Como :"2—2 — z & primitiva de f(z) = z — 1, temos foz(a: —1)dz = (% — z)|2 = 0. Esse resultado
pode ser interpretando decompondo a integral em duas partes: f02 f(z)dz = fol f(z)dz + ff f(z)dz.

Esbogando o grafico de f(z) entre 0 e 2,

A
~

Vemos que a primeira parte fol f(z)dz = —% é a contribuigdo do intervalo em que f é negativa, € é

exatamente compensada pela contribuicdo da parte positiva ff f(z)dz = +%.

6.8: N3ao, a conta ndo estd certa. E porqué a fungio x% ndo é continua (nem definida) em 0, ora 0
pertence ao intervalo de integragdo. Logo, o Teorema Fundamental ndo se aplica. No entanto, serd
possivel dar um sentido a f_l w% dz, usando integrais impréprias.

6.9: (1) 5, (2) 2, (3) 1, (4) 1. (5) 2.
6.10:

2 Inz

>z A:ffleydy:eQ—e’l.
LI/

Observe que expressando a area com uma integral com respeito a z,

A= /06_1(2 —(-1))dz + /:2 (2—1Inz)dz.

—1

Essa integral requer a primitiva de Inz, o que n&o sabemos (ainda) fazer.

6.11: Consideremos f, para diferentes valores de «:

A

A

A area debaixo do grafico de f,, é dada pela integral

[o73 e—a o
la=| fa@)de="5 [ (@®-a¥)de=(")=3ae".

Um simples estudo de o — I, mostra que o seu maximo é atingido em o = 1.
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6.12: Como [, = nL_HanT“, temos lim, o In = a. Quando n — o0, o grafico de z — z1/” em R, tende
ao grafico da fungdo constante f(z) = 1. Ora, [, f(z)dz = a!
6.13: (1) —% —Z +2 124C,(2) %—%H},( ) —7i — 5 4C, (4) 2tanz + C.

6.14: (1) §(z + 1)8 4+ C (Obs: aqui, basta fazer a substituigéo u=g -I- 1. Pode tambem fazer sem, mas

implica desenvolver um polinémio de grau 7!) (2) 2(21_}_1) +C (3) S=do)? 4I)2 +C (4) —%cos(z?) + C, (5)

1 sen?(z)+C, ou —1 cos?(z) +C (6) 2sen(\/5)+Cl(7) 2+ 2sen(2z)+C, (8) 2In(1+2?)+C, (9) 2(1+
sen:r:)%+C’ 10) ftanzdr = [ 222 dp = —f(cc’”) dz—In|cosz|+C. (11) 31n(1+x2)+5arctan:t+C

(12) f a:rctan(x\?l) + C (13) Com a substltulcé);g u = e*, du = e®dz, [e”tan(e®)dz = [tanudu =

—1n|cosu|+C——1n|cos( )|+ C. (1) grrlyps — g + € (19) 3142 )2 +C (16) gibm +C (17)
— 3057 + =7 + C (a idéia aqui é escrever cos o8t — 52341‘, cost = 1;;52? cost) (18) M M

6.15: (1) Com u = 1 — 22, du = —2z dz, temos
2z3dz / 22) dz ——/1_udu
m m Vu
=-2y/u+ 24+ C
=-2v1-22+2(1-2%)3%?+C.

(2) Completando o quadrado, e fazendo a substituigdo u = 2z — 1,

/ dz _/ dz _/ 2dz
Vz—z® /%_(z_%)z_ V1= (2z -1)2
—/diu—arcsenu+0—arcsen(2m 1)+ C
) VI—wE B .
(3) Comu:lnt,flnTzdmzfudu:”;+C: 1(nz)?+C (4) Com u = €®, [e* e®dz = [e¥du =

et +C =e" +C. (5)flﬁ5d$:$—2\/§+2ln(1+\/§)+c. (6) ftan®’zdz = [(1+tan’z —1)dz =
tanz —z + C.

6.16: (1) senz — zcosz + C, (2) Ltz sen(5z) + 5 cos(5z) + C (3) Integrando duas vezes por partes:

/xQCosxdx:ac2sen:1:—/(2:n)sen:vd:1::mzsenx—2{x(—cosm)—/(—cosm)dm.}

Portanto [z?coszdz = z?senz —2(senz —zcosz) +C. (4) (z—1)e®+C (5) —2e (2> -2z - 2)+C
(6)
/a:3 cos(z?) dz = /:cz(a: cos(z?)) dz = z°(% sen(z?)) — /(Zav)( sen(z?)) dz
= Lz?sen(z?) + % cos(z®) + C.

6.17: (1) [arctanzdz = zarctanz — f 1157 dz = zarctanz — 1ln(14+2%)+C. (2) z(lnz)* —2z(lnz —
1)+ C (3) zarcsenz + /1 — 22 + C (4) [zarctanz dz = L (2% arctanz — z + arctanz) + C

6.18: (1) ——(senz + cosz) + C (2) £

3 (sent—scost)+C( )

1+52 5(sen(lnz) — cos(inz)) + C

6.19: Chamando u = vz + 1, temos

3 2
/ ewm(zx:/ 2ue du = 2{ue" — e*}[; =
0

1

Chamando u = Inz, temos e* du = dz, e
2 7. _ 2 _ 2u 2 1,2
/:v(ln:n) d:c—/ue“du “26 —get + e+ C.

Logo, [z(Inz)?dz = 1z*(Inz)? — L1z?lnz + 127 + C.
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6.20: Representando a metade superior do circulo de raio R centrado na origem com a fungdo f(z) =
v/ R? — z2, podemos expressar o comprimento da circunferéncia como

/\/1+ )]de—zR/ W R/ll\/%:%r}%.

6.21: Lembrando que cosh’(z) = senh z, que cosh? z — senh? z = 1, e que coshz é par,

1 1
:/ \/1+(senha:)2da::2/ coshz dz = 2senh(1) =e—e ",
—1 0

6.22: Temos L = fol V1+e**dz. Com u =1+ e?®, dz = F*~du,

V1+e2 uz
L= / du .

V2 u? —1

Veremos mais tarde como calcular a primitiva (veja o Exercicio 6.40).

6.23: (1) A esfera pode ser obtida girando o semi-disco, delimitado pelo grafico da fungdo f(z) =
Vr? —z2, z € [—r,r], em torno do eixo z. (2) O cilindro pode ser obtido girando o grafico da fungéo
constante f(z) = r, no intervalo [0,k]. (3) O cubo nfo é um sélido de revolugdo. (4) O cone pode ser
obtido girando o gréfico da fungdo f(z) = 7z (ou f(z) =r — ), no intervalo [0, h].

6.24: 11w

6.25: .

6.27: A area é dada por

/ sen(z)dz = — cos(z)|7,, = —(-1) —0=1.
/2

Girando em torno do eixo z: V5 = f;r/z m(senz)? dz. Ou, com as cascas: V; = fol 2my(m/2 — arcseny) dy.
Em torno da reta ¢ = 7, usando as cascas: V> = f:/2 2m(m — z)senz dr. Sem usar as cascas: Vo =

1—fo (arcseny)? .dy.

6.28: O cone pode ser (tem varios jeitos, mas esse é o mais simples) obtido girando o grafico da fungéo
flz) = %:c, 0 <z < H, em torno do eixo z. Logo,

H 2 H 2 3
R \2 B RH 1 _,

Obs: pode também rodar o grafico da fungéo f(z) = —%x + H,0<z < R, em torno do eixo y.

6.29: O volume é dado por V = fl 7(y/z1lnz)%dz. Integrando duas vezes por partes, obtem-se

25, _ T° 2_ [T 1
/m(ln:c) dz = 5 (Inz) / 5 2(1n:n)$d:v
z

2
2 2 2
1
:%(Inm)g—{?lnm— m?fdx}
2 2 2
= %(Inm)g — %lnm—}— % +C

Logo, V = el
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6.30: (1) Cil.: fol 7(z?)? dz, Casc.: fol 2ry(1—\/y)dy. (2) Cil.: fol 7(12 — (1 —z?)?) dz Casc.: fol 2m(1—
¥)(1—/¥)dy, (3) Cil: [ m((1+2%)> —12)de Casc.: [, 2m(1+y)(1—/7)dy (4) Cil: [, 7(1% - /5°) dy
Casc.: fol 2rz - z2 dz (5) Cil. fol m(1— /y)* dy Casc.: fol 27(1—z)z% dz (6) Cil.: fol (22 — (14 /¥)?)dy
Casc. fol 2m(1 + z)z? dz

6.31: Com o método dos cilindros,

V:/137r22dw—/137r(2—(1—(3:—2)2))2d$.

OU, usando o método das cascas,

1
14 :/ 2m(2 — y)2+/1 — ydy .
0

OU, transladando o grafico da fungéo, e girando a nova regido (finita, delimitada pela nova curva y =

—1—z2% e 0 eixo z),
+1 +1
V= / n2%dz — / n(—1—z%)%dz.

—1 —1

6.32: O volume é dado pela integral

+1 +1 2z 2 —2z
V = / 7 cosh? zdz = 7r/ %dm

-1 -1 4
_,n.{er-l-z 6292}+1
T\ TP Ty,
Ty o —2
= —<ge“+4—e¢
1 }

6.33: Em torno da reta z = 7

- 0
V= / 2n(m —z)|cosz|dz, ou V= / (7 — arcos y)2 dy.
™/2 -1

Em torno da reta y = —1:

0

V:/ 7r~12d:1:—/ m(cosz — (—1))*dz, ou V:/ 2n(y — (=1))(m — arcosy) dy .
w/2 w/2 _1

6.35: Se trata de mostrar que a area lateral de um cone truncado de raios r < R e de altura h é dada
por
A=m(R+7r)\/h?+ (R—1)2.

De fato, fazendo o corte,

D
" l
E
Chamando a distancia CD de [, e a distancia CE de L, temos A = TRL — 7rl. Uma conta elementar
mostra que [ = g™ +/h*+ (R —r)?, eque L = %«/hQ + (R — r)?. Isso da a férmula desejada.
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6.36: Como a esfera é obtida girando o grafico de f(z) = vV R? — z2, a sua 4rea é dada por

R ; R
A:27r/ \/R2—$2\/1+(\/R2—:r2)2d3::27rR/ dz = 4TR?.
—R —R
6.37: Para ter m = % + mziil, isto € 1 = A(z? + 1) + Bz, A e B devem satisfazer as trés condigdes

A=0,B=0, A=1, que obviamente é impossivel.

6.38: Para ter m = % + (mfl)z, isto ¢ 1 = A(z + 1)2 + Bz, A e B precisariam satisfazer as trés

condigées A =0, 2A + B =0, A = 1, que obviamente é impossivel.

5 4 2

6.39: (1) % arctan(v/2z)+C (2) Como zf—j_l = 2®—z+ %, temos [ E7 dz = -5 +11In(2?+1)+C.
(3) z_+12 + C

1 _ A B _
@) T = + 771 Colocando no mesmo denom

inador, A e B tem que satisfazer 1 = (A + B)z + A para todo z. Logo, A = 1e B = —1. Isto &,

11 1
/ 21 dm:/ldx—/ida:
¢ +z T z+1

= — ——. Logo,
=ln|z| —Injz + 1|+ C,

(4) A decomposigdo em fragles parciais é da forma

z2+z T =z z+1°

(5) O integrante é da forma gg;, em que o grau de P é menor do que o de (). Além disso, podemos

fatorar z3 + z = z(z2 + 1). O polimémio de ordem 2 tem discriminante negativo. Logo, é irredutivel, e
podemos tentar uma decomposicdo da forma

1 A Bz+C

——=— 4+ ——— Vz.
z(z?2 4+ 1) :z:+m2+1 ’

Colocando no mesmo denominador, A B e C tem que satisfazer 1 = (A + B)z? + Cz + A para todo z.
Logo, A=1,C=0,e B=—-A=—1. Isto é,

1 1
/ da::/fd:r—/idm:lnhﬂ—/ T iz
3+ T z2 +1 z2 41

=In|z|- iIn(z®+1)+ C,

Nesta tltima integral, fizemos u = z? + 1, du = 2z dz. (6) Como A = 16 > 0, podemos procurar fatorar
e fazer uma separacdo em fragdes parciais,

/ dr / dz 1/ dzr +1/ dr 11‘m—1‘+c
= = —= L = =>1n .
z2+2z -3 (z+3)(z—1) 4 z+3 *)z-1 “*70z+3

(7) Como A = —8 < 0, o denominador néo se fatora. Completando o quadrado,

/ dz _/ dz _l/ dz —iarctan(ijl)—f—C’
2+2z+3 ) (z+1)2+2 2 ($j§1)2+1_ﬂ V2 '

(8) Como ﬁ =L- ﬁ + ﬁ, temos
dz 1 1
—— =1 ~imz-2|-—"——1+C.
/a:(m—2)2 ilnlel = glnle =2 - 57— +
(9)m:%+%+%,comA:—l,B:1,C:1.Logo,
dz 1
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(10) Como t* + 3 = t3(¢ + 1), procuramos uma separagio da forma

! —A+B+C+D \Z
3t 2 3 41 '

Colocando no mesmo denominador e juntando os termos vemos que A, B, C, D tém que satisfazer
1=(A+D)*+(A+B)t* +(B+C)t+C Vt.
Identificando os coeficientes obtemos C =1, B = —-C = -1, A= —-B =+1,e D = —A = —1. Isso

implica
[een= - Jor 5]

=In|t —Inft+1
n||+t 2t2 njt+1/+C.
(11)
/ /d:v / / dz / dz
m+1)3 z+1 (z +1)2 (z+1)3
1 1
=ln|z| —Injz+ 1|+ + +C.

z+1 2(z+1)2

(12) f:”'Hd = [% = In|z| + C (13) Com u = z* — 1, fsz—ild:z: = 1In|z* — 1| + C (& bem mais
51mp1es do que comegar uma decomposigio em fragdes parciais...) (14) Primeiro, observe que z3 + 1

possui z = —1 como raiz. Logo, ele pode ser fatorado como z* +1 = (z+1)(z? —z+1). Como z?> —z+1
tem um discriminante negativo, procuremos uma decomposigdo da forma
1 A Bz +C

m3+1_m+1+m2—:c+1'

E facil ver que A, B e C satisfazem as trés condicbes A+ B =0, —A+B+C =0, A+ C = 1. Logo,
A= %, B = —%, C = % Escrevendo

/ dz 1/ dz 1/ T—2
—1 _1 dz
z3+1 3) z+1 3 ) z2—z+4+1

_1 1 -2
Agora,
z—2 2z — 1 dr
" % dr=1) = - 4 _§/7
/:1:2—:7:-|-1 :p 2/:r2—:zz+1 S B R
dz
_ 1 2 3
=1l —z+1 - a:rctan(\%(m—%))+0.
Juntando,
d
/Tj_l:%lnkv-{-ﬂ iln|z? —m+1|+3farctan(j§(m—%))+C.
6.40: O comprimento é dado porL:fO1 V1+e**dz. Seu=+1+e?, entdo dz = z*5du, logo

1+e* 2 1+e? V1+e* d
L:/ = du:/ 1du+/ =
V3 us —1 V3 V3 us —1

— 1

qu1‘-%—6" Logo,

£/ 4 _
:\/1+e4—\@+11n[ lte 1~ﬁ+1].
2Tt +1 V21
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6.41: Com a dica, e a substituigdo u = senz,

/ dz / cos T / du / du
= d:]’; = —_— = —
coszT 1—sen?z 1—u? u? —1

1
1
—71‘ ‘ c
2 Ilu+1 +
1
:%In‘ +senx‘+c
1—senz

Observe que essa ultima expressdo pode ser transformada da seguinte maneira:

2

senz + 1 1. |(1+senz)? 1+senz
n‘i = ‘ ‘— ‘7‘:1n‘ —i—tanx‘.

D=
—

senz — 1 cos?z CosT CosT

6.42: Como A =4?—-4.13 < 0, o polinémio z? +4z + 13 tem discriminante negativo. Logo, completando
o quadrado: 22 +4z +13=(z+2)? -4+ 13=(z+2)?+9, e

/¥dm—/¥dm—l/;dm
2?2 +4z+13 ) (242249 °) (L(=z+2)2+1

Comu:%(:B+2),:n:3u—2,3du:dm,
1 T 1 [3u—2
s | —————dz =1+ du
9/(;(x+2))2+1 3/u2+1

2u du
1 2
2/u2+1 3/u2-|-1

= +In(uv® + 1) — 2 arctan(u) + C

1
=1ln(z® +4z+13) - 2 arctan(g(:v +2))+C

6.43: (1) Com u = z — 2, foo d:” = lim;_ 0o fL dz = lim;_, o fL Pdu — fim; oo In(L — 2) =

U
0o, diverge. (2) Diverge (é a &rea da regido contida entre a pardbola z2 e o eixo z!) (3) 100 iz =

L . L .
limy o f; ZI = éth_}oo{l - 75} = %, logo converge. (4) Como [’ cosz dz = sen L, e que sen L ndo

possui limite quando L — o0, a integral imprépria fooo cos z dz diverge. (5) [~ -&

0 z241
1 _ 1 _1
(6) Temos o = P =5 :v+1’ logo

T
= 7, logo converge.

L
/ji""'_{m}h {n(e + )}F = 0L —In(L +1) +In2.
1 Z

Mas como limy ,eo{ln L — In(L + 1)} = limy ;0 In L =1Inl = 0 temos foo gjac =In2 < o0, logo
converge. (7) converge. (8) Com u=Inz, [BZdz = fudu = % 4 C, logo [° 2 dg diverge. (9)

converge (pode escrever z¢ = u?, onde u = 322)

6.44: (1) L(s) = . (2) L(s) = %. (3) Integrando duas vezes por partes, & facil verificar que L(s)

satisfaz L(s) = $(3 — +L(s)). Logo, L(s) = 13- (4) L(s) = -5-

S

6.45: A fungdo tem domlnio R é impar e possui a assintota horizontal y = 0, a direita e esquerda. A
sua derivada vale f'(z) = (a:2+1) Logo, f decresce em (—oo, —1], possui um minimo local em (-1, %),
cresce em [—1, +1], possui um um maximo local em (+1, %), e decresce em [1,400). A derivada segunda
vale f'(z) = 2(2(2zj;)9§). Logo, f possui trés pontos de inflexdo: em (—+/3, —@), (0,0) e (3, ?), e é

cbéncava em (—oo, —?], convexa em [— ‘f ,0], céncava em [0, ?], e convexa em [@, +00).

A
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Vemos que a area procurada é dada pela integral imprépria

(o] P L T
/ ———dz= lim [ ———dz= lim In(L’ +1) = +o0.
0o T+ 1 L—oo Jg ¢+ 1 L—oo

6.46: f tem dominio R, e é sempre positiva. Ja que
T e$

=1, lim =0,
z——o00 1 4 e%

lim = lim ——
t—too 14+ e® z—tool4 e 7

. . . . z
f tem duas assintotas horizontais: a reta y = 0 a esquerda, e areta y = 1 a direita. Como f'(z) = (1+e7)2
é sempre positiva, f & crescente em todo z (nfo possui minimos ou méximos locais). Como f"(z) =
e”(1—e”)
(1+ez)2 )
céncava em [0, c0), e possui um ponto de inflexdo em (0, 1):

T

e que essa é positiva quando z < 0, negativa quando z > 0, temos que f & convexa em (—o00, 0],

A area procurada é dada pela integral imprépria

(o) x oo
/ {1— € }dm:/ L dz
0 1+e” o l+e®

Comu=e*+1dadu=e"de=(u—1)dz, e

/ L dw:/#du.
1+e® u(u — 1)

A decomposigédo desta tltima fracido da

1 du du
——du=—- | — =1 1 -1
/u(u—l)u /u+/u—1 nlu|l+1n|u |+ C

Logo,

1 ! L
/ dz = lim dz = lim { —In(e®+1)+1n e’”}
o l+e® L—oo Jq 14 €% L—o0 0

= lim {—ln(l—f—e*m)}L

L—oo 0

=1In2

6.47: Considere por exemplo a seguinte fungdo f:

TAMLL ]|

3 4 5 6 7

Fora dos triangulos, f vale zero. O primeiro tridngulo tem base de largura 1, o segundo %, o k-ésimo
2%1, etc. Logo, a integral de f é igual & soma das areas dos triangulos:

oo
/0 f@de=3+1+s+5+ - =1.

Assim, a integral imprépria converge. Por outro lado, ja que f(k) = 1 para todo inteiro positivo k, f(z)
ndo tende a zero quando z — 0.
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6.48: (1) Como \/15(, = L com p = /2, a integral converge se e somente se a > 2. (2) Definap := a?—3.
Pelo Teorema 6.4, sabemos que a integral converge se p > 1, diverge caso contrario. Logo, a integral
converge se a > 2 ou a < —2, € ela diverge se —2 < a < 2. (3) Converge se e somente se o > 1/2 (pode
fazer u = Inz).

6.49: O volume do sélido é dado pela integral imprépria

[ee] 1 2 ood
V:7r/ (—) d.’L‘:ﬂ'/ —m.
1 zd p zH

Pelo Teorema 6.4, essa integral converge se 2g > 1 (isto é se g > %), diverge caso contrario.

6.50: (1) Como z? + ¢ > z2? para todo z € [1,00), temos também 21+x < % neste intervalo, logo
loo gf_z < [ ‘j; < o0, converge. (2) Como z + 1 > z para todo z > 1, fl f(:c+1) < 1°° \}igz —
floo I%fz < o0, converge. (3) O°° 1121 < fo e %dr < oo, converge fl = dz > floo zz dz =
fl dz = oo, diverge. (5) Como fo 222“ = 0 2z2+1 -I-fl 2z2+1 fl 2z2+1 < 100 22 < oo, temos
que fooo 2:;3_1 converge (6) Escrevendo 2 — = I%T;—il, e observando que o méaximo da fungado % no
intervalo [3,00) é Z, temos fs mz 1 < g 300 iﬁ < 0, logo a integral converge. Um outro jeito de fazer

é de observar que se z > 3, entdo z2 — 1 > z3/2. (7) Como v/z2 4+ 1 > v/z22 = z em todo o intervalo de
integragfio, [, fjldm > [° Zdz = [[° 1dz. Como aqui é uma integral do tipo [;° Ldz com p =1,

ela é divergente. Logo, pelo critério de comparagdo, floo ijldx diverge também.

) [ iu_r} dz < fooz dr = [[° % dz < oo, converge. (9) Como senz > —1, flool‘z“‘lxﬂdm

e 2 4z = [° zdz = oo, diverge. (10) Como Inz > 2 para todo z > e, temos que [ e~(n2)* gg

z
© _—2lnz _
[=e dz = feg 22, que converge.

2
<

6.51: Observe que se 0 < z < 1, entdo e /2t < 1, e se z > 1, entdo 22 > z, logo e~2 /2t < e~®/2¢,

Logo,
oo 2 1 2 oo 2 1 0o
/ e_?dm:/ e_fda:+/ e_?dazg/ dm+/ e 2/’ 4z .
0 0 1 0 1

22
Como essa ultima integral converge (ela pode ser calculada explicitamente), por comparagéo fooo e~ 2 dz

. _ 2
converge também. Como z +— e~ % /2

y = z/+/t, temos

é par, isso implica que f(¢) é bem definida. Com a mudanga

que ndo depende de ¢. Assim, f é constante.

6.52: (1) Por deﬁmgao fo m = lim, .o+ flfs \/dL = lim_,o+ {-2v1 -z}~ = 2. Logo, a in-
tegral converge. f01+ h:}f)d 11m5_>o+ Ik ! ln(z) dz. Integrando por partes, definindo f'(z):=

9(z):=In(z), temos f( ) =2v2, 4'(z) =

/h\l}? dz = 2/zn(z) - 2/\:/35d:c =2z ln(z) - 2/%&2
=2/zln(z) — 4z + C.

(Obs: pode também comegar com u = /z, € acaba calculando 4 [ In(u)du.) Logo,

\/7)

lln(m) = lim zln(z) — 4/ !
/0+ ﬁdx_l {2vzIn(z) — 4v/z + C},
= lim —4 —2/eln(e) +4/e = —

e—0t
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Este ultimo passo é justificado porqué lim. .o+ /¢ = 0, e porqué uma simples aplicagio da Regra de
Bernoulli-'Hépital da lim. o+ v/€ln(e) = —limy_, o % = 0. Como o limite existe e é finito, a
integral improépria acima converge € o seu valor é —4.

(3) Observe que a fungdo \/e];j ndo é definida em t = 0, logo & necessario dividir a integral em duas

integrais improéprias:
(e} 1 1
dt +

1 o 1
——dt = — ——dt
ot Vet —1 ot Vet —1 /1 Vet —1

= lim dt + lim

1o SO |
—_— —dt
e—)O‘*‘/E‘ et —1 L—>oo‘/1 Vet —1

Para calcular a primitiva, seja u = Vet — 1, du =

2\/2%1(11&, ié dt = Fdu, e
1 du
————dt=2 | —— = 2arctan(u) + C
/ Vet —1 / u? +1
= 2arctanvet —1+C

Logo,

lim

dt—21 tan /e = 2arctanve—1
5—>O+/ \/7 1m arctan | arctan e

lim

i o=

. .. . [e%) d .
Como esses dois limites existem, |, converge, e o seu valor é 7.
0 /et—l

——dt =2 hm arctan /et |1 =7 — 2arctanv/e — 1

6.53: (1) —cosz+3cos®z+C (2) Comu =senz, [cos®zdz = [(1-u?)?du=---=senz—Zsen’z+
tsen®z + C (3) Escrevemos [(coszsenz)°dz = [ sen® z(1 — sen® z)? coszdz. Com u = senz da

/sen5 z(1 — sen® z)% cos zdz = /u5(1 —u?)%du
= /(u5 —2u” +u®)du

ub ud il
A G,

6 8 + 10 +
_senz  senz N senl® z Le
6 4 10 '

(4) —Coiz?; +C (5) Com u = sent, [(sen®tcost)e’**dt = [u?e“du. Integrando duas vezes por partes

e voltando para a variavel ¢,
/uZe“du =u?e" — /(2u)e“du

= vu’e* — 2{ue* - /e“du}
=u?e* — 2{ue* —e*} +C
=e¥(u? —2u+2)+C
snt(sen®t — 2sent +2) + C'.

=e

(6) Com u = cosz, [sen®zy/coszdz = — [(1-u?)yudu=— [(u'/2—u®?)du = —2u%2+ 24724 C =
—2(cosz)%? + Z(cosz)"/2+ C. (7) [sen?z cos? zdz = [(1—cos? z) cos? zdz = [ cos® zdz — [ cos* z dz,
e essas duas primitivas ja foram calculadas anteriormente.

235

Versdo 1.0 (16 de fevereiro de 2013). Sugestdes, criticas e corregdes: sacha@mat.ufmg.br



APENDICE A. SOLUGOES DOS EXERCICIOS

6.54: (1) [sec’zdz =tanz+C. (2) [tan’zdz = [(tan®’z+1—1)dz =tanz—2z+C. (3) [tan’z dz =
[tanz(l + tan’z)dz — [tanzdz = %tanzw —In|cosz| + C. (4) [tanzseczdz = secz + C. (5)
ftan4msec4a:d:n = [tan*z(tan®z+1)sec’zdz = [u*(u+1)du = lu7+1u5—|—(] = %tan7a:+%tan5 T+
C. (6) [cos®ztan® zdz = [sen®zdz = [(1—cos?z)?senzdz = — )2du——u+ uw?—tub+C =
—cosm+7cos3m—écos5m+C. (7) [sec® ztan® z dz = [ sec* z(sec :v—l)(tanmsecm)d:r = fw (w? —

1)dw = tw” — tw® + C = sec’ ¢ — Lt sec® z + C. (8) Por partes (lembra que (sec6)’ = tan 6 sec):

l\.)/-\\l

/sec295ec€d9:tanGsec@—/tan205ec9d9

:tanGsec@—/(seczﬁ— 1)sec6db.

Logo,
/sec36d0:%tan@secﬁ—{—%/secedﬁ.

Ja calculamos a primitiva de sec§ no Exercicio 6.41: [sec6df = 1n|sec€ + tan9| + C. Logo,

/sec36d6 = %tanﬁsec0+ %1n|sec6+tan0| +C.

6.55: De fato,
(;ﬂcsenw+;w1/1_mz)’:;#+; 1—a 4 lg 2%
2 2 2 /1—$2 2 2 2 /1_3:2
, 1-2° 1 2

/1 — 2
=1/1-224+1/1-22=/1-22.

6.56. A area é dada por A = 4f0a Ba/1— 2—2 dz. Com ¢ = asend,

N 3 x
A:4ﬂ/ Ml—%dm:z}aﬁ/ cos26d8 = maf.
0 a 0

Quando a = B = R, a elipse é um disco de raio R, de 4rea 7R - R = nR?.

6.57: (1) Sabemos que [ \/1‘11”7 = arcsenz + C, mas isso pode ser verificado de novo fazendo a sub-

stituicdo z = sen6: \/1df22 =/ \/1_:61129 cosfdf [df = 6 + C = arcsenz + C. (2) Com z = +/10sent
da

0 t
/\/» sen’ V10 costdt = \/> /sen tdt

0 cost

z7
/ V10 — m2

Uma segunda substituicdo u = cost da

/sen7 tdt = /(1 — cos®t)% sentdt
= —/(1 —u?)3du
- /(1 —3u? 4 3u* —u®)du
1
= —{u—u3+§u5 — ?u7}+0

Para voltar para z, observe que u = cost = /1 —sen?t = /1 — (z/+/10)2. Logo,

3 5 7

z7 7 \/ 2 \/ z2 3¢ z2 1 z2
T 4z =10 {— A L A Y P R 1—7} C
/\/10—932 ‘ 0" 0 5 0 T7 10J7"
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(3) Observe que v/1 — z3 ndo € da forma v/a? — b2z?! Mas com a substituigdo u = 1—23, [ \/% dz =
-3/ d—\/% = -2,/u+C = —2+/1 - 23+C. (4) Aqui uma simples substituicio u = 1-z* da [ zv/1 — 22 dz =
-3(1 —22)3/24C. (Pode também fazer z = sen 6, é um pouco mais longo.) (5) Completando o quadrado,
3—2z—z22=4—(z+1)%2 Chamando z + 1 = 2sen¥,

2senf — 1

z
—_dr= | ———2cosfdf =2 [ senfdf — | df
/\/3—21:—3:2 V4 —4sen? 6 / /

= —2cosf—-6+C.

Voltando para z, temos

T
" dr = —924/1 — (&EL)2
/\/3—2:1:—302 * (%29

6) Com z = 3senf obtemos [ 2°v/9 — 22dz = 3* [ sen® 6 cos? 6 db.
(6)

6.58: (1) fazendo z = L tanf da

z3 (tan6)® 1
——dz = — sec? 6d6
Vaz? +1 Vsec?6 2

_ 3
= % tan” @ sec 8d6

& [ (sec® 6 — 1) sec§ tan 6d6

Com w = sec§, obtemos [(sec?§ — 1)secftanfdf = @ —secf + C. Mas tanf = 2z implica sec§ =

Vtan? 6 + 1 = /1 + 4z2. Logo,
(1—|—4m2)2 V1 + 4z +C

/ Vaz? + 48 16

Observe que pode também rearranjar um pouco a fungéo e fazer por partes:

/\/4:1:27 / 43:2
:%{f\/m_/(zm)\/mtix}

(4$2 + 1)3/2

1.2 1
= = 42 1—=
4{”3 R R Y5

b+c,

da na mesma! (2) Com z = tan¥d, temos

/x3\/$2+1da¢:/tan395ec39d0

(sec? 8 — 1) sec? f(tan 8 sec §) d§

Il
—

sec® — lsec30—}—C
(z? + 1% - L(2? +1)*2 +C.

(via w = sech) =
1
5

(3) Aqui ndo precisa fazer substituigdo trigonométrica: u = z% + a? da [zv2? +a?dz = 1 [ udu =
1ud/2 + C = 1(z% +a%)%2 + C. (4) Como 22 + 2z + 2 = (z + 1)? + 1, a substituigio z + 1 = tanf da
f \/w2+2$+2 = f S:eccgg df = [secfdf =1In|secf +tanb|+C =1In|z+ 1+ Va2 + 2z + 2|+ C. (5) Apesar
da funcao 0 s Ndo possuir raizes, facamos a substituicdo z = tan6:

1
z2+1)
dz sec? 6 de
27 4= | = = 46de.
/ (z2 +1)3 / (tan® 8 + 1)3 / sectd /COS
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Essa ultima primitiva ja foi calculada em (6.44): [cos*6df = % sen9 cos® 6 + 36 + 16 sen(20) + C. Ora,

T

se tand = z, entao sene—wecose—\/ﬁ Logo,

dz _ z 3 z c
(:v2 F18 T ait22)e T é{a“tam Ty } +

(6) Com z = 2tand, [ 75— 2 =3 f S‘fe‘;sgeg dd = —;-L5 + C. Agora observe que 2tanf = z implica
senf = ——2—. Logo, fa:2\/d;2+4 =¥zt O

6.59: Ja montamos a integral no Exemplo 6.21, e esta pode ser calculada com os métodos dessa segdo:
L= 2f01 V1+4z2dz = % +1ln(3 + %)
6.60: (1) Sejaz = V/3sech. Entdo dz = v/3secftanb, e

/ 3\/z% — 3dz = / 3sec)®v/3tan 6+/3secftan §do
VEY /{sec2 6 tan? 8} sec? 6d6
( com u =tanb) = \/§5 /(uz + 1)udu
= \/55(u5/5 +4¥/3)+C
Mas como cosf = \/g/:n, temos (fazer um desenho) u = tané = m/\/ﬁ Logo,

/$3\/:c2—3dm:%\/m2—35+\/:1:2—33+0

Um outro jeito de calcular essa primitiva é de comegar com uma integragdo por partes:

/$3md$: %/wQ {2$\/ﬁ}dm: {zZ(QUQ;/Z)g/Z —/2:3@2;/2)3/2(1;;}

D=

2 _ 2)3/2

_1J.2 (=% - 3) 2 2 9\3/2

= 2{3: 3/2 3/2:r(x 3) d:v}
2 _ 2)3/2 2 _ 9)5/2

_1f.2 (z® —3) 2 (2 - 3)

BE {"’ 3/2 37 5/2 } +c

— %$2($2 _ 3)3/2 _ %(mz _ 3)5/2 +C )

om T = asec T = | secC —n secd + tanf| + omo cos —7
C 9, \/;d fde =1 0 8|+ C. C 0

//‘\/ a? = tant9—7””2’a2

dz =In|2 + Y2 =2%| 4 C. (3) Com z = secf, dz = sec § tan 6d6:

Logo, [ \/zzwfaz
z8 sec® 6
/\/ﬁdm = /msecetanede
= /sec2 6 sec? 6d6
= /(tan2 6 + 1) sec? 6d6

(u:=tand) = /(u2 + 1)du

3
u
— c
3 Tut

tan3 6
= ax; +tanf + C'.
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Mas sec§ = z implica tanf = v/z2 — 1. Logo,

z8 1 3
——  dr=(2*-1)2++Vz2-1+C.
/\/:cz—l 3( )

239

Versdo 1.0 (16 de fevereiro de 2013). Sugestdes, criticas e corregdes: sacha@mat.ufmg.br



Indice Remissivo

arcos, 42
arcsen, 41
arctan, 42
area
de regido do plano, 150
angulo, 15
de refragdo, 128
medido em graus, 15
medido em radianos, 16
“sanduiche”, 68, 73

abcissa, 10
aceleracdo, 113
aproximacao
por racionais, 49
por retangulos, 142
por cascas, 164
por cilindros, 161
assintota
obliqua, 134
horizontal, 60, 63
vertical, 76

circulo, 14, 91, 109
equagao, 26
forma genérica, 14
circulo trigonométrico, 17, 22
cilindro, 161
coeficiente angular, veja inclinagdo
completar um quadrado, 5, 14, 32, 193, 232
comprimento de arco, 159
cone, 34
conjugado, 68
conjunto
denso, 48
continuidade, 80
a direita/esquerda, 80
corda, 34, 57
cosseno, 17

fungao, 22

grafico, 31

hiperbélico, 56
crescimento no oo, 133
critério

de comparagdo, 178

decomposicdo em fragdes parciais, 172
derivada

de fungdes trigonométricas, 94

de poténcias, 94

como funcgdo, 93

de exponencial e logaritmo, 95

e variagdo, 103, 105

implicita, 108

lateral, 92

logaritmica, 100
descontinuidade, 71
desintegragdo, 55
diferenciabilidade, 90

e continuidade, 92
disco, 142
distancia Euclidiana, 11
divisdo por zero, 3, 22, 189
dominio, 22, 52

equagao
conjunto de solugdes, 4
de reta, 12

do primeiro grau, 4

do segundo grau, 4
esfera, 34, 163
estudos de fungdes, 137
Euler, Leonard, 54
exponenciagdo, 99
exponencial

divergéncia, 47

na base a, 49

na base e, 45, b4
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propriedades, 49

fisica estatistica, 45

fatoragdo de polin6émio, 8

fungdo, 21
bijetiva, 38
composigdo de , 35
exponencial, 45
integravel, 145
inversa, 38
limitada, 23
logaritmo, 45
par, 29, 56
periddica, 30
cbncava, 115
continua, 80, 147
convexa, 115
crescente, 104
decrescente, 104
limitada, 68

fungdo
derivavel num ponto, 90

funcdo area, 147

fungbes trigonométricas
hiperbdlicas, 56

Gauss, curva de Gauss, 55
grafico, 24
area debaixo de um, 141, 175
transformacao de, 32, 196

hipérbole, 56

identidades trigonométricas, 18, 19, 33
imagem, 37
inclinagdo, 12, 24
indeterminagdo, 60, 66

do tipo “3”, 70

do tipo “3”, 73, 90

do tipo “oo — 00”, 67
inequagao

resolugdo gréfica, 33
inequacdes, 7

com valores absolutos, 9

de fungles trigonométricas, 181

por partes, 156

por substituicdo, 153
integral

de Riemann, 145

propriedades da, 146
integral de Riemann, 161
integral impropria

em intervalo finito, 180

em intervalo infinito, 174
interpolagao, 25
intervalo

aberto, 6

fechado, 6

semi-aberto/fechado, 6

semi-infinito, 6

juros
taxa de, 53

Kepler, Johannes, 52

Lei de Snell, 126
Leibniz (Wilhelm), 141
limite, 49, 72, 174

lim,_,o *2%, 75

T — 00, 59, 62

de integragdo, 145

propriedades, 64

bilateral, 72

infinito, 64

lateral, 69

propriedades, 71
limites

de fungdes continuas, 83
linearizagao, 106
logaritmo, 51

férmula de mudanca de base, 52

grafico, 51

na base a, 45

natural, 54

neperiano, 54

propriedades, 52

informacgao minimo
teoria da, 46 global, 118
integragdo local, 120
de fungles racionais, 169 maximo
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global, 118

local, 120
maximos e minimos, 118
montar fungdes, 34
movimento

retilineo uniforme, 112
movimento oscilatério, 114
mudanga de variavel, 78

naimeros
inteiros Z, 4
naturais N, 4
racionais diadicos, 48
reais R, 3
reais ndo-negativos R, 6
reais positivos R*, 6
Napier, John, 51
Newton (Isaac), 141

ordem, 6
ordenada, 10

na origem, 12
otimizacdo, 123

parabola, 25, 32, 88
periodo, 30
piramide, 35
plano Cartesiano, 10
poténcia
inteira, negativa, 28
inteira, positiva, 28
inverso de, 40
Poténcias de dez (filme), 50
Potencial
de Lennard-Jones, 122
preimagem, 37

regra de Leibniz, 96
regras de derivagao, 96
resolugdo numérica, 83
reta, 11, 24
inclinagdo de, 90
tangente, 89, 107
Riemann (Georg Friedrich), 145

sélidos de revolugdo, 160
seno, 17
funcdo, 22
gréafico, 30
hiperbélico, 56
substituigdo
trigonométrica, 184

tangente, 17
grafico, 31
hiperbélica, 56
taxa
de variagdo, 90
taxa de variagdo, 111
taxas relacionadas, 114
tempo de meia-vida, 55
Teorema
de Rolle, 102
do valor intermediario, 82
do valor intermedidrio para derivada,
102, 105, 117
Teorema Fundamental do Calculo, 147, 149
translagdo
horizontal, 32
vertical, 32
trigonometria, 15

valor absoluto, 7

primitiva, 148, 152 variavel
muda, 145
quadrante, 10 variagdo, 103
TP velocidade
racionais diédicos, 73, 200 instantanea, 112
ralz . velocidade
fungdo, 23 média, 111
quadrada, 5
reflexdo, 33
regra
da cadeia, 97, 154
Regra de Bernoulli-I’'Hépital, 128
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