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Prefacio

Este texto cobre o material para um curso de Geometria Analitica ministrado para estudantes da area
de Ciéncias Exatas. O texto pode, mas nao € necessario, ser acompanhado um programa como o
MATLAB® *, SciLab ou 0 Maxima.

O conteddo é dividido em sete capitulos. O Capitulo 1 trata das matrizes e sistemas lineares. Aqui
todas as propriedades da algebra matricial sdo demonstradas. A resolucdo de sistemas lineares é
feita usando somente o0 método de Gauss-Jordan (transformando a matriz até que ela esteja na forma
escalonada reduzida). Este método requer mais trabalho do que o método de Gauss (transformando
a matriz, apenas, até que ela esteja na forma escalonada). Ele foi o escolhido, por que também
€ usado no estudo da inversdo de matrizes no Capitulo 2. Neste Capitulo & também estudado o
determinante, que é definido usando cofatores. As subsecdes 2.2.2 e 2.2.3 sao independentes entre
si. As demonstracdes dos resultados deste capitulo podem ser, a critério do leitor, feitas somente para
matrizes 3 x 3.

“MaTLAB® & marca registrada de The Mathworks, Inc.

Vii



Viii Conteldo

O Capitulo 3 trata de vetores no plano e no espaco. Os vetores sao definidos de forma geométrica,
assim como a soma e a multiplicacao por escalar. Sdo provadas algumas propriedades geometrica-
mente. Depois sdo introduzidos sistemas de coordenadas de forma natural sem a necessidade da
definicdo de base. Os produtos escalar e vetorial sao definidos geometricamente. O Capitulo 4 trata
de retas e planos no espaco. Sao estudados angulos, distancias e posicoes relativas de retas e
planos.

O Capitulo 5 traz um estudo das secdes conicas. Sao também estudadas as coordenadas po-
lares e parametrizacdes das conicas. As superficies sao estudadas no Capitulo 6 incluindo ai as
guadricas, superficies cilindricas, conicas e de revolugdo. Neste Capitulo sdo também estudadas as
coordenadas cilindricas, esféricas e parametrizacéo de superficies e curvas no espaco. O Capitulo 7
traz mudanca de coordenadas, rotacao e translacdo. Dada uma equacao geral de 2° grau em duas ou
trés variaveis, neste Capitulo, através de mudancas de coordenadas é feita a identificacdo da cbnica
ou da quadrica correspondente a equacao.

Os exercicios estdo agrupados em trés classes. Os “Exercicios Numéricos”, que contém
exercicios que sao resolvidos fazendo calculos, que podem ser realizados sem a ajuda de um com-
putador ou de uma maquina de calcular. Os “Exercicios Te0ricos”, que contém exercicios que reque-
rem demonstragcdes. Alguns sdo simples, outros sdo mais complexos. Os mais dificeis complemen-
tam a teoria e geralmente sdo acompanhados de sugestdes. Os “Exercicios usando o MATLAB®”,
que contém exercicios para serem resolvidos usando o MATLAB® ou outro software. Os comandos
necessarios a resolucao destes exercicios sao também fornecidos juntamente com uma explicacéo
rapida do uso. Os exercicios numéricos sao imprescindiveis, enquanto a resolucao dos outros, de-
pende do nivel e dos objetivos pretendidos para o curso.

O MaTLAB® & um software destinado a fazer calculos com matrizes (MATLAB® = MATrix LABo-
ratory). Os comandos do MATLAB® sdo muito proximos da forma como escrevemos expressées
algébricas, tornando mais simples o seu uso. Podem ser incorporados as rotinas pré-definidas,

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Marco 2010



Prefacio iX

pacotes para calculos especificos. Um pacote chamado gaal com funcdes que s&o direciona-
das para o estudo de Geometria Analitica e Algebra Linear pode ser obtido através da internet no
endereco http://www.mat.ufmg.br/ regi, assim como um texto com uma introducdo ao MA-
TLAB® e instrugdes de como instalar o pacote gaal. O MaTLAB® ndo & um software gratuito, embora
antes a versao estudante vinha gratis ao se comprar o guia do usuario. Atualmente o SciLab & uma
alternativa gratuita, mas que nao faz calculo simbolico. O Maxima &€ um programa de computacao
algébrica gratuito. Ambos podem ser usados como ferramenta auxiliar na aprendizagem de Geo-
metria Analitica e Algebra Linear. Na pagina do autor na web podem ser encontrados pacotes de
funcdes para estes programas além de links para as paginas do SciLab e do Maxima e varias paginas
interativas que podem auxiliar na aprendizagem.

No fim de cada capitulo temos um “Teste do Capitulo”, onde o aluno pode avaliar os seus conheci-
mentos. Os Exercicios Numéricos e os Exercicios usando o MATLAB® estéo resolvidos apos o Gltimo
capitulo utilizando o MaTLAB®. Desta forma o leitor que ndo estiver interessado em usar o software
pode obter apenas as respostas dos exercicios, enquanto aquele que tiver algum interesse, pode ficar
sabendo como os exercicios poderiam ser resolvidos fazendo uso do MATLAB® e do pacote gaal.

Gostaria de agradecer aos professores que colaboraram apresentando correcées, criticas e su-
gestoes, entre eles Joana Darc A. S. da Cruz e Sérgio Guilherme de Assis Vasconcelos.

Marco 2010 Reginaldo J. Santos
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Hist orico

Marco 2010 Foram acrescentados dois exercicios e dois itens em um exercicio na Secéo 5.2 e dois
itens em um exercicio na Secdo 6.3. Foram escritas as respostas dos exercicios das Sec¢bes
5.2.e6.3.

Julho 2009 Algumas correcdes. Varias figuras foram refeitas.

Marco 2008 Algumas correg¢des. Foram acrescentados dois exercicios a Secao 4.3. As respostas de
alguns exercicios foram reescritas.

Margco 2007 Varias figuras foram refeitas e outras acrescentadas. Foi acrescentado um item ao Teo-
rema 2.13 na pagina 118. Foram reescritos o Exemplo 3.12 e o Corolario 3.10.

Marco 2006 Os Capitulos 1 e 2 foram reescritos. Foi acrescentada uma aplicacdo as Cadeias de
Markov. Foram acrescentados varios exercicios aos Capitulos 3 e 4. O Capitulo 5 foi reescrito.
Foram escritas as respostas dos exercicios das Se¢des 4.3. e 6.1. Foram acrescentados
exercicios numeéricos as Sec¢des 4.3 e 5.1 e exercicios teoricos as Secbes 3.1, 4.2,5.1e 7.3.

Julho 2004 Foi acrescentada uma aplicacao a criptografia (Exemplo na pagina 100). Foi acrescen-
tado um exercicio na Sec¢do 1.1. Foi incluida a demonstracao de que toda matriz &€ equivalente
por linhas a uma Gnica matriz escalonada reduzida. Este resultado era o Teorema 1.4 na pagina
26 que passou para o Apéndice Il da Secao 1.2. O Teorema 1.4 agora contém as propriedades
da relacéo “ser equivalente por linhas” com a demonstracao. No Capitulo 3 foram acrescenta-
dos 2 exercicios na secdo 3.1, 1 exercicio na Secao 3.2. No Capitulo 4 a Secao 4.1 foi reescrita
e foram acrescentados 2 exercicios.
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Marco 2002 Criado a partir do texto 'Geometria Analitica e Algebra Linear para ser usado numa
disciplina de Geometria Analitica.

Sugest ao de Cronograma

Capitulol Secbesl.lel.2 8aulas
Capitulo 2 Secdes2.1e2.2 8aulas
Capitulo 3 Secdes3.1e3.2 8aulas
Capitulo4 Secdes4.1e4.2 8aulas
Capitulo5 Secbes5.1e5.2 8 aulas
Capitulo 6 Secbes 6.1a6.3 12 aulas
Capitulo 7 Secbes 7.1a 7.3 12 aulas

Total 64 aulas
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Capitulo 1

Matrizes e Sistemas Lineares

1.1 Matrizes

Uma matriz A, m x n (m por n), € uma tabela de mn nimeros dispostos em m linhas e n colunas

a1 a2 ... Q1n
a921 22 ... (057
A=
Am1 Am2 - .. Amn
Ai-ésimalinha de A é
[ail Q2 ... Qin },



2 Matrizes e Sistemas Lineares

parai =1,...,mea j-ésimacoluna de A é

ay;

A2,

: )

@mj
paraj = 1,...,n. Usamos também a notacdo A = (a;;)mxn». Dizemos que a;; ou [A];; € o elemento
ou a entrada de posic¢ao 7, j da matriz A.

Se m = n, dizemos que A & uma matriz quadrada de ordem n e os elementos a1, G, . . ., Gnp

formam a diagonal (principal) de A.

Exemplo 1.1. Considere as seguintes matrizes:
1 2 -2 1 13 0
A:{34}’B:{ ogy 02{24—2y

D=[13 =2], E=| 4|eF=][3].
-3

As matrizes Ae Bsdao2 x 2. AmatrizCé2x3, Délx3, EFEé3x1leFélx1. Deacordo
com a notacao que introduzimos, exemplos de elementos de algumas das matrizes dadas acima sao
aip =2, Co3 = —2, e91 =4, [A]2o =4, [D]12 = 3.

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Marco 2010



1.1  Matrizes 3

Uma matriz que s6 possui uma linha € chamada matriz linha , e uma matriz que s6 possui uma
coluna é chamada matriz coluna , No Exemplo 1.1 a matriz D € uma matriz linha e a matriz £ € uma
matriz coluna.

Dizemos que duas matrizes sao iguais se elas ttm o mesmo tamanho e os elementos correspon-
dentes s&o iguais, ou seja, A = (a;j)mxn € B = (b;j)pxq S0 iguais se m = p, n = q e a;; = by,
parat=1,....mej=1,...,n.

Vamos definir operacdes matriciais analogas as operacdes com nimeros e provar propriedades
que sao validas para essas operagdes. Veremos, mais tarde, que um sistema de equagdes lineares
pode ser escrito em termos de uma Unica equag¢do matricial.

Vamos, agora, introduzir as operacdes matriciais.

1.1.1 Operag¢ 6es com Matrizes

Definic &0 1.1. A soma de duas matrizes de mesmo tamanho A = (a;;)mxn € B = (bij)mxn €
definida como sendo a matriz m X n
C=A+B

obtida somando-se os elementos correspondentes de A e B, ou seja,
Cij = @ij + by,

parai=1,...,mej=1,...,n. Escrevemos também [A + BJ;; = a;; + b;;.

Marco 2010 Reginaldo J. Santos



4 Matrizes e Sistemas Lineares

Exemplo 1.2. Considere as matrizes:

1 2 -3 -2 1 5
A:[?) 4 0}’ B:{ 0 3—4}

Se chamamos de ' a soma das duas matrizes A e B, entdo

O:A+B:[1+(—2) 241 —345 }:{—1 3 2}

340 443 0+ (—4) 3.7 —4

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Marco 2010



1.1  Matrizes 5

Defini¢ &0 1.2. A multiplicag &o de uma matriz A = (a;;)mxn POr um escalar (nimero) « € definida
pela matriz m X n
B =aA

obtida multiplicando-se cada elemento da matriz A pelo escalar «, ou seja,

bij = @ Qyj
parai = 1,...,mej = 1,...,n. Escrevemos também [aA];; = « a;;. Dizemos que a matriz B é
um multiplo escalar da matriz A.
-2 1
Exemplo 1.3. O produto da matriz A = 0 3 | pelo escalar —3 é dado por
5 —4
(=3)(=2) (=31 6 -3
—3A= (=3)0 (—=3)3 = 0 —9
(=3)5  (=3)(—4) ~15 12

Marco 2010 Reginaldo J. Santos



6 Matrizes e Sistemas Lineares

Definic ao 1.3. O produto de duas matrizes, tais que o nimero de colunas da primeira matriz &
igual ao nimero de linhas da segunda , A = (a;;)mxp € B = (bij)pxn € definido pela matriz m x n

C=AB
obtida da seguinte forma:
Cij = Qi1byj + agebaj + ...+ aipby;, (1.1)
parai=1,...,mej=1,...,n. Escrevemos também [AB];; = a;1b1; + ajobo; + ... + aipby;.

A equacdo (1.1) esta dizendo que o elemento 7, 7 do produto é igual a soma dos produtos dos
elementos da i-ésima linha de A pelos elementos correspondentes da j-ésima coluna de B.

@11 A12 Q1p
. . - - b by bin
. bay sz bar,
Cij = Qi1 G2 Qip . . .
Cnl -+ Cmn bpl bp] bpn
L Am1  Am2 CLm}u i

A equacao (1.1) pode ser escrita de forma compacta usando a nota¢ ao de somat 6rio .

p
[AB]” = aﬂblj + ainQj + ...+ a’ipbpj = Z aikbkj
k=1

Matrizes Vetores e Geometria Analitica
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1.1  Matrizes 7

p
e dizemos “somatorio de k variando de 1 a p de a;;by;”. O simbolo Z significa que estamos fazendo

k=1
uma soma em que o indice k esta variando de kK = 1 até k£ = p. Algumas propriedades da notagao

de somatorio estdo explicadas no Apéndice | na pagina 32.

Exemplo 1.4. Considere as matrizes:

1 2 -3
A:{i’) 4 0}’ b=

ot O N
=~ W
o O O

Se chamamos de C' o produto das duas matrizes A e B, entao

C:AB:[l(_2)+2'O+(_3>5 11423+ (=3)(=4) o]:[—w 19 0].

3(=2)+4-040-5 3-14+4-3+0(=4) 0 —6 15 0

Observac do. No exemplo anterior o produto B A néo esta definido (por que?). Entretanto, mesmo
quando ele esta definido, BA pode nao ser igual a AB, ou seja, o produto de matrizes ndo é comu-
tativo , como mostra o exemplo seguinte.

Marco 2010 Reginaldo J. Santos



8 Matrizes e Sistemas Lineares

. 1 2 -2 1 ~
Exemplo 1.5. Sejam A = {3 4]eB—{ 0 3].Entao,

-2 7 1 0
w2 7] e man [ 0]

Vamos ver no proximo exemplo como as matrizes podem ser usadas para descrever quantitativa-
mente um processo de producéo.

Exemplo 1.6. Uma indUstria produz trés produtos, X, Y e Z, utilizando dois tipos de insumo, A e B.
Para a manufatura de cada kg de X sao utilizados 1 grama do insumo A e 2 gramas do insumo B;
para cada kg de Y, 1 grama de insumo A e 1 grama de insumo B e, para cada kg de Z, 1 grama de
A e 4 gramas de B. Usando matrizes podemos determinar quantos gramas dos insumos A e B sao
necessarios na producao de x kg do produto X, y kg do produto Y e z kg do produto Z.

XY Z _
gramas de A/kg 111 x kg de X produzidos
gramas de B/kg [ 2 1 4 } =4 X=y kg de Y produzidos

2 kg de Z produzidos

AX = [ r+y+z ] gramas de A usados

20 +y + 4z gramas de B usados

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Marco 2010



1.1  Matrizes 9

Definic 80 1.4. A transposta de uma matriz A = (aij)mxn é definida pela matriz n x m
B=A
obtida trocando-se as linhas com as colunas, ou seja,
bij = Qyj ,

parai=1,...,nej=1,...,m. Escrevemos também [A'];; = a;;.

Exemplo 1.7. As transpostas das matrizes

12 —2 1 13 0]
A‘[z’) 4}’ B‘[ 0 3} ¢ C_ 2 4 —2} 540
12
13 —20
a=ly i) o] 31
2 4 13 A

A seguir, mostraremos as propriedades que sao validas para a algebra matricial. Varias proprie-
dades sao semelhantes aquelas que sao validas para os nimeros reais, mas deve-se tomar cuidado
com as diferencas. Uma propriedade importante que é valida para os nimeros reais, mas nao é
valida para as matrizes & a comutatividade do produto, como foi mostrado no Exemplo 1.5. Por ser
compacta, usaremos a notacdo de somatoério na demonstracdo de varias propriedades. Algumas
propriedades desta notacao estao explicadas no Apéndice | na pagina 32.

Marco 2010 Reginaldo J. Santos



10 Matrizes e Sistemas Lineares

1.1.2 Propriedades da Algebra Matricial

Teorema 1.1. Sejam A, B e C' matrizes com tamanhos apropriados, « e 5 escalares. Sao validas as
seguintes propriedades para as operagdes matriciais:

(@) (comutatividade) A + B = B + A;
(b) (associatividade) A+ (B + C) = (A+ B) + C;

(c) (elemento neutro) A matriz 0, m x n, definida por [ﬁ]ij =0,parai=1,...,m,5=1,...,né
tal que
A+0=A,

para toda matriz A, m x n. A matriz 0 € chamada matriz nula m x n.

(d) (elemento simétrico) Para cada matriz A, existe uma Unica matriz —A, definida por [—A];; =
—a;; tal que
A+ (—A) =0.

(e) (associatividade) a(SA) = (af)A;
(f) (distributividade) (a + 5)A = aA + BA;
(g) (distributividade) a(A + B) = aA + aB;

(h) (associatividade) A(BC) = (AB)C;

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Marco 2010



1.1  Matrizes 11

(i) (elemento neutro) Para cada inteiro positivo p a matriz, p X p,

1 0 ... 0
01 0

Ip: . . . >
0 0 1

chamada matriz identidade € tal que

Al =1,A=A, paratodamatriz A= (ai;)mxn-

() (distributividade) A(B + C') = AB + AC e (B + C)A = BA + CA;
(k) a(AB) = (aA)B = A(aB);

() (A" =

(m) (A+ B)t = A" + BY;
(n) (At = o AY;

(0) (AB)t = BtAY;

Demonstrac ao. Para provar as igualdades acima, devemos mostrar que os elementos da matriz do
lado esquerdo sdo iguais aos elementos correspondentes da matriz do lado direito. Serdo usadas
varias propriedades dos nimeros sem cita-las explicitamente.

Marco 2010 Reginaldo J. Santos
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Matrizes e Sistemas Lineares

(@)
(b)

(€)

(d)

(e)

[A + B],J = (lij + bij = bij + aij = [B + A]Z‘j;

[A+ (B +C)lij = aij + [B+ Clij = aij + (bij + cij) = (aij +bij) +cij = [A+ Blij +ciy =

Seja X uma matriz m x n tal que
A+ X =A 1.2)

para qualquer matriz A, m X n. Comparando os elementos correspondentes, temos que
Aij + Tij = Qij

ouseja, z;; = 0, parat =1...,mej=1..., n. Portanto, a Gnica matriz que satisfaz (1.2) &
a matriz em que todos os seus elementos sao iguais a zero. Denotamos a matriz X por 0.

Dada uma matriz A, m X n, seja X uma matriz m x n, tal que

A+X =0. (1.3)
Comparando os elementos correspondentes, temos que

ai; + 15 =0,
ou seja, r;; = —a;;, parat = 1...,mej = 1...,n. Portanto, a Unica matriz que satisfaz

(1.3) & a matriz em que todos os seus elementos sado iguais aos simétricos dos elementos de
A. Denotamos a matriz X por —A.

[a(BA)]i; = a[BA];; = a(Bay) = (afB)ai; = [(af) A
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() [(a+ B)Ali; = (a + B)ay; = (aaij) + (Baiy) = [aAly; + [BA]i; = [aA + BA];.
(g) [Oé(A + B)]l] = O./[A + B]ij = a(aij + sz) = aaij + Oébij = [CEA]U‘ -+ [OéB]ij
= [aA+ aB);;.

(h) A demonstracdo deste item € a mais trabalhosa. Sejam A, B e C' matrizesm X p,pxXgegxn
respectivamente. A notacdo de somatorio aqui pode ser muito (til, pelo fato de ser compacta.

p p q
[A(BO)]i; = Zazk[BC Zazk Zbklcl] Zzaik(bklclj):
k=1 k=1 k=1 1=1
q g p p
= Z (airbrr) Clj Z (airbrr) Cl] Z Zazkbkl Cj =
11=1 =1 k=1 =1 k=1

[ABlaci; = [(AB)Cly;

p
=
q
>
(i) Podemos escrever a matriz identidade em termos do delta de Kronecker que é definido por

5 — 1, sei =7
Y10, sei#j

como [/,,];; = d;j. Assim,

Inij = Zaik{[n]kj = Z QikOkj = Qij.
k=1 k=1

A outra igualdade é analoga.
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p p
i) [AB+O)y = Y aw[B+Cly Z ai(brs + erg) = D (airbyy + aiery) =
k; k=1
= Z azkbk] Zalkckj j T [AC]W = [AB -+ AC]U
k=1

A outra igualdade é inteiramente analoga a anterior e deixamos como exercicio.
® [a = aZalkka Z aai)be; = [(A)Bly; e

=« Z by = Z ag(aby;) = [A(aB));;.

() (A5 = [A"i = aij.
(m) [(A+ B)ij = [A+ Blji = aji + bj; = [A'];; + [B'];j.
() (@A) = [@Al]j = aa;; = o[A"];; = [aA];.

(0) [(AB);; Z%kbm = Z (A5 [B = Y _[Bl[A']; = [B' A5

k=1

A diferenca entre duas matrizes de mesmo tamanho A e B é definida por

A—B=A+(-B),
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ou seja, € a soma da matriz A com a simétrica da matriz B.
Sejam A uma matriz n X n e p um inteiro positivo. Definimos a poténcia pde A, por A? = A ... A.

E para p = 0, definimos A° = I,. o
Exemplo 1.8. Vamos verificar se para matrizes A e B, quadradas, vale a igualdade
(A+ B)(A— B) = A*> - B*. (1.4)
Usando a propriedade (i) do teorema anterior obtemos
(A+ B)(A-B) = (A+B)A+(A+ B)(—B)
= AA+BA—-AB—- BB = A+ BA—- AB - B?

Assim, (A + B)(A — B) = A? — B? se, e somente se, BA — AB = 0, ou seja, se, e somente se,
AB = BA. Como o produto de matrizes ndo é comutativo, a conclusdo é que a igualdade (1.4), ndo
vale para matrizes em geral. Como contra-exemplo basta tomarmos duas matrizes que nao comutem

entre si. Sejam
0 0 10
A:[l 1} e B:[l 0],
Para estas matrizes

10 [-10 . . oo o [10
T ) R ) R (e k)

Assim,

(A+B)(A—B):{:; (1)] 7%_(1) (1)] _ 2B
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1.1.3 Aplica¢ ao: Cadeias de Markov

Vamos supor que uma populacao € dividida em trés estados (por exemplo: ricos, classe média e
pobres) e que em cada unidade de tempo a probabilidade de mudanca de um estado para outro seja
constante no tempo, s6 dependa dos estados. Este processo é chamado cadeia de Markov .

Seja t;; a probabilidade de mudanga do estado j para o estado ¢ em uma unidade de tempo
(geracd@o). Tome cuidado com a ordem dos indices. A matriz

ONONE)

tin tie tiz | D
T = lo1 oo o3 @

tar tz ts |

€ chamada matriz de transic do. A distribuicdo da populagao inicial entre os trés estados pode ser
descrita pela seguinte matriz:

P1 esta no estado 1
FPo= | po esta no estado 2
P3 esta no estado 3

A matriz F, caracteriza a distribuicdo inicial da populacado entre os trés estados e € chamada vetor de
estado . Apbs uma unidade de tempo a populacéo estara dividida entre os trés estados da seguinte
forma

t11p1 + t1aps + tizps estara no estado 1
Py = | toip1 + toops + tosps estara no estado 2
t31p1 + t3apo + t33ps estara no estado 3
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Lembre-se que ¢;; € a probabilidade de mudancga do estado j para o estado ¢. Assim o vetor de estado
ap6s uma unidade de tempo é dada pelo produto de matrizes:

P = TR,

Exemplo 1.9. Vamos considerar a matriz de transi¢céo

ONONE)
5 1 0O ws)
T=13 35 3 |©® '
0+ L |®
e 0 vetor de estados inicial
3 esta no estado 1
Py= | 3 esta no estado 2 (1.6)
3 esta no estado 3

que representa uma populacgéo dividida de forma que 1/3 da populacéo esta em cada estado.
Apb6s uma unidade de tempo a matriz de estado sera dada por

1 1 1 1

3 10 3 i

_ _ 1 1 1 1 o 1
P=Th=| 3 35 3 3| =13
1 1 1 1

0 7 3 3 i

Como estamos assumindo que em cada unidade de tempo a matriz de transicdo € a mesma,
entdo apos k unidades de tempo a populacdo estara dividida entre os trés estados segundo a matriz

de estado
Py=TP,y =T°P,y=---=T"'R,
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Assim a matriz 7% da a transicéo entre k unidades de tempo.

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Marco 2010



1.1  Matrizes 19

Exercicios Num éricos (respostas na pagina 540)

1.1.1. Considere as seguintes matrizes

2 0 0 4 -6 9 -7
a-lg 7] m=8 5] o= 50
—6 4 0 6 9 —9
D=| 114]|, E=|-10 —4
—6 0 6 6 0 —1

Se for possivel calcule:
(a) AB — BA,
(b) 2C' — D,
(c) (2D! — 3EY),
(d) D? — DE.
1.1.2. Conhecendo-se somente os produtos AB e AC, como podemos calcular A(B + C), B'AY,
C'Ale (ABA)C?

1.1.3. Considere as seguintes matrizes

2 —1
A:[_i’g_”, B=|2 0
0 3
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2 1 -1 d 0 0
C=| 01 1|, D=| 0 dy 0
10 1 0 0 ds
1 0 0
Ei=10|, Bo=|11], Es=]0
0 0 1

Verifique que:

(a) AB é diferente de BA.

(b) AE; é a j-ésima coluna de A, para j = 1,2,3 e E/B é a i-ésima linha de B, para
1 = 1,2, 3 (o caso geral esta no Exercicio 1.1.15 na pagina 26).

-2 1 —1
() CD =[dCy dyCy d3Cs ], em que C = 0,Ch=1|1]eCs= 1 |, sédoas
-1 0 1
colunas de C (o caso geral esta no Exercicio 1.1.16 (a) na pagina 27).
d101
(d DC = d2Cy |, em que C; = [—2 1 —-1], C;, = [0 1 1] e
dsCs
C3 = [ -1 01 ] sdo as linhas de C (o caso geral esta no Exercicio 1.1.16 (b) na
pagina 27).
2
(e) Escrevendo B em termos das suas colunas, B = [ By By |,emque By = | 2 | e
0
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—1

By = 0 |, o produto AB pode ser escrito como AB = A[ By By | = [ AB; ABs ]
3

1.1.4.

1.1.5.

1.1.6.

1.1.7.

(o caso geral esta no Exercicio 1.1.17 (a) na pagina 28).
(f) escrevendo A em termos das suas linhas, Ay = [ =3 2 1]eA;,=[1 2 —1],0

produto AB pode ser escrito como AB = 4 B = 4B (o caso geral esta no
Ay AyB

Exercicio 1.1.17 (b) na pagina 28).

Sejam
x
1 =3 0
A—{O 4_2} e X = Z

Verifique que xA; + yAs; + 243 = AX, em que A; é a j-ésima colunade A, paraj =1,2,3
(o caso geral esta no Exercicio 1.1.18 na pagina 29).

Encontre um valor de z tal que AB! = 0, em que
A=[z 4 2] e B=[2 -3 5].

1

1
?i , em que y € uma namero real ndo nulo, verificam a
Y

Mostre que as matrizes A = {

equacdo X2 = 2X.

Mostre que se A e B sdo matrizes que comutam com a matriz M = { 10

BA.

0 11,ent€1oAB:
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1.1.8.

(a) Determine todas as matrizes A, 2 x 2, diagonais (os elementos que estdo fora da diagonal
sdo iguais a zero) que comutam com toda matriz B, 2 X 2, ou seja, tais que AB = BA,
para toda matriz B, 2 x 2.

(b) Determine todas as matrizes A, 2 X 2, que comutam com toda matriz B, 2 X 2, ou seja,
tais que AB = BA, para toda matriz B, 2 x 2.

Exercicios usandoo M ATLAB®

Uma vez inicializado o MaTLAB®, aparecera na janela de comandos um prompt >> ou EDU>>.
O prompt significa que o MATLAB® esta esperando um comando. Todo comando deve ser
finalizado teclando-se Enter. Comandos que foram dados anteriormente podem ser obtidos
novamente usando as teclas 1 e |. Enquanto se estiver escrevendo um comando, este pode
ser corrigido usando as teclas <—, —, Delete e Backspace . O MaTLAB® faz diferenca entre
letras maiUsculas e mindsculas.

No MaTLAB®, pode-se obter ajuda sobre qualquer comando ou funcéo. O comando

>> help

(sem o prompt >>) mostra uma listagem de todos os pacotes disponiveis. Ajuda sobre um
pacote especifico ou sobre um comando ou funcdo especifica pode ser obtida com o comando
>> help nome,

(sem a virgula e sem o prompt >>) em que nome pode ser 0 nome de um pacote ou 0 nhome de
um comando ou funcéo.

Aléem dos comandos e funcdes pré-definidas, escrevemos um pacote chamado gaal
com funcdes especificas para a aprendizagem de Geometria Analitica e Algebra Li-
near. Este pacote pode ser obtido gratuitamente através da internet no endereco

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Marco 2010



11

Matrizes 23

http://www.mat.ufmg.br/ regi, assim como um texto com uma introdug&o ao MATLAB® e
instrucGes de como instalar o pacote gaal. Depois deste pacote ser devidamente instalado, o
comando help gaal no prompt do MATLAB® da informages sobre este pacote.

Mais informacdes sobre as capacidades do MAaTLAB® podem ser obtidas em [5, 19].

Vamos descrever aqui alguns comandos que podem ser usados para a manipulacao de matri-
zes. Outros comandos serdo introduzidos a medida que forem necessarios.

>> syms x y z dizao MATLAB® que as variaveis x y e z sdo simbblicas.

>> A=[all,al2,...,aln;a21,a22,...; ...,amn] cria uma matriz, m por n, usando 0s
elementos all, al2, ..., amn e a armazena numa variavel de nome A. Por exemplo, >>
1 2 3
A=[1,2,3;4,5,6] criaa matriz A = ;
: J { 4 5 6 }

>> I=eye(n) cria a matriz identidade n por n e a armazena numa variavel I;

>> O=zeros(n) ou >> 0=zeros(m,n) cria a matriz nula n por n. ou m por n, respectivamente,
e a armazena numa variavel 0;

>> A+Béasomade AeB, >> A-B é a diferenca A menos B,
>> AxB é o produto de A por B, >> num*A é o produto do escalar num por A,
>> A.’ é atransposta de A, >> A"k € a poténcia A elevado a k.

>> A(:,j) éacoluna j damatriz A, >> A(i,:) é alinhai da matriz A.

>> diag([d1l,...,dn]) cria uma matriz diagonal, cujos elementos da diagonal séo iguais aos
elementos da matriz [d1,...,dn], ou seja, sdo di,...,dn.

>> A=sym(A) converte a matriz A numa matriz em que os elementos sdo armazenados no
formato simbolico. A fungdo numeric faz o processo inverso.
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>> solve(expr) determina a solucdo da equagdo expr=0. Por exemplo,
>> solve(x~2-4) determina as solucdes da equagéo 22 — 4 = 0;
Comando do pacote GAAL:
>> A=randi(n) ou >> A=randi(m,n) cria uma matriz n por n ou m por n, respectivamente,
com elementos inteiros aleatorios entre —5 e 5.
1.1.9. Use o MaTLAB® para calcular alguns membros da seqiiéncia A, A%, ..., A* ... para
1 1L 1 1
@a=y 1| wa=|3 _i|
3 5
A sequéncia parece estar convergindo para alguma matriz? Se estiver, para qual?
1.1.10. Calcule as poténcias das matrizes dadas a seguir e encontre experimentalmente (por tentativa!)

o menor inteiro £ > 1 tal que (use o comando >> A=sym(A) depois de armazenar a matriz na
variavel A):

(a) A* = I3, em que

o
I
o -
— o o
oo

(b) A¥ = I,, em que

)

S O O
_ o O O
o= O O
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1.1.11.

1.1.12.

(c) A* =0, em que

o O O O
o O O -
O O = O
O = O O

Vamos fazer um experimento no MATLAB® para tentar ter uma idéia do qudo comum é encontrar
matrizes cujo produto comuta. No prompt do MaTLAB® digite a seguinte linha:

>> ¢=0; for n=1:1000,A=randi(3) ;B=randi(3) ;if (AxB==B*A),c=c+1;end,end,c
(ndo esqueca das virgulas e pontos e virgulas!). O que esta linha esta mandando o MATLAB®
fazer é o seguinte:

e Criar um contador c e atribuir a ele o valor zero.

e Atribuir as variaveis A e B, 1000 matrizes 3 x 3 com entradas inteiras e aleatorias entre —5
eb.

e Se AB=BA, ou seja, A e B comutarem, entao o contador c € acrescido de 1.

e No final o valor existente na variavel c € escrito.
Qual a conclusao que vocé tira do valor obtido na variavel c?

Faca um experimento semelhante ao anterior, mas para o caso em que cada uma das matrizes
é diagonal , isto é, os elementos que estao fora da diagonal sdo iguais a zero. Use a seta para
cima 1 para obter novamente a linha digitada e edite a linha no prompt do MaTLAB® de forma a
obter algo semelhante a linha:

>> ¢=0; for n=1:1000,A=diag(randi(1,3));B=diag(randi(1,3));if( ....
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Qual a conclusao que vocé tira do valor obtido na variavel c?

1.1.13. Faga um experimento semelhante ao anterior, mas para 0 caso em que uma das matrizes €
diagonal. Use a seta para cima 1 para obter novamente a linha digitada e edite a linha no
prompt do MaTLAB® de forma a obter a seguinte linha:

>> ¢=0; for n=1:1000,A=diag(randi(1,3)) ;B=randi(3);if (A*B==BxA),c=c+1;A,B,end,end,c
Aqui sdo impressas as matrizes A e B quando elas comutarem. Qual a conclusédo que vocé tira
deste experimento? Qual a probabilidade de um tal par de matrizes comutarem?

1.1.14. Use o MaTLAB® para resolver os Exercicios Num éricos .

Exercicios Te o6ricos

1 0 0
1 0
1.1.15. Sejam E; = 0 , By = 01,..., E,= | : | matrizesn x 1.
: : 0
i 0 | i 0 | i 1 |

(a) Mostre que se

a1 19 RN A1n

921 929 RN Aon
A=

Am1 Am2 ... Qyn,

€ uma matriz m x n, entdo AL é igual a coluna j da matriz A.
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(b) Mostre que se

b11 blg c. blm
B b21 b22 C. bgm ’
b1 b2 .. bum

€ uma matriz n X m entdo E!B é igual a linha i da matriz B.

1.1.16. Seja
A0 ...00
0 X ... O
0 ... 0 X\,
uma matriz diagonal n X n, isto &, os elementos que estédo fora da diagonal sdo iguais a zero.
Seja
a1 a2 ... A1p
A a1 Q22 ... Q2n,
Ap1 Gp2 ... Qnn

(a) Mostre que o produto AD é obtido da matriz A multiplicando-se cada coluna j por \;, ou
ay;
seja,se A=A Ay ... A, ],emque 4; = : € a coluna j de A, entdo
Apj

AD = [ MA; DAy ... MAy, ]
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(b) Mostre que o produto DA é obtido da matriz A multiplicando-se cada linha ¢ por \;, ou
Ay
Ay _
seja, se A = . |.emque A; =[a; ... ay, | €alinhaide A, entdo
An
A A
DA — >\2.Az
)\’I’LA’I’L

1.1.17. Sejam A e B matrizes m X p e p X n, respectivamente.

(a) Mostre que a j-ésima coluna do produto AB é igual ao produto AB;, em que B; =

é a j-ésima coluna de B, ou seja, se B =[ By ... B, |, entdo
12

(b) Mostre que a i-ésima linha do produto AB é igual ao produto A;B, em que A, =
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Ay
o . As
[ai1 ... a;, | €ai-ésimalinhade A, ou seja, se A = _ , entdo
Am
Ay AB
Ao A>B
AB = . B = :
A A,.B
€
1.1.18. Seja A uma matriz m X n e X = : uma matriz n x 1. Prove que
xn
n
AX = Z xjA;, emque A; é a j-ésima coluna de A. (Sugestdo: Desenvolva o lado direito e
j=1
chegue ao lado esquerdo.)
1.1.19. (a) Mostre que se A & uma matriz m x n tal que AX = 0, para toda matriz X, n x 1, entdo
A = 0. (Sugestéo: use o Exercicio 15 na pagina 26.)
(b) Sejam B e C' matrizes m x n, tais BX = CX, paratodo X, n x 1. Mostre que B = C.
(Sugestao: use o item anterior.)
1.1.20. Mostre que a matriz identidade I,, € a Unica matriz tal que A I, = I,A = A para qualquer

matriz A, n x n. (Sugestdo: Seja .J, uma matriz tal que AJ, = J, A = A. Mostre que
J,=1,)
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1.1.21. Se AB = BA e p é um inteiro positivo, mostre que (AB)P = APBP.
1.1.22. Sejam A, B e C' matrizes n X n.
(@) (A+ B)? = A2+ 2AB + B?? E se AB = BA? Justifique.
(b) (AB)C = C(AB)? Ese AC = CAe BC = CB? Justifique.
(Sugestao: Veja o Exemplo 1.8 na pagina 15.)
1.1.23. (a) Se A e B sdo duas matrizes tais que AB = 0, entdo A = 0 ou B = 0? Justifique.
(b) Se AB = 0, entdo BA = 0? Justifique.
(c) Se A & uma matriz tal que A% = 0, entdo A = 0? Justifique.
1.1.24. Dizemos que uma matriz A, n x n, & simétrica se A = A e é anti-sim étrica se A' = —A.

(@)

(b)

(€)
(d)

(e)

Mostre que se A é simétrica, entdo a,; = aj;, parai,j = 1,...n e que se A é anti-
simétrica, entdo a;; = —aj;, parai,j = 1,...n. Portanto, os elementos da diagonal
principal de uma matriz anti-simétrica sao iguais a zero.

Mostre que se A e B sao simétricas, entdo A + B e oA sdo simétricas, para todo escalar
Q.

Mostre que se A e B sdo simétricas, entdo AB é simétrica se, e somente se, AB = BA.

Mostre que se A e B sdo anti-simétricas, entdo A+ B e oA sdo anti-simétricas, para todo
escalar a.

Mostre que para toda matriz A, n x n, A + At & simétricae A — A! é anti-simétrica.
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(f) Mostre que toda matriz quadrada A pode ser escrita como a soma de uma matriz simétrica
e uma anti-simétrica. (Sugest&o: Observe o resultado da soma de A + A’ com A — A)

1.1.25. Para matrizes quadradas A = (aij)nxn definimos o traco de A como sendo a soma dos ele-

mentos da diagonal (principal) de A, ou seja, tr(A) = Z ;.
=1

(a) Mostre que tr(A + B) = tr(A) + tr(B).

(b) Mostre que tr(aA) = atr(A).

(c) Mostre que tr(A") = tr(A).

(d) Mostre que tr(AB) = tr(BA). (Sugestdo: Prove inicialmente para matrizes 2 x 2.)

1.1.26. Seja A uma matriz n x n. Mostre que se AA" = 0, entdo A = 0. (Sugestao: use o traco.) E se
a matriz A form x n, com m # n?

1.1.27. Javimos que o produto de matrizes ndo é comutativo. Entretanto, certos conjuntos de matrizes
séo comutativos. Mostre que:

(a) Se D, e D, sao matrizes diagonais n X n, entao DDy = Dy D;.

(b) Se A éumamatrizn X ne
B = aol, + a1 A+ ax A’ + ... + ap A",

em que ag, . . . , a; Sao escalares, entdo AB = BA.
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Apéndice |: Nota¢c ao de Somat 6rio

Sao validas algumas propriedades para a notagao de somatorio:
(a) O indice do somatorio € uma variavel muda que pode ser substituida por qualquer letra:

n n
> fi=> 1
i=1 j=1
(b) O somat6rio de uma soma pode ser escrito como uma soma de dois somatorios:

> (fi+ ) Zfz"’ZQZ

=1
Pois,
Y (fitg)=(fitg)+ A (fatgn) = (it A L)+ (++g) =D it g
=1 ; =1

Aqui foram aplicadas as propriedades associativa e comutativa da soma de nameros.

(c) Se no termo geral do somatorio aparece um produto, em que um fator nao depende do indice
do somatorio, entao este fator pode “sair” do somatorio:

Zfigk = ngfi-
=1 =1

Pois,
n

Zf"g’f = figk+ ..o+ fagk = (L + ...+ fo) = ngfi. Aqui foram aplicadas as
=1 i=1
propriedades distributiva e comutativa do produto em relagdo a soma de nimeros.
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(d) Num somatoério duplo, a ordem dos somatoérios pode ser trocada:

iiﬁj:iiﬁj'

i=1 j=1 j=1 i=1

Pois,

ZZfZ] = Z(fll++fzm) =(fu+...+fin)+. .+t Ffom)=(fun+.. .+

i=1 j=1 i=1

o)+ oot (frmt oot fom) = Z(flj +. 4 fuy) = ZZfij. Aqui foram aplicadas as
j=1 =1 i=1

propriedades comutativa e associativa da soma de nimeros.
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1.2 Sistemas de Equag¢ 0es Lineares

Muitos problemas em varias areas da Ciéncia recaem na solucdo de sistemas lineares. Vamos
ver como a algebra matricial pode simplificar o estudo dos sistemas lineares.

Uma equag ao linear em n variaveis x, x», . . ., x, € uma equacao da forma
a1r1 + asxy + ...+ apx, = b,
em que aq, as, . . ., a, € b sdo constantes reais;

Um sistema de equac Oes lineares ou simplesmente sistema linear & um conjunto de equacoes
lineares, ou seja, € um conjunto de equagdes da forma

a;1ry + appre + . + ATy = b1

a1y + a9y + e + Aonly = bQ

Am1T1 +  QpmaZs + cee + Apn®n, = bm
em que a;; e b, sé@o constantes reais, parat,k =1,...,mej=1,... n.

Usando o produto de matrizes que definimos na secédo anterior, o sistema linear acima pode ser
escrito como uma equacgao matricial
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em que
a1 a1g ... QA1 T bl
921 929 ... Ao, To bQ
A= , X = e B= ,
Am1  Amo - - Crmn | ZTn b
S1
~ . , , . 52 ~ : ~
Uma solug do de um sistema linear € uma matriz S = . tal que as equacoes do sistema sao
Sn
satisfeitas quando substituimos x1 = sy, 29 = Ss,...,2, = §,. O conjunto de todas as solucdes do

sistema € chamado conjunto solu¢ &o ou soluc do geral do sistema. A matriz A € chamada matriz

do sistema linear.

Exemplo 1.10. O sistema linear de duas equacdes e duas incognitas

r + 2y =1
2 + y = 0

BN

A solucdo (geral) do sistema acima é x = —1/3 e y = 2/3 (verifique!) ou

pode ser escrito como
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Uma forma de resolver um sistema linear é substituir o sistema inicial por outro que tenha o mesmo
conjunto solucdo do primeiro, mas que seja mais facil de resolver. O outro sistema é obtido depois
de aplicar sucessivamente uma série de operagdes, que nao alteram a solugdo do sistema, sobre as
equacgdes. As operacdes que sao usadas sao:

e Trocar a posicao de duas equacoes do sistema;

e Multiplicar uma equacao por um escalar diferente de zero;

e Somar a uma equacgao outra equagao multiplicada por um escalar.

Estas operac¢fes sdo chamadas de operag¢ 6es elementares .

Quando aplicamos operacdes ele-

mentares sobre as equacdes de um sistema linear somente os coeficientes do sistema sao alterados,
assim podemos aplicar as operacfes sobre a matriz de coeficientes do sistema, que chamamos de

matriz aumentada , ou seja, a matriz

[A| B] =

a12
22

ain, by
gn | bo
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Definic ao 1.5. Uma operac ao elementar sobre as linhas de uma matriz € uma das seguintes
operacgoes:

(a) Trocar a posicéo de duas linhas da matriz;
(b) Multiplicar uma linha da matriz por um escalar diferente de zero;

(c) Somar a uma linha da matriz um multiplo escalar de outra linha.

O proximo teorema garante que ao aplicarmos operagcdes elementares as equacdes de um sis-
tema o conjunto solugdo nao é alterado.

Teorema 1.2. Se dois sistemas lineares AX = B e CX = D, sdo tais que a matriz aumentada
[C'| D] é obtida de [A | B] aplicando-se uma operac¢éo elementar, entdo os dois sistemas possuem
as mesmas solucdes.

Demonstrac ao. A demonstracio deste teorema segue-se de duas observacoes:

(a) Se X é solugao de um sistema, entdo X também é solugdo do sistema obtido aplicando-se
uma operacao elementar sobre suas equacdes (verifique!).
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(b) Se o sistema C'X = D, é obtido de AX = B aplicando-se uma operacédo elementar as
suas equacdes (ou equivalentemente as linhas da sua matriz aumentada), entdo o sistema
AX = B também pode ser obtido de C'X = D aplicando-se uma operacao elementar as suas
equacgdes, pois cada operacao elementar possui uma operacao elementar inversa do mesmo
tipo, que desfaz o que a anterior fez (verifique!).

Pela observacgéo (b), AX = Be CX = D podem ser obtidos um do outro aplicando-se uma operagao

elementar sobre as suas equacdes. E pela observacao (a), os dois possuem as mesmas solucdes.
|

Dois sistemas que possuem 0 mesmo conjunto solugdo sdo chamados sistemas equivalentes
Portanto, segue-se do Teorema 1.2 que aplicando-se operacOes elementares as equacdes de um
sistema linear obtemos sistemas equivalentes.

1.2.1 Meétodo de Gauss-Jordan

O método que vamos usar para resolver sistemas lineares consiste na aplicacao de operacées
elementares as linhas da matriz aumentada do sistema até que obtenhamos uma matriz numa forma
em gue o sistema associado a esta matriz seja de facil resolugao.

Vamos procurar obter uma matriz numa forma em que todas as linhas nao nulas possuam como
primeiro elemento nao nulo (chamado piv6) o nUmero 1 . Além disso, se uma coluna contém um pivo,
entdo todos os seus outros elementos terdo que ser iguais a zero. Vamos ver no exemplo seguinte
como conseguimos isso. Neste exemplo veremos como a partir do faturamento e do gasto com
insumos podemos determinar quanto foi produzido de cada produto manufaturado em uma inddstria.
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Exemplo 1.11. Uma inddstria produz trés produtos, X, Y e Z, utilizando dois tipos de insumo, A e B.
Para a manufatura de cada kg de X sao utilizados 1 grama do insumo A e 2 gramas do insumo B;
para cada kg de Y, 1 grama de insumo A e 1 grama de insumo B e, para cada kg de Z, 1 grama de
A e 4 gramas de B. O preco de venda do kg de cada um dos produtos X, Y e Z € R$ 2,00, R$ 3,00
e R$ 5,00, respectivamente. Com a venda de toda a produgao de X, Y e Z manufaturada com 1 kg
de A e 2 kg de B, essa indUstria arrecadou R$ 2500,00. Vamos determinar quantos kg de cada um
dos produtos X, Y e Z foram vendidos. Como vimos no Exemplo 1.6 na pagina 8, usando matrizes o
esquema de producéo pode ser descrito da seguinte forma:

XY Z
gramas de A/kg 1 11 x kg de X produzidos
gramas de B/kg 2 1 4 = A X = Y kg de Y produzidos
2 3 5

preco/kg z kg de Z produzidos
rT+y+z 1000 gramas de A usados
AX=| 204+y+4z | = 2000 gramas de B usados
2z + 3y + 5z 2500 arrecadacao

Assim precisamos resolver o sistema linear

r + y + =z = 1000
2 + y + 4z = 2000
20 + 3y + 5z = 2500

cuja matriz aumentada é
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12 eliminac ao:

Vamos procurar para pivd da 1% linha um elemento nédo nulo da primeira coluna nao nula (se for o caso,
podemos usar a troca de linhas para “trazé-lo” para a primeira linha). Como o primeiro elemento da
primeira coluna € igual a 1 ele sera o primeiro pivé. Agora, precisamos “zerar” 0s outros elementos da
1% coluna, que é a coluna do piv6, para isto, adicionamos a 2% linha, —2 vezes a 1? linha e adicionamos
a 3% linha, também, —2 vezes a 1? linha.

1 1 11000
—2x%12 linha + 22 linha — 22 linha :
_ _ _ 0 ) 20
_ a a a !
2x%12 linha + 3% linha — 32 linha 0 1 3 3 500

22 eliminag ao:

Olhamos para a sub-matriz obtida eliminando-se a 1% linha. Escolhemos para pivé um elemento
diferente de zero na 1% coluna ndo nula desta sub-matriz. Vamos escolher o elemento de posi¢céo 2,2.
Como temos que “fazer” o pivo igual a um, vamos multiplicar a 22 linha por —1.

1 1 1:1000
—1x2% linha — 22 linha 01 —2: 0
0 1 3 500

Agora, precisamos “zerar” 0os outros elementos da 22 coluna, que é a coluna do pivd, para isto, soma-
mos a 1? linha, —1 vezes a 2% e somamos a 3? linha, também, —1 vezes a 2°.

—1x22linha + 12 linha — 12 linha é (1J _32 1008
_ a a [ a |
1x22% linha + 32 linha — 3% linha 00 © 500

32 eliminag ao:
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Olhamos para a sub-matriz obtida eliminando-se a 1% e a 22 linha. Escolhemos para pivd um elemento
diferente de zero na 1% coluna ndo nula desta sub-matriz. Temos de escolher o elemento de posicdo
3,3 e como temos de “fazer” o pivd igual a 1, vamos multiplicar a 32 linha por 1/5.

1.0 311000
£x3%linha — 3% linha 01 -2 0
00 1 100

Agora, precisamos “zerar” 0os outros elementos da 3% coluna, que é a coluna do piv, para isto, soma-
mos a 1? linha, —3 vezes a 3% e somamos a 2? linha, 2 vezes a 2°.

—3x3* linha + 1% linha — 1% linha LU 00700
2x 3% linha 4 22 linha — 22 linha 010 1 200
0 0 1:100
Portanto o sistema dado é equivalente ao sistema
x = 700
Y = 200
z = 100
gue possui solucao geral dada por
x 700
X=1y|=1 200
z 100

Portanto, foram vendidos 700 kg do produto X, 200 kg do produto Y e 100 kg do produto Z.

Marco 2010 Reginaldo J. Santos



42 Matrizes e Sistemas Lineares

A (ltima matriz que obtivemos no exemplo anterior esta na forma que chamamos de escalonada
reduzida .

Definic 80 1.6. Uma matriz A = (aij)mxn esta na forma escalonada reduzida quando satisfaz as
seguintes condicdes:

(a) Todas as linhas nulas (formadas inteiramente por zeros) ocorrem abaixo das linhas néo nulas;
(b) O piv6 (1° elemento ndo nulo de uma linha) de cada linha ndo nula € igual a 1;
(c) O pivo de cada linha ndo nula ocorre a direita do pivo da linha anterior.

(d) Se uma coluna contém um pivd, entdo todos 0s seus outros elementos sao iguais a zero.

Se uma matriz satisfaz as propriedades (a) e (c), mas nao necessariamente (b) e (d), dizemos que
ela esta na forma escalonada .

Exemplo 1.12. As matrizes

100 1 3 0 2
010 e 0 0 1 -3
0 01 0 0 0 O
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sdo escalonadas reduzidas, enquanto

1 11 1 3 -1 5
0 -1 2 e 00 =5 15
0 0 5 00 0 0

sao escalonadas, mas néo sao escalonadas reduzidas.
Este método de resolucao de sistemas, que consiste em aplicar opera¢des elementares as linhas
da matriz aumentada até que a matriz do sistema esteja na forma escalonada reduzida, &€ conhecido

como método de Gauss-Jordan .

Exemplo 1.13. Considere o seguinte sistema

z + 3y + 13z = 9
y + 5z = 2
—2y — 10z = =8

A sua matriz aumentada é ‘
@O 3 13 9

0 1 5. 2

0 -2 —10: -8
1% elimina¢ ao:
Como o pivd da 12 linha é igual a 1 e os outros elementos da 1% coluna sao iguais a zero, ndo ha nada
o que fazer na 1% eliminacéao.

1 3 13: 9

0 @ 5. 2

0 —2 —10: -8
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22 eliminag ao:

Olhamos para submatriz obtida eliminando-se a 1% linha. Escolhemos para pivd um elemento nao
nulo da 1% coluna nao nula da submatriz. Escolhemos o elemento de posi¢ao 2,2. Como ele € igual a
1, precisamos, agora, “zerar” os outros elementos da coluna do pivd. Para isto somamos a 1?2 linha,
—3 vezes a 2% e somamos a 3% linha, 2 vezes a 22.

—3x2? linha + 12 linha — 12 linha 10 -2 3
2x 2% linha 4 3% linha — 3% linha 01 5 | 2
00 0:-4
Portanto o sistema dado € equivalente ao sistema
T - 2z = 3
y + 5z = 2
0 = —4

gue ndo possui solucao.

Em geral, um sistema linear ndo tem solucdo se, e somente se, a (ltima linha ndo nula da forma
escalonada reduzida da sua matriz aumentada for da forma [0 ... 0|0/, ], com ¥, # 0.

Exemplo 1.14. Considere o seguinte sistema

32 — 9w = 6
or + 1dby — 10z + 40w = —45
r + 3y — 2z + dw = =7
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A sua matriz aumentada é

0O 0 3 -9 6
5 15 —10 40 —45
® 3 -1 5 -7

1% elimina¢ ao:
Como temos que “fazer” o pivé igual a um, escolhemos para pivd o elemento de posicao 3,1. Preci-
samos “coloca-lo” na primeira linha, para isto, trocamos a 3% linha com a 1% .

O 3 -1 5 -7

12 linha <— 42 linha | E 15 10 40 —45
0 0 3 -9 6

Agora, precisamos “zerar” os outros elementos da 1? coluna, que € a coluna do pivo, para isto, adici-
onamos a 2% linha, —5 vezes a 1%,

1 3 -1 5. =7

_ a i a i a | 1
5x 12 linha + 22 linha — 22 linha 00 @ 15 10
00 3 -9 6

22 eliminag ao:

Olhamos para a sub-matriz obtida eliminando-se a 1% linha. Escolhemos para pivé um elemento
diferente de zero na 1? coluna nao nula desta sub-matriz. Escolhemos o elemento de posicao 2,3.
Como temos que fazer o pivo igual a 1, multiplicamos a 22 linha por —1/5.
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13 -1 5;-7
—(1/5)%2? linha — 22 linha 00 @D -3: 2
00 3 -9 6

Agora, precisamos “zerar” 0s outros elementos da 2% coluna, que € a coluna do pivd, para isto, adici-
onamos a 1% linha a 2* e a 3% linha, —3 vezes a 22.

22 linha + 12 linha — 12 linha 1 3 0 2 i -5
—3x2? linha + 32 linha — 32 linha 0 0 1 =3: 2
00 0 0! 0

Esta matriz & escalonada reduzida. Portanto o sistema dado é equivalente ao sistema seguinte

r + 3y + 2w = =5
z — 3w = 2

A matriz deste sistema possui duas colunas sem pivls. As variaveis que nao estdo associadas
a pivos podem ser consideradas vari aveis livres , isto €, podem assumir valores arbitrarios. Neste
exemplo as variaveis y e w nao estao associadas a pivds e podem ser consideradas variaveis livres.
Sejam w = a e y = (. As variaveis associadas aos piv0s terdo os seus valores dependentes das

variaveis livres, z = 2 + 3a, * = —5 — 2a — 3. Assim, a solugao geral do sistema é
x -5 —2a — 30
_|v|_ g :
X = L= 924 30 para todos os valores de « e [ reais.
w «
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Em geral, se o sistema linear tiver solucao e a forma escalonada reduzida da matriz aumentada
possuir colunas sem pivds, as variaveis que ndo estdo associadas a pivds podem ser consideradas
vari aveis livres , isto &€, podem assumir valores arbitrarios. As variaveis associadas aos pivos terao
os seus valores dependentes das variaveis livres.

Lembramos que o sistema linear ndo tem solucéo se a Gltima linha ndo nula da forma escalonada
reduzida da matriz aumentada do sistema for da forma [0 ... 0¥/ ], com ¥/, # 0, como no Exemplo
1.13 na pagina 43.

Observac ao. Para se encontrar a solucdo de um sistema linear ndo € necessario transformar a
matriz aumentada do sistema na sua forma escalonada reduzida, mas se a matriz esta nesta forma, o
sistema associado € o mais simples possivel. Um outro método de resolver sistemas lineares consiste
em, através da aplicacao de operacOes elementares a matriz aumentada do sistema, se chegar a uma
matriz que & somente escalonada (isto &€, uma matriz que satisfaz as condicdes (a) e (c), mas nao
necessariamente (b) e (d) da Definicdo 1.6). Este método é conhecido como método de Gauss .

O proximo resultado mostra que um sistema linear que tenha mais de uma solugao nao pode ter
um ndmero finito de solucdes.

Proposic 8o 1.3. Sejam A uma matriz m x n e B uma matriz m x 1. Se o sistema linear A X = B
possui duas solugdes distintas X, # X, entdo ele tem infinitas solucdes.
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Demonstra¢c do. Seja
Xo=(1-MNXo+ Xy, paraleR.

Vamos mostrar que X, é solucdo do sistema A X = B, para qualquer A € R. Para isto vamos
mostrar que A X, = B.
Aplicando as propriedades (i), (j) das operacdes matriciais (Teorema 1.1 na pagina 10) obtemos

AX, =A[1-NXo+XX3] = A0 - NXo+ ANX; = (1 - VMA X+ A X,
Como X, e X; sdo solucdes de A X = B, entdo A Xy = Be A X, = B, portanto
AXy=(1-NB+AB=[1-)\)+\B=B5,

pela propriedade (f) do Teorema 1.1.

Assim o sistema A X = B tem infinitas solugdes, pois para todo valor de A € R, X, é solucdo e
X=Xy =(A=XN)(X;—Xj),ouseja, X, # Xy, para A # X. Observe que para A = 0, X, = X,
para A = 1, X, = X;, para A = 1/2, X, = ;X + 35X, para A = 3, X, = —2X,, + 3X, e para
A= -2, X, =3X,—2X;.

No Exemplo 3.4 na pagina 166 temos uma interpretacdo geométrica desta demonstracao. |

Para resolver sistemas lineares vimos aplicando operacdes elementares a matriz aumentada do
sistema linear. Isto pode ser feito com quaisquer matrizes.
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1.2.2 Matrizes Equivalentes por Linhas

Defini¢c &0 1.7. Uma matriz A = (ai;)mxn € equivalente por linhas a uma matriz B = (b;;)mxn, S€
B pode ser obtida de A aplicando-se uma seqiéncia de operacdes elementares sobre as suas linhas.

Exemplo 1.15. Observando os Exemplos 1.11, 1.14 e 1.13, vemos que as matrizes

1 11 0 0 3 -9 1 3 13
2 1 47, 5 15 —10 40 |, 0 1 )
2 35 1 3 -1 5 0 —2 —-10
sdo equivalentes por linhas as matrizes
1 00 1 3 0 2 1 0 =2
0107, 0O 0 1 =3 1{, 01 51,
001 0 0 0 0 00 O

respectivamente. Matrizes estas que sdo escalonadas reduzidas.

Cuidado: elas sao equivalentes por linhas, ndo sao iguais!

A relacdo “ser equivalente por linhas” satisfaz as seguintes propriedades, cuja verificacdo deixa-
MOs como exercicio para o leitor:

e Toda matriz € equivalente por linhas a ela mesma (reflexividade);
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e Se A é equivalente por linhas a B, entdo B é equivalente por linhas a A (simetria);

e Se A é equivalente por linhas a B e B é equivalente por linhas a C', entdo A é equivalente por
linhas a C' (transitividade).

Toda matriz &€ equivalente por linhas a uma matriz na forma escalonada reduzida e a
demonstracdo, que omitiremos, pode ser feita da mesma maneira que fizemos no caso particular
das matrizes aumentadas dos Exemplos 1.11, 1.14 e 1.13. No Teorema 1.10 na pagina 75 mostra-
mos que essa matriz escalonada reduzida € a Unica matriz na forma escalonada reduzida equivalente
a A.
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Teorema 1.4. Toda matriz A = (aij)mxn € equivalente por linhas a uma Unica matriz escalonada
reduzida R = (7 ) mxn-

O proximo resultado sera usado para provar alguns resultados no capitulo de inversdo de matrizes.

Proposi¢c do 1.5. Seja R uma matriz n x n, na forma escalonada reduzida. Se R # I,,, entdo R tem
uma linha nula.

Demonstra¢c ao. Observe que o pivd de uma linha ¢ esta sempre numa coluna j com j > 1. Portanto,
ou a (ltima linha de R € nula ou o pivb da linha n esta na posicao n,n. Mas, neste caso todas as
linhas anteriores sdo nao nulas e os pivos de cada linha 7 esta na coluna ¢, ou seja, R = I,,. [ |

1.2.3 Sistemas Lineares Homog éneos

Um sistema linear da forma

a11r1  + ajpxrs  + e + apr, = 0
211 + Q9279 + e +  agpr, = 0

2.7)
Am1T1 + QAmaTa + o + apntn, = 0
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é chamado sistema homog éneo. O sistema (1.7) pode ser escrito como A X = 0. Todo sistema

T 0
R : ~ X2 o
homogéneo admite pelo menos a solucdo X = . = . | chamada de solug &o trivial .
Tn 0

Portanto, todo sistema homogéneo tem solugdo. Além disso ou tem somente a solucao trivial ou tem
infinitas solucdes

Observag &o. Para resolver um sistema linear homogéneo A X = 0, basta escalonarmos a matriz A
do sistema, ja que sob a acdo de uma operacao elementar a coluna de zeros nao é alterada. Mas, é
preciso ficar atento quando se escreve o sistema linear associado a matriz resultante das operacées
elementares, para se levar em consideracao esta coluna de zeros que nao vimos escrevendo.

Teorema 1.6. Se A = (a;;)mxn, € tal que m < n, entdo o sistema homogéneo AX = 0 tem solug&o
diferente da solucéo trivial, ou seja, todo sistema homogéneo com menos equacdes do que incognitas
tem infinitas solucdes.
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Demonstra¢c ao. Como o sistema tem menos equagdes do que incognitas (m < n), o nUmero de
linhas ndo nulas r da forma escalonada reduzida da matriz aumentada do sistema também & tal que
r < n. Assim, temos r pivds e n — r variaveis (incognitas) livres, que podem assumir todos os valores
reais. Logo, o sistema admite solugcdo ndao trivial e portanto infinitas solugdes. [ |

O conjunto solugdo de um sistema linear homogéneo satisfaz duas propriedades interessantes.

Proposic &0 1.7. Seja A = (aij)mxn-
(a) Se X eY sdo solucdes do sistema homogéneo, AX = 0, entdo X + Y também o é.

(b) Se X é solucdo do sistema homogéneo, AX = 0, entdo a.X também o é.

Demonstra¢ d0. (a) Se X e Y s&o solugdes do sistema homogéneo AX = 0, entdo AX = 0 e
AY = 0 e portanto X + Y também é solug&o pois, A(X +Y) = AX + AY =0+ 0=0;

(b) Se X é solugdo do sistema homogéneo AX = 0, entdo aX também o &, pois A(aX) =
aAX = a0 =0.
[ |

Estas propriedades ndo sdo validas para sistemas lineares em geral. Por exemplo, considere o
sistema linear AX = B, em que A = [1] e B = [1]. A solugdo deste sistema é X = [1]. Mas,
X 4+ X =2X =2, ndo é solucdo do sistema.
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Exemplo 1.16. Vamos retomar a cadeia de Markov do Exemplo 1.9 na pagina 17. Vamos supor que
uma populacao é dividida em trés estados (por exemplo: ricos, classe média e pobres) e que em cada
unidade de tempo a probabilidade de mudanca de um estado para outro seja constante no tempo, s6
dependa dos estados.

Seja t;; a probabilidade de mudanga do estado j para o estado < em uma unidade de tempo
(geracdo). A matriz de transicao & dada por

ORONE)

t11 ti2 ti3
T = to1 Toa a3
t31 132 133

@O

Vamos considerar a matriz de transicao

@
©)
©

Vamos descobrir qual distribuicdo inicial da populacao entre os trés estados permanece inalterada,
geracao apos geracao. Ou seja, vamos determinar P tal que

TP=P ou TP=LP ou (T—-1I)P=0.

@
1
2
1
2

T —

Al ol 4>|H®

©)
0
1
2
1
2

o

Assim precisamos resolver o sistema linear homogéneo

—%x%—}ly =0
o=y o+ 3 =0
W o= 3z =0
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cuja matriz aumentada é

O NI= =

12 eliminac ao:

—2x%12 linha — 22 linha

—1x1%linha + 2* linha — 2% linha

22 eliminag ao:

—4x2% linha — 22 linha

122 linha + 12 linha — 12 linha

2
L« 22 linha + 32 linha — 3?2 linha

1

("

PN I

S O = O e

== O

1

o O O

W= R N = N = N =

0

01
0 0
Portanto o sistema dado é equivalente ao sistema seguinte

z

2z

NI= IR O o= N= O

o O
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Seja z = a. Entdo y = 2a e z = «. Assim, a solucgdo geral do sistema &

b1 1
X=|p | =«af 2|, paratodoa € R.
D3 1

Tomando a solucao tal que p; + po + p3 = 1 obtemos que se a populagdo inicial for distribuida de
forma que p; = 1/4 da populagéo esteja no estado 1, p, = 1/2 da populagéo esteja no estado 2 e
ps = 1/4, esteja no estado 3, entdo esta distribuicdo permanecera constante geracéo apos geragao.

1.2.4 Matrizes Elementares (opcional)

Defini¢c a0 1.8. Uma matriz elementar n xn € uma matriz obtida da matriz identidade /,, aplicando-se
uma, e somente uma, operacdo elementar.

Vamos denotar por F;; a matriz elementar obtida trocando-se a linha ¢ com a linha j da matriz 1,
E;(«) a matriz elementar obtida multiplicando-se a linha i da matriz I, pelo escalar o # 0 e E; j(«)
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a matriz elementar obtida da matriz /,,, somando-se a linha j, a vezes a linha :.

r1 0 . . . . . . 0 7 -1 O A . . . 0_
(.
1 0
: o ... 1 o 1 .
Eig=|. S . L Ei(a) =] - o R
: 1 0 S . 1 )
1
0 ) 0
L o 0 1 | 0 0 1]
1 0 0
0
1 —1
e Eija)=
a 1 —J
0o - - - - 0 1]

Exemplo 1.17. As matrizes seguintes sdo as matrizes elementares 2 x 2:

01 a 0 1 0
E1,2=E2,1={1 O}’ El(a):{o 1},E2(04):[0 Oz},coma#(),

Em(a):u (1)] e Eu(a):{é ﬂ
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1 0 0
: 1 0 :
Sejam F, = | Ey = e By = ~ | matrizes m x 1.
0 0 1
As matrizes elementares podem ser escritas em termos das matrizes £; como
C BT _ B -
: T BT :
Et Yy Ezt 1
Ei,j = s EZ(Oé) = OZEZt 1 e Ei,j(a) =
Ef | 5 Bl +aB! |
: | By, :
2 L B

Aplicar uma operacao elementar em uma matriz, corresponde a multiplicar a matriz a esquerda
por uma matriz elementar, como mostra o resultado a seguir.

Teorema 1.8. Sejam E uma matriz elementar m x m e A uma matriz qualquer m x n. Entdo, KA é
igual a matriz obtida aplicando-se na matriz A a mesma operacdo elementar que originou F.
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Demonstra¢c do. Como a i-ésima linha de um produto de matrizes BA é igual a B; A, em que B; é a
i-ésima linha da matriz B (Exercicio 1.1.17 (b) na pagina 28) e E!A = A;, em que A; é alinha i da
matriz A (Exercicio 15 (b) na pagina 26), entao:

Rz [ ETA Ay
i—| Ej ElA | Aj | i
J=| E! E'A | <) A |
| B | B A [ Am
[ El T [ EiA 7] [ A ]
E(a)A= i— | aE! | A= | aElA |+i = | ad; |+
| B, L B A | A
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EtA
E!A
EiA +aEjA

E! A

m

A
—i A i
—J - Aj—i-:aAi —J
A

Assim, aplicar uma seqliéncia de operagdes elementares em uma matriz, corresponde a multipli-

car a matriz a esquerda por um produto de matrizes elementares.

Exemplo 1.18. Quando usamos o método de Gauss-Jordan para resolver o sistema do Exemplo 1.11
na pagina 39, aplicamos uma sequéncia de operacdes elementares na matriz aumentada do sistema.
Isto corresponde a multiplicar a matriz aumentada

[A]B] =

a esquerda pelas matrizes elementares

—_

Ei5(—2)=| —

S N

o = O

_— o O

1 1 1:1000 ]

2 1 42000

2 3 52500 |

, Eis(—=2) =

)

O =
o = O
_ o O
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L 00 1 -1 0 1 00
Ey(—=1)= 10 =1 0|, Ey(~1)=]0 1 0|, Eys(-1)=1]0 1 0
0 01 0 01 0 -1 1
100 10 -3 100
Bs(H =10 1 0|, E(=3)=]01 0], Bu2=1]01 2],
0.0 3 00 1 00 1
ou seja,
1 0 0:700
Ex(2) Bax(=3) Ba(}) Baa(—1) Eaa(—1) Ba(—1) Bra(=2) Era(=2)[A| B]=| 0 1 01200
0 0 1:100

Marco 2010 Reginaldo J. Santos



62

Matrizes e Sistemas Lineares

1.2.1.

1.2.2.

Exercicios Num éricos (respostas na pagina 549)

Quais das seguintes matrizes estdo na forma escalonada reduzida:

A:

C =

3

01 0 0 —4
B=|0 01 0 5
00 0 -1 2
[0 0 0 0 O
0 0 1 2 —4
D‘ooo1o
00 0 0 0

Em cada item suponha que a matriz aumentada de um sistema foi transformada usando
operacdes elementares na matriz escalonada reduzida dada. Resolva o sistema correspon-

dente.

(@)

(b)

OO = OO

0 0

_ o O = W

0

3
4
)
0

3
2
)

-2
7
8
0

()

(d)

S O =
o = O
_ o O
_ o O

o O O+
O O O
S O = O
S W O o
S © Ot Ww

1.2.3. Resolva, usando o método de Gauss-Jordan, 0s seguintes sistemas:

(@)

€
31’1

+

)

— 2[L’2
— 7.232

—f- 2.1}3
+ 31‘3
+ 41’3

8
1
10
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21‘1 + 21’2 + 2$3 = 0
(b) —2x1 + S99 + 23 = 1
8r1 + w9 + 4dx3 = -1
— 229 + 33 = 1
(© 3r1 + 6y — 31‘3 = -2,
61‘1 -+ 65(72 + 3[E3 = 5

1.2.4. Os sistemas lineares seguintes possuem a mesma matriz A. Resolva-os usando o método de
Gauss-Jordan. Observe que os dois sistemas podem ser resolvidos ao mesmo tempo escalo-
nando a matriz aumentada [ A | B; | B, |.

ry — 21’2 + r3 = 1 xry — 21’2 + r3 = 2
(@) 21 — bxy + rs = -2 ; (b) 2r1 — bxy + r3 = —1.
31‘1 — 75(72 + 2:['3 = -1 31‘1 — 71’2 + 21’3 = 2
1 0 5
1.25. SejaA=| 1 1 1
0 1 —4

(a) Encontre a solugdo geral do sistema (A + 413) X = 0;
(b) Encontre a solugéo geral do sistema (A — 213)X = 0.

1.2.6. Para cada sistema linear dado, encontre todos os valores de a para 0s quais o0 sistema nao tem
solucdo, tem solucdo Gnica e tem infinitas solugdes:

r + 2y — 3z = 4

@) 3r — y —+ 5z = 2 ;
4 + y + (@*—14)z = a+2

Marco 2010 Reginaldo J. Santos



64 Matrizes e Sistemas Lineares

r + oy + s = 2
(b) 2 + 3y + 22z = 5 .
20 + 3y + (a*—1)z = a+1

1.2.7. Uma industria produz trés produtos, X, Y e Z, utilizando dois tipos de insumo, A e B. Para a
manufatura de cada kg de X séo utilizados 2 gramas do insumo A e 1 grama do insumo B; para
cada kgde, 1 grama de insumo A e 3 gramas de insumo B e, para cada kg de Z, 3 gramas de A
e 5 gramas de B. O preco de venda do kg de cada um dos produtos X, Y e Z € R$ 3,00, R$ 2,00
e R$ 4,00, respectivamente. Com a venda de toda a producéo de X, Y e Z manufaturada com
1,9 kg de A e 2,4 kg de B, essa indUstria arrecadou R$ 2900,00. Determine quantos kg de cada
um dos produtos X, Y e Z foram vendidos. (Sugestao: veja o Exemplo 1.11 na pagina 39.)

1.2.8. Determine os coeficientes a, b, c e d da fungéo polinomial p(z) = ax® + bx? + cx + d, cujo
grafico passa pelos pontos P, = (0,10), P, = (1,7), Py = (3, —11) e P, = (4, —14).
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30 T

20

10

y A

-10

_20 -

-30 !

all |
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1.2.9. Determine coeficientes a, b e ¢ da equagéo do circulo, 2% + y? + ax + by + ¢ = 0, que passa
pelos pontos P, = (—2,7), P, = (—4,5) e Py = (4, —3).
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1.2.10. Encontre condicGes sobre os b;'s para que cada um dos sistemas seja consistente (isto €,
tenha solucao):

rT — 21‘2 + 51’3 = bl rT — 21‘2 — r3 = bl
(a) 433'1 — 5.1'2 + 81’3 = bQ ) (b) —433’1 + 5.1'2 + 21’3 = bQ .
—3$1 + 3372 — 31’3 = b3 —4;31 + 7372 + 41’3 = b3

1.2.11. (Relativo a sub-secao 1.2.4) Considere a matriz

oo

7
3
1
Encontre matrizes elementares F, F,G e H tais que R = FFGH A € uma matriz escalonada
reduzida. (Sugestdo: veja o Exemplo 1.18 na pagina 60.)

1.2.12. Resolva, usando o método de Gauss-Jordan, 0s seguintes sistemas:

(

T, + 21, — 314 + z5 = 2
(a) ¢ r1 + 229 4+ x3 — 34 + x5 + 206 = 3
r1 + 29 — 3r4 + 225 + x5 = 4°
. 3131 + 6%2 + x3 — 9$4 + 4I5 + 31’6 = 9
( T + 31’2 - 2[L’3 + 2.T5 = 0
(b) 21‘1 + 61’2 - 51’3 - 2!['4 + 4ZL‘5 - 31‘6 = —1 .
53 + 1014 + 1dxy = 5"’
[ 211 + 619 + 8xy + 4dxs + 18z = 6
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1 1 1 1

1.2.13. Considere a matriz A = ! 3 -2 “ . Determine o conjunto solucéo do
2 2a—2 —a—2 3a-—1
3 a+2 -3 2a+1

sistema AX = B,emque B = [4 316 ], para todos os valores de a.

1.2.14. Resolva os sistemas lineares cujas matrizes aumentadas sao:

1 2 3 1 8
@ (1 3017/, 1 230
1 02 1 3 1 1 10
- (© ;
1 1 3 -3 0 1 1 2 0
(b) 0 2 1 -3 3 |; 1 330
i 1 0 2 -1 -1
Exercicios usando o M ATLAB ®
Comandos do MATLAB®:
>> A=[A1,...,An] cria uma matriz A formada pelas matrizes, definidas anteriormente, A1,

., An colocadas uma ao lado da outra;
>> expr=subs (expr,x,num) substitui na expressdo expr a variavel x por num.
>> p=poly2sym([an, ...,a0],x) armazena na variavel p o polinémio a,x" + ...+ ao.

>> clf limpa a figura ativa.
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1.2.15.

Comandos do pacote GAAL:

>> B=opel(alpha,i,A) ou>> oe(alpha,i,A)faz a operacdo elementar
alphaxlinha i ==> linha i da matriz A e armazena a matriz resultante em B.

>> B=opel(alpha,i,j,A) ou>> oe(alpha,i,j,A) faz a operacdo elementar
alphaxlinha i + linha j ==> linha j da matriz A e armazena em B.

>> B=opel(A,i,j) ou>> oe(A,i,j) faz atroca da linha i com a linha j da matriz A e arma-
zena a matriz resultante em B.

>> B=escalona(A) calcula passo a passo a forma escalonada reduzida da matriz A e arma-
zena a matriz resultante na variavel B.

>> matvand (P,k) obtém a matriz de Vandermonde de ordem k, se P=[x1; ... ;xn] e amatriz
de Vandermonde generalizada no caso em que P=[x1,y1;...;xn,yn].
>> po([x1,y1;x2,y2;...xk,yk]) desenha os pontos (x1,y1), ..., (xk,yk).

>> plotf1(f, [a,b]) desenha o grafico da funcdo dada pela expressao simbolica £ no inter-
valo [a,b].

>> plotci(f, [a,b], [c,d]) desenha o grafico da curva dada implicitamente pela expresséo
f (x,y)=0 naregido do plano [a,b]x[c,d].

>> p=poly2sym2([a,b,c,d,e,f],x,y) armazena na variavel p o polindbmio em duas
variaveis ax? + bxy + cy® + dx + ey + f.

>> eixos desenha os eixos coordenados.

(a) Use o comando P=randi(4,2), para gerar 4 pontos com entradas inteiras e aleatorias
entre —5 e 5. Os pontos estao armazenados nas linhas da matriz P.
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1.2.16.

(b)

(©

(d)
(@)

(b)

(©)

(d)

Use o MaTLAB® para tentar encontrar os coeficientes a, b, ¢ e d da funcdo polinomial
p(x) = ax® + bx? + cx + d cujo grafico passa pelos pontos dados pelas linhas da matriz
P. A matriz A=matvand (P (:,1),3) pode ser (til na solugédo deste problema, assim como
a matriz B=P(:,2). Se nao conseguiu, repita o passo anterior. Por que pode nao ser
possivel?

Desenhe os pontos e o grafico do polinbmio com os comandos
clf, po(P), syms x, p=poly2sym(R(:,5),x), plotfi(p,[-5,5]), em que R é forma
escalonada reduzida da matriz [A,B].

Desenhe os eixos coordenados com o0 comando eixos.

Use o comando P=randi(5,2), para gerar 5 pontos com entradas inteiras e aleatorias
entre —5 e 5. Os pontos estdo armazenados nas linhas da matriz P.

Use o MaTLAB® para tentar encontrar os coeficientes a, b, ¢, d, e e f da conica, curva de
equacdo az? + bxy + cy? + dx + ey + f = 0, cujo grafico passa pelos pontos cujas
coordenadas sao dadas pelas linhas da matriz P. A matriz A=matvand (P, 2) pode ser (til
na solucdo deste problema. Se ndo conseguiu, repita o passo anterior. Por que pode nao
ser possivel?

Desenhe os pontos e a conica com os comandos

clf, po(P), syms X Y, p=poly2sym2([-R(:,6);1],x,y),
plotci(p, [-5,5],[-5,5]), em que R é a forma escalonada reduzida da matriz
A.

Desenhe os eixos coordenados com o comando eixos.

1.2.17. Use o MaTLAB® e resolva os Exercicios Num éricos a partir do Exercicio  1.2.3.
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Exercicios Te o6ricos

1.2.18. Mostre que toda operacdo elementar possui inversa, do mesmo tipo, ou seja, para cada
operacao elementar existe uma outra operacéo elementar do mesmo tipo que desfaz o que
a operacao anterior fez.

1.2.19. Prove que:

(a) Toda matriz é equivalente por linhas a ela mesma (reflexividade);
(b) Se A é equivalente por linhas a B, entdo B é equivalente por linhas a A (simetria);
(c) Se A é equivalente por linhas a B e B é equivalente por linhas a C', entdo A é equivalente
por linhas a C (transitividade).
1.2.20. (a) Sejam X, e X, solucdes do sistema homogéneo A X = 0. Mostre que aX; + X, é
solugdo, para quaisquer escalares « e (3. (Sugestao: veja o Exemplo 1.7.)
(b) Sejam X; e X, solucdes do sistema A X = B. Mostre que se a.X; + X5 é solugéo,
para quaisquer escalares o e 3, entdo B = 0. (Sugestéo: facaa = 3 = 0.)
1.2.21. Sejam A uma matriz m x n e B # 0 uma matriz m x 1.
(a) Mostre que se X; € uma solucdo do sistema AX = B e Y; € uma solucdo do sistema
homogéneo associado AX = 0, entdo X; + Y] é solucdo de AX = B.

(b) Seja X, solucdo particular do sistema AX = B. Mostre que toda solugdo X do sistema
AX = B, pode ser escrita como X = X, + Y, em que Y & uma solugédo do sistema
homogéneo associado, AX = 0. Assim, a solucéo geral do sistema AX = B é a soma
de uma solugdo particular de AX = B com a solucdo geral do sistema homogéneo
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associado AX = 0. (Sugestdo: Escreva X = X + (X — Xj) e mostre que X — X &
solucdo do sistema homogéneo AX = 0.)
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Apéndice Il: Unicidade da Forma Escalonada Reduzida

Proposi¢ 8o 1.9. Sejam A e B matrizes m X n equivalentes por linhas. Sejam A4, ..., A, as colunas
1,...,n, respectivamente, da matriz Ae By, ..., B, ascolunas 1, ..., n, respectivamente, da matriz
B. Se existem escalares «,, . . ., o, tais que

Ap = ajAj + -+, Ay,

entao
By, = alejl T+t O‘jkBjm

Demonstrac do. Se B é equivalente por linhas a A, entdo B pode ser obtida de A aplicando-se uma
seqUéncia de operacdes elementares. Aplicar uma operacdo elementar a uma matriz corresponde
a multiplicar a matriz a esquerda por uma matriz invertivel (Teorema 1.8 na pagina 58). Seja M o
produto das matrizes invertiveis correspondentes as operacdes elementares aplicadas na matriz A
para se obter a matriz B. Entdo M é invertivele B = M A.
Sejam «;,, ..., , escalares tais que
Ak’ = alejl +oee At ajkA

Jko
entdo multiplicando-se a esquerda pela matriz M obtemos
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Como MA; = Bj,paraj = 1,...,n (Exercicio 1.1.17 (a) na pagina 28), entdo

By =, Bj, + - + @, Bj,..

Teorema 1.10. Se R = (7ij)mxn © S = (Sij)mxn S40 mMatrizes escalonadas reduzidas equivalentes
por linhas a uma matriz A = (a;;)mxn, €ntdo R = S.

Demonstra¢ do. Sejam S e R matrizes escalonadas reduzidas equivalentes a A. Sejam Ry, ..., R,
as colunas de R e S1,...,95, as colunas de S. Seja r o numero de linhas ndo nulas de R. Se-
jam ji, ..., 7, as colunas onde ocorrem os pivos das linhas 1, ..., r, respectivamente, da matriz R.
Pelo Exercicio 19 na pagina 72, R e S sao equivalentes por linha, ou seja, existe uma seqiéncia
de operagdes elementares que podemos aplicar em R para chegar a S e uma outra seqiiéncia de
operacdes elementares que podemos aplicar a S e chegar a R.

Assim, como as colunas 1, ..., 7; — 1 de R s@o nulas o mesmo vale paraas colunas 1,...,7; — 1
de S. Logo o pivd da 1% linha de .S ocorre numa coluna maior ou igual a j;. Trocando-se R por S e
usando este argumento chegamos a concluséo que R; = S; eassim Ry = 5y,..., R;, = 5;,.
Vamos supor que Ry = Sy,..., R; = S, e vamos mostrar que

Rjk+1:Sjk+17"'7Rjk+1:Sjk+17 sek < rou

RjTJrl = Sjr+17 P Rn = Sn, sek=r.
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Observe queparaj = jx+1,...,Jkr1 —1,se k <r,ouparaj = j.+1,...,n,se k = r, temos
que
Rj:(’l“lj,...,’l“kj,o,...,()):lele—F...—{—Tijjk,

0 que implica pela Proposicao 1.9 que
Sj = leSjl 4+ ...+ Tkijk'

Mas por hipotese R;, = 5;,,..., R;, = 5j,, entéo,

k’
Sj = lele + ...+ Tijjk = Rj,

paraj =7Jx+1,....Jk1 —1,sek<rouparaj=j.+1,...,n,sek =r.
Logo, se k < r, o pivd da (k + 1)-ésima linha de S ocorre numa coluna maior ou igual a jx 1.

Trocando-se R por S e usando o argumento anterior chegamos a concluséo que R;, ., = S5, e
assim Ry = S51,...,R;, =95, .Esek=r,entdo R, = 5y,..., R, = S,.
Portanto R = S. |
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Teste do Capitulo

1. Para o sistema linear dado, encontre todos os valores de a para 0os quais o0 sistema nao tem

solucdo, tem solucdo Gnica e tem infinitas solucdes:

r + 2y + z = 3
r + y - z = 2
r + y + (a®*—=5)z = a

2. Se possivel, encontre os valores de z, y e z tais que:

123740 16 z 100
2 5 3 13 -5 y|=]010
10 8 5 -2 2 00 1

3. Sejam

D:{l 0}.eP:{ cos sen@}i

0 —1
Sabendo-se que A = P'DP, calcule D?, PPt e A2

—senf cost

4. Responda Verdadeiro ou Falso, justificando:
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(a) Se A% = —2A%, entdo (I, + A?)(I, — 2A%) = I,;

(b) Se A = P'DP, onde D é uma matriz diagonal, entdo A’ = A;

(c) Se D é uma matriz diagonal, entdo DA = AD, para toda matriz A, n X n;
(d) Se B = AA!, entdo B = B'.

(e) Se Be Asdotaisque A= A'e B = B, entdo C = AB, étalque C* = C.

Matrizes Vetores e Geometria Analitica

Marco 2010



Capitulo 2

Invers ao de Matrizes e Determinantes

2.1 Matriz Inversa

Todo nimero real a, ndo nulo, possui um inverso (multiplicativo), ou seja, existe um nimero b, tal
que ab = ba = 1. Este nimero é Gnico e o denotamos por a~'. Apesar da algebra matricial ser
semelhante a algebra dos nimeros reais, nem todas as matrizes A ndo nulas possuem inversa, ou
seja, nem sempre existe uma matriz B tal que A B = B A = I,,. De inicio, para que os produtos AB
e B A estejam definidos e sejam iguais é preciso que as matrizes A e B sejam quadradas. Portanto,
somente as matrizes quadradas podem ter inversa, o que ja diferencia do caso dos nimeros reais,
pois todo niumero nao nulo tem inverso. Mesmo entre as matrizes quadradas, muitas ndo possuem
inversa, apesar do conjunto das que nao tem inversa ser bem menor do que o conjunto das que tem
(Exercicio 2.2.9 na pagina 141).
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Defini¢ &0 2.1. Uma matriz quadrada A = (a;;)nxn € invertivel ou ndo singular , se existe uma
matriz B = (b;j)nxn tal que
AB=BA=1,, 2.1)

em que [,, &€ a matriz identidade. A matriz B € chamada de inversa de A. Se A ndo tem inversa,
dizemos que A é néo invertivel ou singular .

Exemplo 2.1. Considere as matrizes

23] e[ )

A matriz B € a inversa da matriz A, pois AB = BA = I,.

Teorema 2.1. Se uma matriz A = (a;;)nx, POSSUI inversa, entdo a inversa é Gnica.
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Demonstra¢ do. Suponhamos que B e C' sejam inversas de A. Entdo, AB = BA =1, = AC =
C'A e assim,
B=BI,=B(AC)=(BA)C=1,C=C.

Denotamos a inversa de A, quando ela existe, por A~!. Devemos chamar atencéo para o fato de
gue o indice superior —1, aqui, ndo significa uma poténcia, tdo pouco uma divisdo. Assim como no
caso da transposta, em que A’ significa a transposta de A, aqui, A~ significa a inversa de A.

2.1.1 Propriedades da Inversa

Teorema 2.2. (a) Se A é invertivel, entdo A~! tambémo ée

(b) Se A = (aij)nxn € B = (bij)nxn S80 matrizes invertiveis, entdo AB é invertivel e

(AB) ' =B1'A™;

(c) Se A = (aij)nxn € invertivel, entdo A’ também & invertivel e

(At)—l — (A_l)t.
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Demonstrac do. Se queremos mostrar que uma matriz &€ a inversa de uma outra, temos que mostrar
gue os produtos das duas matrizes sao iguais a matriz identidade.

(a) Uma matriz B é ainversade A~! se
A'B=BA' =1,.
Mas, como A~! é ainversa de A, entdo
AAT = ATTA=1T,.
Como a inversa é Unica, entdo B = A é ainversade A~!, ou seja, (A~1)~1 = A.

(b) Temos que mostrar que a inversa de AB & B 'A~!, ou seja, mostrar que os produtos
(AB)(B7'A™') e (B~'A71)(AB) sfo iguais & matriz identidade. Mas, pelas propriedades
(h) e (i) do Teorema 1.1 na pagina 10:
(AB)(B'A™Y )= A(BB YA ' = ALLA' = AA™ = I,
(B'AYAB)=B Y A'AB=B"'1,B=B"'B = I,

(c) Queremos mostrar que a inversa de A’ é (A‘l)t. Pela propriedade (0) do Teorema 1.1 na
pagina 10:
At(A*I)t = (AflA)t =1 = I,
(A‘l)tAt = (AA‘l)t =1 = I,
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O teorema seguinte, cuja demonstracao sera omitida no momento (Subsecdo 2.1.2), garante que
basta verificarmos uma das duas igualdades em (2.1) para sabermos se uma matriz é a inversa de
outra.

Teorema 2.3. Sejam A e B matrizes n X n.
(a) Se BA=1,,entdo AB = I,

(b) Se AB = I, entdo BA = I,

Assim, para verificar que uma matriz A é invertivel, quando temos uma matriz B que é candidata a
inversa de A, basta fazer um dos produtos AB ou B A e verificar se um deles € igual a I,,. O proximo
exemplo ilustra este fato.

Exemplo 2.2. Seja A = (a;;)nx» Uma matriz tal que A* = 0 (4 pode n&o ser a matriz nulal). Vamos
mostrar que a inversade I, — A é I,, + A+ A?. Para provar isto, devemos multiplicar a matriz I,, — A,
pela matriz que possivelmente seja a inversa dela, aqui  + A + A2, e verificar se o produto das duas
€ igual a matriz identidade 1,,.

(I, =AY, + A+ A*) = L,(I, + A+ A?) — AL, + A+ A =1, + A+ A2 - A—-A? - A> =],

Aqui foram usadas as propriedades (i) e (j) do Teorema 1.1 na pagina 10.
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2.1.2 Matrizes Elementares e Invers ao (opcional)

As matrizes elementares tém um papel importante no estudo da inversao de matrizes e da solugéo
de sistemas lineares.

Proposi¢c a0 2.4. Toda matriz elementar € invertivel e sua inversa € também uma matriz elementar.
Usando a notacgdo introduzida na pagina 56, temos:

(@ El_dl = Ejﬂ' = Ez,]:
(b) Ei(a)™! = Ei(1/a), para a # 0;

(C) EZ'J(O{)_1 = Ei’j<—Oé).

Demonstra¢ ao. Seja IJ uma matriz elementar. Esta matriz € obtida de /,, aplicando-se uma operagéo
elementar. Seja F' a matriz elementar correspondente a operacao que transforma E de volta em 1,,.
Agora, pelo Teorema 1.8 na pagina 58, temos que F'E/ = E F' = [,. Portanto, F' é a inversa de
E. ]
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Teorema 2.5. Seja A uma matriz n x n. As seguintes afirmacdes sao equivalentes:
(a) Existe uma matriz B, n x n, tal que BA = I,,.
(b) A matriz A é equivalente por linhas a matriz identidade 7,,.

(c) A matriz A é invertivel.

Demonstra¢ do0. (a)=>(b) Se BA = I, entdo o sistema A X = 0 tem somente a solugéo trivial,
pois X = [,X = BAX = B0 = 0. Isto implica que a matriz A & equivalente por linhas a
matriz identidade I,,, pois caso contrario a forma escalonada reduzida de A teria uma linha nula
(Proposicao 1.5 na pagina 51).

(b)=-(c) A matriz A ser equivalente por linhas a I,, significa, pelo Teorema 1.8 na pagina 58, que

existem matrizes elementares F/, ..., E}, tais que
E....E/A = I, (2.2)
(E;Y. . EYE,..ByA = BB
A = E'EN (2.3)

Aqui, usamos o fato de que as matrizes elementares sao invertiveis (Proposicéo 2.4). Portanto,
A é invertivel como o produto de matrizes invertiveis.

(c)=(a) Claramente.
|
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Se A é invertivel, entdo multiplicando-se ambos os membros de (2.2) a direita por A~! obtemos
Ey...EI,=A"

Assim, a mesma sequiéncia de operacdes elementares que transforma a matriz A na matriz identidade
I,, transforma também I,, em A~

A demonstracdo do Teorema 2.3 na pagina 83, agora, € uma simples conseqténcia do Teorema
anterior.

Demonstrac 8o do Teorema 2.3. (a) Vamos mostrar que se BA = I,,, entdo A é invertivele B =
A=l Se BA = I,,, entdo pelo Teorema 2.5, A é invertivele B = BI,, = BAA ' = [, A™! =
A~ Logo, AB = BA = 1I,,.

(b) Se AB = I,,, entdo pelo item anterior B é invertivel e B~! = A. Portanto BA = AB = I,.
[ |

Segue da demonstracao, do Teorema 2.5 (equacdao (2.3)) o resultado seguinte.

Teorema 2.6. Uma matriz A é invertivel se, e somente se, ela € um produto de matrizes elementares.
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Exemplo 2.3. Vamos escrever a matriz A do Exemplo 2.5 na pagina 91 como o produto de matrizes

elementares. Quando encontramos a inversa da matriz A, aplicamos uma sequéncia de operacoes

elementares em [ A | I3 ] até que encontramos a matriz [ I3 | A~ |. Como as operagdes s&o por linha,

esta mesma sequiéncia de operacdes elementares transforma A em [,,. Isto corresponde a multiplicar
1 11

amatrizA= | 2 1 4 | aesquerda pelas matrizes elementares
2 3 5
100 100
Eis(-2)=1| -2 1 0|, Ei3(-2)= 01 0],
0 01 -2 01
1 00 1 -1 0 100
Ey(-1)=|0 =1 0|, Ey(-1)=]10 1 0|, Eys(-1)=]0 10
0 01 0 01 0 —1 1
100 1 0 =3 1 00
Es(3)=10 1 0|, E3:(=3)=|01 0|, Es(2)=|01 2/,
00 3 00 1 001
ou seja,

E372(2> Eg’l(—g) Eg(%) E273(—1) E271(_].) E2<—1) EL3(_2) ELQ(—2) A - Ig.
Multiplicando a esquerda pelas inversas das matrizes elementares correspondentes obtemos

A =FE15(2) E13(2) Eo(—1) Ea1(1) Eas(1) Es(5) Es1(3) E52(—2).
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2.1.3 Meétodo para Invers ao de Matrizes

O exemplo seguinte mostra, para matrizes 2 x 2, nao somente uma forma de descobrir se uma
matriz A tem inversa mas também, como encontrar a inversa, no caso em que ela exista. Ou seja,
escalonamos a matriz [A | I5] e encontramos a sua forma escalonada reduzida [R | S]. Se R = I,
entdo a matriz A é invertivel e a inversa A~! = S. Caso contréario, a matriz A ndo é invertivel.

Exemplo 2.4. Seja A = [ Z b ] Devemos procurar uma matriz B = { i 3] ] tal que AB = I,

d
ou seja,

ar + bz =
cx + dz

_ o O =

ay + bw
cy + dw =

Este sistema pode ser desacoplado em dois sistemas independentes que possuem a mesma matriz,
que é a matriz A. Podemos resolvé-los simultaneamente. Para isto, basta escalonarmos a matriz
aumentada

[Z Zé?]Z[AUQ].

Os dois sistemas tém solucdo Unica se, e somente se, a forma escalonada reduzida da matriz [ A | I |
1 0:s:it .

fordaforma [l | S| = 01 u' v (verifique, observando o que acontece se a forma escalonada

reduzida da matriz A ndo for igual a I5). Neste caso, = s,z = u e y = t, w = v, OU Seja, a matriz

A possuirainversa, A7' = B =5 = [ Z f) }
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Para os leitores da Subsecao 2.1.2 o proximo teorema € uma simples conseqiiéncia do Teorema
2.5 na pagina 85. Entretanto a demonstracao que daremos a seguir fornece um método para encontrar
a inversa de uma matriz, se ela existir.

Teorema 2.7. Uma matriz A, n X n, & invertivel se, e somente se, A é equivalente por linhas a matriz
identidade 1,,.

Demonstrac do. Pelo Teorema 2.3 na pagina 83, para verificarmos se uma matriz A, n X n, € in-
vertivel, basta verificarmos se existe uma matriz B, tal que

AB=1,. (2.4)
Vamos denotar as colunas de B por X, Xo, ..., X,,,ouseja, B=[X; ... X, ], emque
T11 T12 Tin
Xi=| 7 = L x|
1';11 15;12 Tnn
e as colunas da matriz identidade I,,, por £y, Es, ..., E,, ouseja, I, = [E; ... E, ], em que
1 0 0
g By = 1 o, By = !
0 0 1
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Assim a equacao (2.4) pode ser escrita como
AlX, ... X, =[AX, ... AX,| =[E; ... E,],

pois a j-ésima coluna do produto AB é igual a A vezes a j-ésima coluna da matriz B (Exercicio 17
na pagina 28). Analisando coluna a coluna a equacao anterior vemos que encontrar B é equivalente
a resolver n sistemas lineares

AX;=F; paraj=1...,n.

Cada um dos sistemas pode ser resolvido usando o método de Gauss-Jordan. Para isso, formariamos
as matrizes aumentadas [A | E1], [A | Es|,...,[A | E,]. Entretanto, como as matrizes dos sistemas
sdo todas iguais a A, podemos resolver todos os sistemas simultaneamente formando a matriz n x 2n

(A| E\Ey...E,] = [A] L.

Transformando [ A | I,, | na sua forma escalonada reduzida, que vamos denotar por [ R | S |, vamos
chegar a duas situacGes possiveis: ou a matriz R € a matriz identidade, ou nao é.

e Se R = I, entdo a forma escalonada reduzida da matriz [A | I, ] é da forma [, | S]. Se
escrevemos a matriz S em termos das suas colunas S = [ S S . .. S, |, entdo as solu¢des dos
sistemas A X; = IJ; sdo X; = S;eassim B = S étal que AB = I, e pelo Teorema 2.3 na
pagina 83 A é invertivel.

e Se R # I,, entdo a matriz A ndo é equivalente por linhas a matriz identidade 7,,. Entdo, pela
Proposicao 1.5 na pagina 51 a matriz R tem uma linha nula. O que implica que cada um dos
sistemas A X; = E; ou n&o tem solucéo Gnica ou n&o tem solucédo. Isto implica que a matriz
A néo tem inversa, pois as colunas da ((nica) inversa seriam X;, paraj = 1,...n. [
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Observag ao. Da demonstracao do Teorema 2.7 obtemos ndo somente uma forma de descobrir se
uma matriz A tem inversa mas também, como encontrar a inversa, no caso em que ela exista. Ou
seja, escalonamos a matriz [A | I,] e encontramos a sua forma escalonada reduzida [R | S]. Se
R = I,,, entdo a matriz A é invertivel e ainversa A~! = S. Caso contrario, a matriz A n&o é invertivel.

Vejamos 0s exemplos seguintes.

Exemplo 2.5. Vamos encontrar, se existir, a inversa de

1 11
A=112 1 4
2 3 5
12 eliminag ao:
—2x12 linha + 22 linha — 22 linha 1 1 1 | 1 00
—2x12 linha + 32 linha — 32 linha 0 -1 2 -2 10
0 1 3:=2 0 1
22 eliminag ao:
T%2% rh s 1 1 1 1 0 0
—1x2% linha — 2% linha 0 1 -2° 2 —1 0
0 1 3 ; -2 0 1
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—1x2?% linha + 12 linha —» 12 linha 10 3:,-1 10
—1x2%linha + 32 linha — 32 linha 0 1 -2 2 —-10
0 0 5. —4 1 1
3?2 eliminag &o:
1 0 3. -1 1 0
1 qaj; a |
=X3 linha — 3% linha 0 1 —9 9 _1 0
4 1 1
00 1:=5 35 3
1oo: I 2 -2
—3x3 linha + 12 linha — 12 linha 010 > a5
2% 32 linha + 22 linha — 22 linha L5 5 5
00 1:-%2 L 1
. 5 5 5

Assim, a matriz [A | I3] € equivalente por linhas a matriz acima, que é da forma [I3 | S], portanto a
matriz A € invertivel e a sua inversa € a matriz .S, ou seja,

U= Ol Ol

A =

Ut Ol Ot=3
(GG [V RG] )

Exemplo 2.6. Vamos determinar, se existir, a inversa da matriz

1 2 3
A=1]1 1 2
011
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Para isso devemos escalonar a matriz aumentada

1 23100
A|L]=|1 1 2:0 10
0 1 1;0 01
1% elimina¢ ao:
1 231 00
—1x12 linha + 22 linha — 22 linha 01 1:1 -1 0
01 1;0 01
22 eliminag ao:
1 231 00
| —1x2? linha — 22 linha | 01 1:1 -10
0 1 1;0 01
—2x2%linha + 12 linha — 12 linha 10 13—1 2 0
—1x22 linha + 3% linha — 3% linha 01 1 1 -1 0
0 0 0;—1 1 1

Assim, a matriz [A | I3] € equivalente por linhas & matriz acima, que é da forma [R | S|, com R # I.
Assim, a matriz A ndo é equivalente por linhas a matriz identidade e portanto ndo é invertivel.

Se um sistema linear A X = B tem o nimero de equag¢ 0es igual ao nimero de inc Ognitas ,
entdo o conhecimento da inversa da matriz do sistema A=, reduz o problema de resolver o sistema
a simplesmente fazer um produto de matrizes, como esta enunciado no préximo teorema.
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Teorema 2.8. Seja A uma matriz n X n.

(a) O sistema associado AX = B tem solucdo Unica se, e somente se, A é invertivel. Neste caso
asolucdo é X = A~ 'B;

(b) O sistema homogéneo A X = 0 tem solucdo n&o trivial se, e somente se, A é singular (ndo
invertivel).

Demonstrac d0. (a) Se a matriz A & invertivel, entdo multiplicando A X = B por A~! & esquerda
em ambos 0os membros obtemos

ANAX) = A'B
(A7TAX = A'B
I,X = A'B
X = A'B.

Aqui foram usadas as propriedades (h) e (i) do Teorema 1.1 na pagina 10. Portanto, X = A~'B
€ a Gnica solugéo do sistema A X = B. Por outro lado, se o sistema A X = B possui solugdo
Unica, entdo a forma escalonada reduzida da matriz aumentada do sistema [A | B| é da forma
[R | S], em que R = I,,. Pois a matriz A € quadrada e caso R fosse diferente da identidade
possuiria uma linha de zeros (Proposicao 1.5 na pagina 51) o que levaria a que o sistema
A X = B ou ndo tivesse solugdo ou tivesse infinitas soluges. Logo, a matriz A é equivalente
por linhas a matriz identidade o que pelo Teorema 2.7 na pagina 89 implica que A é invertivel.
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(b) Todo sistema homogéneo possui pelo menos a solugao trivial. Pelo item anterior, esta sera a
Gnica solucéo se, e somente se, A € invertivel. [ |

Vamos ver no proximo exemplo que se conhecemos a inversa de uma matriz, entdo a producao
de uma inddstria em varios periodos pode ser obtida apenas multiplicando-se a inversa por matrizes
colunas que contenham a arrecadacao e as quantidades dos insumos utilizados em cada periodo.

Exemplo 2.7. Uma indUstria produz trés produtos, X, Y e Z, utilizando dois tipos de insumo, A e B.
Para a manufatura de cada kg de X sao utilizados 1 grama do insumo A e 2 gramas do insumo B;
para cada kg de Y, 1 grama de insumo A e 1 grama de insumo B e, para cada kg de Z, 1 grama de
A e 4 gramas de B. O preco de venda do kg de cada um dos produtos X, Y e Z € R$ 2,00, R$ 3,00 e
R$ 5,00, respectivamente. Como vimos no Exemplo 1.6 na pagina 8, usando matrizes o esquema de
producao pode ser descrito da seguinte forma:

XY Z
gramas de A/kg 1 11 T kg de X produzidos
gramas de B/kg 2 1 4 = A X = Y kg de Y produzidos
preco/kg 2 3 5 z kg de Z produzidos
r+y+=z gramas de A usados
AX = 20 +y + 4z gramas de B usados

2z + 3y + 52 arrecadacao

No Exemplo 2.5 na pagina 91 determinamos a inversa da matriz

1 11
A=12 1 4
2 35
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que é

ATl =

Utk U Ol ~T
|
U= ot ot
U= ot ot
I
|
[\
|
w
[\

Sabendo-se a inversa da matriz A podemos saber a producdo da indUstria sempre que soubermos
guanto foi gasto do insumo A, do insumo B e a arrecadacao.

(a) Se em um periodo com a venda de toda a producado de X, Y e Z manufaturada com 1 kg de A
e 2 kg de B, essa indUstria arrecadou R$ 2500, 00, entdo para determinar quantos kg de cada
um dos produtos X, Y e Z foram vendidos simplesmente multiplicamos A~! pela matriz

1000 gramas de A usados

B = 2000 gramas de B usados
2500 arrecadacao
ou seja,
kg de X produzidos T 1 T2 =3 1000 700
kg de Y produzidos y | =X=A"'B= : 2 -3 2 2000 | = | 200
kg de Z produzidos z -4 1 1 2500 100

Portanto, foram produzidos 700 kg do produto X, 200 kg de Y e 100 kg de Z.

(b) Se em outro periodo com a venda de toda a producao de X, Y e Z manufaturada com 1 kg de
A e 2,1 kg de B, essa indUstria arrecadou R$ 2900, 00, entdo para determinar quantos kg de
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cada um dos produtos X, Y e Z foram vendidos simplesmente multiplicamos A~! pela matriz

1000 gramas de A usados

B = 2100 gramas de B usados
2900 arrecadacao
ou seja,
kg de X produzidos T 1 T2 -3 1000 500
kg de Y produzidos y | =X=A"'B= 5 2 -3 2 2100 | =| 300
kg de Z produzidos z -4 1 1 2900 200

Portanto, foram produzidos 500 kg do produto X, 300 kg de Y e 200 kg de Z.

Vamos mostrar a reciproca do item (b) do Teorema 2.2 na pagina 81. Este resultado sera (til
na demonstracdo de que o determinante do produto de matrizes € o produto dos determinantes
(Subsecéo 2.2.2 na pagina 128).

Proposic 80 2.9. Se A e B sdo matrizes n x n, com AB invertivel, entdo A e B sao invertiveis.

Demonstra¢ &o. Considere o sistema (AB)X = (0. Se B n&o fosse invertivel, entdo existiria X # 0,
tal que B X = 0 (Teorema 2.8 na pagina 94). Multiplicando-se por A, teriamos AB X = 0, o que,
novamente pelo Teorema 2.8 na pagina 94, contradiz o fato de AB ser invertivel. Portanto, B &
invertivel. Agora, se B e AB sdo invertiveis, entdo A também & invertivel, pois A = (AB)B™!, que
€ o produto de duas matrizes invertiveis. [ |
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2.1.4 Aplica¢ ao: Interpola¢ &o Polinomial

Sejam P, = (z1,11),..., P = (Tp,yn), COM 1, ..., x, nUmeros distintos. Considere o pro-
blema de encontrar um polinémio de grau n — 1

p(z) = ap_ 12"+ ap_px™ -+ ayx + ag,

que interpola os dados, no sentido de que p(z;) = y;, parai =1,...,n.

Por exemplo se os pontos séo P, = (0,10), P, = (1,7), Py = (3,—11), P, = (4,—14) entdo
0 problema consiste em encontrar um polinémio de grau 3 que interpola os pontos dados (veja o
Exercicio 1.2.8 na pagina 64).
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30

10 b

ol |

_20 - .

-30 . . . . .

Vamos mostrar que existe, um e somente um, polindmio de grau no maximo igual a n — 1, que
interpola n pontos, com abscissas distintas. Substituindo os pontos no polindmio p(z), obtemos um
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sistema linear AX = B, em que

n—1 n—2
Ap—1 Y1 T Ty R A |
n—1 n—2
Ap_9 Y T T .o 1
X = i , B= } e A= .
n—1 n—2
ag Un T, x, R |

A matriz A & chamada matriz de Vandermonde .

Vamos mostrar que AX = B tem somente uma solugdo. Pelo Teorema 2.8 na pagina 94, um
sistema de n equacdes e n incognitas AX = B tem solugdo Gnica se, e somente se, 0 sistema
homogéneo associado, AX = 0, tem somente a solug&o trivial. X = [ a,_; -+ ao | € solugdo do
sistema homogéneo se, e somente se, o polinémio de graun — 1, p(m) =, 12" ' 4+ -+ ap, se
anula em n pontos distintos. O que implica que o polinémio p(x) é o polindmio com todos os seus
coeficientes iguais a zero. Portanto, o sistema homogéneo A X = (0 tem somente a solucao trivial.
Isto prova que existe, um e somente um, polindmio de grau no maximo igual a n — 1, que interpola n
pontos, com abscissas distintas.

Assim a solucdo do sistema linear € X = A~'B. Como a matriz A depende apenas das abs-
cissas dos pontos, tendo calculado a matriz A~! podemos determinar rapidamente os polindmios
que interpolam varios conjuntos de pontos, desde que os pontos de todos os conjuntos tenham as
mesmas abscissas dos pontos do conjunto inicial.

2.1.5 Aplica¢ ao: Criptografia

Vamos transformar uma mensagem em uma matriz da seguinte forma. Vamos quebrar a men-
sagem em pedacos de tamanho 3 e cada pedago sera convertido em uma matriz coluna usando a
Tabela 2.1 de conversao entre caracteres e nimeros.
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Considere a seguinte mensagem criptografada
lydobbr,? (2.5)

Quebrando a mensagem criptografada em pedacgos de tamanho 3 e convertendo cada pedaco para
uma coluna de nimeros usando a Tabela 2.1 obtemos a matriz

80 15 18
Y=1|25 2 107
4 2 94

Sabendo-se que esta mensagem foi criptografada fazendo o produto da mensagem inicial pela matriz

M =

o O =

1 0
1 1
01
entao

X=M1'Y

sera a mensagem inicial convertida para nUmeros, ou seja,

1 -1 1 80 15 18 50 15 5
X=M'Y=|0 1 -1 25 2 107 | =121 0 13
0o 0 1 4 2 o4 4 2 94

Convertendo para texto usando novamente a Tabela 2.1 obtemos que a mensagem que foi criptogra-
fada é
Tudo bem? (2.6)
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Exercicios Num éricos (respostas na pagina 574)
1
2.1.1. Seja A uma matriz 3 x 3. Suponha que X = | —2 | é solugdo do sistema homogéneo
3
A X = 0. Amatriz A é singular ou ndo? Justifique.

2.1.2. Se possivel, encontre as inversas das seguintes matrizes:

1 2 3 1 2 3
@ |1 1 2]; d {0 2 3 |(;
| 01 2] |1 2 4]
[1 2 2] [1 2 3]
by {1 3 1 |; e {1 1 2{;
| 1 3 2] | 01 1]
[ 1 1 11 1 1 11
1 2 -1 2 13 1 2
© 11 1 21 O 112 211
13 3 2 59 16
1 10
2.1.3. Encontre todos os valores de a paraos quaisamatrizA= | 1 0 0 | teminversa.
1 2 a
2.1.4. Se

L [3 2 o [2 5
e A )
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2.1.5.

2.1.6.

encontre (A B)~ .

Resolva o sistema A X = B,se A~! = {Z il)’} e B= [g}

(Relativo a Subsecéo 2.1.2) Encontre matrizes elementares F1, ..., F,taisque A = E; ... E,
para

A:

O N =

2
1
1

N DN W

Exercicios usandoo M ATLAB®

Comandos do MaTLAB®:
>> M=[A,B] atribui @ matriz M a matriz obtida colocando lado a lado as matrizes A e B.

>> A=[A1,...,An] cria uma matriz A formada pelas matrizes, definidas anteriormente, A1,
., An colocadas uma ao lado da outra;

>> M=A(:,k:1) atribui a matriz M a submatriz da matriz A obtida da coluna 1 a coluna k da
matriz A.

Comando do pacote GAAL:

>> B=escalona(A) calcula passo a passo a forma escalonada reduzida da matriz A e arma-
zena a matriz resultante na variavel B.

Marco 2010 Reginaldo J. Santos



104 Invers ao de Matrizes e Determinantes

2.1.7. O pacote GAAL contém alguns arquivos com mensagens criptografadas e uma chave para de-
cifra-las. Use os comandos a seguir para ler dos arquivos e atribuir as variaveis corresponden-
tes, uma mensagem criptografada e a uma chave para decifra-la.
>> menc=lerarq(’c:/matlab/toolbox/gaal/mencl.txt’)
>> key=lerarq(’c:/matlab/toolbox/gaal/key.txt’)

Com estes comandos foram lidos os arquivos mencl.txt e key.txt e atribuidos os resultados
as variaveis menc e key respectivamente. Para converter a mensagem criptografada e a chave
para matrizes numéricas use os comandos do pacote gaal:

>> y=char2num(menc), M=char2num(key)

Sabendo-se que a mensagem criptografada (convertida para nameros), y, foi originalmente
obtida multiplicando-se a matriz M pela mensagem original (convertida para nimeros), x, de-
termine x. Descubra a mensagem usando o comando do pacote gaal, num2char(x), que
converte a matriz para texto. Decifre as mensagens que estdo nos arquivos menc2.txt e
menc3.txt. Como deve ser a matriz M para que ela possa ser uma matriz chave na criptogra-
fia?
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Exercicios Te o6ricos

2.1.8. (a) Mostre que a matriz A = J 1 é invertivel se, e somente se, ad — bc # 0 e neste

1 d —b
ATl = .
ad—bc{—c a]

(Sugestdo: encontre a forma escalonada reduzida da matriz [ A | I, ], para a # 0 e para
a=20.)

caso a inversa é dada por

(b) Mostre que se ad — bc # 0, entdo o sistema linear

ar + by = g
cx + dy = h

tem como solugao

x_gd—bh ah — gc
T ad—be’ YT wd—be

Sugest do para os pr 6ximos 4 exercicios: Para verificar que uma matriz B € a inversa de uma
matriz A, basta fazer um dos produtos AB ou B A e verificar que é igual a 1,,.

2.1.9. Se A & uma matrizn x n e A¥ = 0, para k um inteiro positivo, mostre que

(I, —A) ' =1, +A+ A4 .. 4 AL
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2.1.10.

2.1.11.

2.1.12.

2.1.138.

2.1.14.

2.1.15.

2.1.16.

2.1.17.

Seja A uma matriz diagonal , isto &, os elementos que estdo fora da diagonal séo iguais a zero
(a;; =0, parat # j). Se a; # 0, parai = 1,...,n, mostre que A é invertivel e a sua inversa
é também uma matriz diagonal com elementos na diagonal dados por 1/a1, 1/ass, ..., 1/apm,.

Sejam A e B matrizes quadradas. Mostre que se A + B e A forem invertiveis, entao

(A+B)'=A"11, +BA L.

Seja J,, a matriz n x n, cujas entradas sao iguais a 1. Mostre que se n > 1, entdo

1
I,—J) ' =1,— ——,.

(Sugest&o: observe que J? = n.J,.)

Mostre que se B é uma matriz invertivel, entdo AB~! = B~ A se, e somente se, AB = BA.
(Sugestdo: multiplique a equacédo AB = BA por B~1))

Mostre que se A & uma matriz invertivel, entdo A + B e I,, + BA~! sdo ambas invertiveis ou
ambas n#o invertiveis. (Sugestao: multiplique A + B por A~1))

Sejam A e B matrizes n x n. Mostre que se B ndo é invertivel, entdo AB também néo o é.
Mostre que se A e B sdo matrizes n X n, invertiveis, entdo A e B sdo equivalentes por linhas.

Sejam A uma matriz m x n e B uma matriz n x m, comn < m. Mostre que AB nao & invertivel.
(Sugestao: Mostre que o sistema (AB)X = 0 tem solucdo nao trivial.)
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a b c d e f g h i J k 1 m n

0 1 2 3 4 6 7 8 10 | 11 | 12 | 13 | 14
p q r ] u v W X y z a a a

15 | 16 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24 | 25 | 26 | 27 | 28 | 29
a o é é i 6 9 ) a ! A B C D E

30 | 31 | 32 | 33 | 34 | 35 | 36 | 37 | 38 | 39 | 40 | 41 | 42 | 43 | 44
F G H I J K L M N 0 P Q R S T

45 | 46 | 47 | 48 | 49 | 50 | 51 | 52 | 53 | 54 | 55 | 56 | 57 | 58 | 59

Uu | Vv W X Y yA A A A A C E E I
60 | 61 | 62 | 63 | 64 | 65 | 66 | 67 | 68 | 69 | 70 | 71 | 72 | 73 | 74
0 0O |0 | U | o0 1 2 | 3| 4|5 6 7 | 8 9 :
75 | 76 | 77 | 78 | 79 | 80 | 81 | 82 | 83 | 84 | 85 | 86 | 87 | 88 | 89

[en]

: <[ =]T>71T727 e ! " # | $ | % & ’ ( )
90 | 91 | 92 | 93 | 94 | 95 | 96 | 97 | 98 | 99 | 100 | 101 | 102 | 103 | 104
* + - / [ \ ] { | }

105 | 106 | 107 | 108 | 109 | 110 | 111 | 112 | 113 | 114 | 115 | 116 | 117

Tabela 2.1: Tabela de conversao de caracteres em nimeros
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2.2 Determinantes

Vamos inicialmente definir o determinante de matrizes 1 x 1. Para cada matriz A = [a] definimos
o determinante de A, indicado por det(A), por det(A) = a. Vamos, agora, definir o determinante de
matrizes 2 x 2 e a partir dai definir para matrizes de ordem maior. A cada matriz A, 2 x 2, associamos
um namero real, denominado determinante de A, por:

det(A) = det { it } = Q11022 — A12021.
a21  G22

Para definir o determinante de matrizes quadradas maiores, precisamos definir o que sao os
menores de uma matriz. Dada uma matriz A = (a;;)nxn, 0 menor do elemento a;;, denotado por
Ay;, & asubmatriz (n — 1) x (n — 1) de A obtida eliminando-se a i-ésima linha e a j-ésima coluna
de A, que tem o seguinte aspecto:

ay; ... . Qp

o
[

%l 7
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Exemplo 2.8. Para uma matriz A = (a;;)3x3,

a1 a2 13

T aiyp az
A23 fry fr—y
az1 a3z

Agora, vamos definir os cofatores de uma matriz quadrada A = (aij)gxg. O cofator do elemento
a;;, denotado por a;;, € definido por

dij = (—1)™7 det(4;;),

ou seja, o cofator a,;, do elemento a;; € igual a mais ou menos o determinante do menor A,-j, sendo
0 mais e 0 menos determinados pela seguinte disposicao:

Exemplo 2.9. Para uma matriz A = (a;;)3x3,

ail a2 13

aix a2

dgg = (-1)2+3 det(Agg) = —det a3 sy

] = 31012 — Q11432
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Vamos, agora, definir o determinante de uma matriz 3 x 3. Se

11 a2 Q13

Q21 d22 (23
a31 Q32 a3z

entdo, o determinante de A é igual a soma dos produtos dos elementos da 12 linha pelos seus cofa-
tores.

det(A) = ay1G11 + a12012 + a13013
Q22 A23 Q21 A23 Q21 A22
= a1 det — a12 det + a13 det
a3z 33 a31  as3 a31 a3z

= a11(a22a33 - CL326L23) - Cl12(a21a33 - a31a23) + a13(a21a32 - CL31CL22)-

Da mesma forma que a partir do determinante de matrizes 2 x 2, definimos o determinante de
matrizes 3 x 3, podemos definir o determinante de matrizes quadradas de ordem maior. Supondo que
sabemos como calcular o determinante de matrizes (n — 1) x (n — 1) vamos definir o determinante
de matrizes n X n.

Vamos definir, agora, os cofatores de uma matriz quadrada A = (aij)nxn. O cofator do elemento
a;j, denotado por a;;, € definido por

di; = (—1)™7 det(4;;),

ou seja, o cofator a,;, do elemento a,; € igual a mais ou menos o determinante do menor A;;, sendo
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0 mais e o menos determinados pela seguinte disposicao:

Defini¢c &0 2.2. Seja A = (@;j)nxn. O determinante de A, denotado por det(A), é definido por

n

det(A) = a11a11 + a12812 + . .. + 1,01y = Z ay;ay;, (2.7)
=1

em que d;; = (—1)"*/ det(A};) & o cofator do elemento a,;. A expresséo (2.8) & chamada desen-
volvimento em cofatores do determinante de A em termos da 12 linha.
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Exemplo 2.10. Seja

0 -3
3 4
2 5
-2 0

Desenvolvendo-se o determinante de A em cofatores, obtemos

0
A= 1
-1

2

—w N @

1 2 3
det(A) = 0dy; + Odyg + Odys + (—3)(—1)"**det(B), emque B=| _1 3 9
2 1 -2

Mas o det(B) também pode ser calculado usando cofatores,

det(B) = 1811 + 2312 + 3313
= 1(—1)1+1 det(Bll) + 2(—1)1+2 det(ém) + 3(—1)1+3 det(élg)
3 2 —1 2 -1 3
= det[1 _2]—2det[ 9 _2}+3det[ 5 1}
= —8-2(=2)+3(=7)
= 25

Portanto,
det(A) = 3det(B) = —75.
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Exemplo 2.11. Usando a definicdo de determinante, vamos mostrar que o determinante de uma ma-
triz triangular inferior  (isto &, os elementos situados acima da diagonal principal sdo iguais a zero) é
o produto dos elementos da diagonal principal. Vamos mostrar inicialmente para matrizes 3 x 3. Seja

\an 0 0\

az az 0

A=
a31 32 a33
Desenvolvendo-se o determinante de A em cofatores, obtemos

929 O
Q32 A33

det(A) = a1 det |: :| = a11A22Q33.

Vamos supor termos provado que para qualquer matriz (n — 1) x (n — 1) triangular inferior, o deter-
minante & o produto dos elementos da diagonal principal. Entdo vamos provar que isto também vale
para matrizes n X n. Seja

‘ a1q O ... ... 0

A= Qg1 A22 0
: 0
Qn1 c. Apn

Desenvolvendo-se o determinante de A em cofatores, obtemos

922 0 e e 0
0 :
det(A) = Q11 det aéz Ga3 = 1110422 . .. App,
Ap2 Ce Ann
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pois o determinante acima é de uma matriz (n — 1) x (n — 1) triangular inferior. Em particular, para
a matriz identidade, 1,,,
det(7,) = 1.

2.2.1 Propriedades do Determinante

Vamos provar uma propriedade importante do determinante. Para isso vamos escrever a matriz
A = (aij)nxn €M termos das suas linhas

oA T

em que A; é a linha i da matriz A, ou seja, A; = [a;1 a2 ... a;, ]. Se alinha Ay é escrita na forma
A, = aX +pY,emque X = [z1...2,],Y = [y1...yn]| € a e § sdo escalares, dizemos que
a linha A, é combinag &o linear de X e Y. Se alinha A, é combinacéo linear de X e Y, entdo o
determinante pode ser decomposto como no resultado seguinte.
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Teorema 2.10. Seja A = (aij)nxn escrita em termos das suas linhas, denotadas por A;, ou seja,
A; = [agaip...a;]. Se para algum k, a linha Ay, = aX + Y, emque X = [z1...2,],
Y =[y1...yn] € ae [ sdo escalares, entdo:

A [ A ] [ A ]
Ag1 A1 Ag-1
det | aX + 8Y | = adet X + [ det Y
Apa Apta Ag1
L AL L An | An

Aqui, Ay, = aX + Y = [axy + Pfyr - .. ax, + Byn .

Demonstra¢c ao. Vamos provar aqui somente para k = 1. Para k > 1 & demonstrado no Apéndice IlI
napagina144. Se Ay = aX + Y, emque X = [x;...2,],Y = [y1...y,]| e e [ s&o escalares,
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entao:
aX + BY
A " , -
det ¥ = > (=)' (aw; + By;) det(Ay)
: =
Ay

= Z T det(zzllj) + 8 Z Yj det("zllj)

j=1 j=1

X Y
Ay

= «adet _ + B det
A, Ay,

Exemplo 2.12. O calculo do determinante da matriz a seguir pode ser feito da seguinte forma:

det

cost sent } — 9 det [ cost sent

2cost —3sent 2sent + 3cost cost sent

} © 3det [ cost sent }

—sent cost

Pela definicdo de determinante, o determinante deve ser calculado fazendo-se o desenvolvimento
em cofatores segundo a 1? linha. O proximo resultado, que ndo vamos provar neste momento
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(Apéndice Il na pagina 144), afirma que o determinante pode ser calculado fazendo-se o desen-
volvimento em cofatores segundo qualquer linha ou qualquer coluna.

Teorema 2.11. Seja A uma matriz n X n. O determinante de A pode ser calculado fazendo-se o
desenvolvimento em cofatores segundo qualquer linha ou qualquer coluna .

det(A) = aildil + Gigdig + ...+ @in&in = Z aijdija parai = 1, ..., n, (28)
j=1
= aljélj -+ a2jd2j + ...+ anjdnj = Z aij&ij, paraj = 1, o, n, (29)

=1
em que d; = (—1)"*7 det(A;;) & o cofator do elemento a;;. A expresséo (2.8) & chamada desen-
volvimento em cofatores do determinante de A em termos da i-ésima linha e (2.9) é chamada
desenvolvimento em cofatores do determinante de A em termos da j-ésima coluna .
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Temos a seguinte conseqiiéncia deste resultado.

Corol ario 2.12. Seja A uma matriz n x n. Se A possui duas linhas iguais, entdo det(A) = 0.

Demonstrac do. O resultado é claramente verdadeiro para matrizes 2 x 2. Supondo que o resultado
seja verdadeiro para matrizes (n — 1) x (n — 1), vamos provar que ele é verdadeiro para matrizes
n X n. Suponhamos que as linhas k e [ sejam iguais, para k # [. Desenvolvendo o determinante de
A em termos de uma linha 4, com i # k, [, obtemos

n

det(A) = Z aij&ij = Z(-l)iJrjaij det(fl”)
j=1

Jj=1

Mas, cada A;; € uma matriz (n — 1) x (n — 1) com duas linhas iguais. Como estamos supondo que o

resultado seja verdadeiro para estas matrizes, entdo det(A;;) = 0. Isto implica que det(4) =0. N

No proximo resultado mostramos como varia o determinante de uma matriz quando aplicamos
operacdes elementares sobre suas linhas.

Teorema 2.13. Sejam A e B matrizes n X n.

(a) Se B é obtida de A multiplicando-se uma linha por um escalar «, entéo

det(B) = avdet(A) ;
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(b) Se B resulta de A pela troca da posicdo de duas linhas k # [, entédo

det(B) = —det(A);

(c) Se B é obtida de A substituindo a linha [ por ela somada a um mltiplo escalar de uma linha &,
k # [, entdo

det(B) = det(A).

Demonstrac do. (a) Segue diretamente do Teorema 2.10 na pagina 115.

(b) Sejam
C AT F AT
Ay Ay
A= : e B= :
Ay Ay
- An - - An -
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Agora, pelo Teorema 2.10 na pagina 115 e o Corolario 2.12, temos que

0 = det

— 0+ det(A) + det(B) + 0.

Ak—{—Al

A+ A

Ay

Ay

= det

Portanto, det(A) = — det(B).

A

+ det

A

(c) Novamente, pelo Teorema 2.10 na pagina 115, temos que

det

A

= det

A
Ak

Ay

+ acdet

Ay

Ay

+ det :

Ay

L An
Ay
Ay,

: = det
Ay
An

+ det

Ay
Ay,

Ay

Matrizes Vetores e Geometria Analitica
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Exemplo 2.13. Vamos calcular o determinante da matriz

0 1 5
A=|3 -6 9
2 6 1

usando operacdes elementares para transforma-la numa matriz triangular superior e aplicando o Te-
orema 2.13.

3 —6 9
det(A) = —det| 0 1 5 12 linha «— 22 linha |
2 6 1
(1 -2 3]
= —3det| 0 1 5 1/3%1? linha — 12 linha
2 6 1
1 -2 3]
= -3det| 0 1 5 —2x1? linha+3? linha — 32 linha |
0 10 -5
1 -2 3]
= —3det| 0 1 5| |—10x2?linha+3?linha — 3?linha|
0 0 =55

= (—3)(=55) = 165

Quando multiplicamos uma linha de uma matriz por um escalar o« 0 determinante da nova matriz &
igual a o multiplicado pelo determinante da matriz antiga. Mas o que estamos calculando aqui é o
determinante da matriz antiga, por isso ele é igual a 1/a multiplicado pelo determinante da matriz
nova.
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Para se calcular o determinante de uma matriz n X n pela expansao em cofatores, precisamos
fazer n produtos e calcular n determinantes de matrizes (n — 1) x (n — 1), que por sua vez vai
precisar de n — 1 produtos e assim por diante. Portanto, ao todo sdo necessarios da ordem de n!
produtos. Para se calcular o determinante de uma matriz 20 x 20, & necessério se realizar 20! ~ 10'8
produtos. Os computadores pessoais realizam da ordem de 10® produtos por segundo. Portanto, um
computador pessoal precisaria de cerca de 10'° segundos ou 10% anos para calcular o determinante
de uma matriz 20 x 20 usando a expansdo em cofatores. Entretanto usando o método apresentado no
exemplo anterior para o calculo do determinante, & necessario apenas da ordem de n? produtos. Ou
seja, para calcular o determinante de uma matriz 20 x 20 usando o método apresentado no exemplo
anterior um computador pessoal gasta muito menos de um segundo.

A seguir estabelecemos duas propriedades do determinante que serdo demonstradas somente
na Subsecao 2.2.2 na pagina 128.

Teorema 2.14. Sejam A e B matrizes n X n.

(a) Os determinantes de A e de sua transposta A’ séo iguais,

det(A) = det(A");

(b) O determinante do produto de A por B € igual ao produto dos seus determinantes,

det(AB) = det(A) det(B) .
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Observac ao. Como o determinante de uma matriz € igual ao determinante da sua transposta (Teo-
rema 2.14 (b)), segue-se que todas as propriedades que se referem a linhas sao validas com relagédo
as colunas.

Exemplo 2.14. Seja A = (a;j)nxn- Vamos mostrar que se A & invertivel, entdo

1

det(A™) = o)

Como A A~! = I, aplicando-se o determinante a ambos 0s membros desta igualdade e usando
o Teorema 2.14, obtemos
det(A) det(A™') = det(I,).
Mas, det(I,,) = 1 (Exemplo 2.11 na pagina 113, a matriz identidade também é triangular inferior!).
Logo, det(A™') =

det(A)’

Exemplo 2.15. Se uma matriz quadrada é tal que A?> = A, entdo vamos mostrar que det(A) =
1. Aplicando-se o determinante a ambos os membros da igualdade acima, e usando novamente o
Teorema 2.14 e o resultado do exemplo anterior, obtemos

1

(det(4)” = G @

Logo, (det(A))? = 1. Portanto, det(A) = 1.
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O resultado seguinte caracteriza em termos do determinante as matrizes invertiveis e os sistemas
lineares homogéneos que possuem solucdo nao trivial.

Teorema 2.15. Seja A uma matriz n X n.
(a) A matriz A é invertivel se, e somente se, det(A) # 0.

(b) O sistema homogéneo AX = 0 tem solugdo n&o trivial se, e somente se, det(A) = 0.

Demonstrac do. (a) Seja R a forma escalonada reduzida da matriz A.

A demonstracdo deste item segue-se de trés observacoes:

e Pelo Teorema 2.13 na pagina 118, det(A) # 0 se, e somente se, det(R) # 0.

e Pela Proposicao 1.5 da pagina 51, ou R = [,, ou a matriz R tem uma linha nula. Assim,
det(A) # 0 se, e somente se, R = I,,.

e Pelo Teorema 2.7 na pagina 89, R = I,, se, e somente se, A é invertivel.

(b) Pelo Teorema 2.8 na pagina 94, o sistema homogéneo AX = 0 tem solucdo nao trivial se, e
somente se, a matriz A nao é invertivel. E pelo item anterior, a matriz A € néo invertivel se, e
somente se, det(A) = 0.

[ |

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Marco 2010



2.2 Determinantes 125

Exemplo 2.16. Considere a matriz

2 2 2
A=10 2 0
01 3
x
(a) Determinar os valores de )\ € R tais que existe X = | y | # 0 que satisfaz AX = \X.
z
x
(b) Para cada um dos valores de A encontrados no item anterior determinartodos X = | y | #0
z

tais que AX = A\ X.
Solug ao:
(a) Como a matriz identidade /5 € o elemento neutro do produto, entdo
AX =)2X & AX =)\;X.
Subtraindo-se A/5.X obtemos
AX —A\LX =0 & (A-X)X=0.
Agora, este sistema homogéneo tem solucéo n&o trivial (X # 0) se, e somente se,

det(A — AI3) = 0.
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Mas
2—A 2 2

det 0 2-X 0 =—(A=2*\-3)=0
0 13-

se, e somente se, A = 2 ou A = 3. Assim, somente para A\ = 2 e A = 3 existem vetores

x
X = |y | #0taisque AX = \X.
z
(b) Para A = 2:
0 2 2 T 0
(A—2I)X=0 < |[000]||y|=]0 @{ 2yj:22:8
01 1]z 0 J -
T g
que tem solugdo o conjuntodos X = | v | = | —a |, paratodos os valores de «, 5 € R.
z (6]
Para A\ = 3:
-1 2 2 T 0] - + 2y + 2z = 0
(A-3L)X =0 & 0 -1 0 y | =101 & —y =0
0O 10 z 0 | Y = 0
T 20 ]
que tem solucdo o conjuntodos X = | y | = 0 |, paratodos os valores de a € R.
z
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_ b|,.
Exemplo 2.17. A matriz A = ] é invertivel se, e somente se, det(A) = ad — bc # 0. Neste

d
caso a inversa de A é dada por

L1 d —b
A ~det(A) | —¢ a ]’

como pode ser verificado multiplicando-se a candidata a inversa pela matriz A.

Observe que este exemplo fornece uma regra para se encontrar a inversa de uma matriz 2 x 2:
troca-se a posicao dos elementos da diagonal principal, troca-se o sinal dos outros elementos e
divide-se todos os elementos pelo determinante de A.

Exemplo 2.18. Considere o sistema linear de 2 equagdes e 2 incognitas

ar + by = g
cx + dy = h

A matriz deste sistema é

Se det(A) # 0, entdo a solugdo do sistema é

det {

]
'
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ou seja,

esta € a chamada Regra de Cramer para sistemas de 2 equacgdes e 2 incognitas.A Regra de Cramer
para sistemas de n equacfes e n incognitas sera apresentada na Subsecao 2.2.3.

2.2.2 Matrizes Elementares e o Determinante (opcional)

Relembramos que uma matriz elementar € uma matriz que se obtém aplicando-se uma operacao
elementar na matriz identidade. Assim, aplicando-se o Teorema 2.13 na pagina 118 obtemos o resul-
tado seguinte.

Proposi¢c 80 2.16.  (a) Se E;; € a matriz elementar obtida trocando-se as linhas 7 e j da matriz
identidade, entdo det(E; ;) = —1.

(b) Se E;(«) é a matriz elementar obtida da matriz identidade, multiplicando-se a linha i por «,
entdo det(F;(a)) = o

(c) Se E; j(«) € a matriz elementar obtida da matriz identidade, somando-se a linha j, a vezes a
linha 7, entdo det(E; ;(«)) = 1.
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Lembramos também que uma matriz é invertivel se, e somente se, ela & o produto de matrizes
elementares (Teorema 2.6 na pagina 86). Além disso, o resultado da aplicacdo de uma operagéo
elementar em uma matriz € o0 mesmo que multiplicar a matriz a esquerda pela matriz elementar
correspondente.

Usando matrizes elementares podemos provar o Teorema 2.14 na pagina 122.

Demonstra¢ ao do Teorema 2.14.

(a) Queremos provar que det(AB) = det(A)det(B). Vamos dividir a demonstracéo deste item em
trés casos:

Caso 1: Se A = F é uma matriz elementar. Este caso segue-se diretamente da proposicédo anterior
e do Teorema 2.13 na pagina 118.

Caso 2: Se A é invertivel, entdo pelo Teorema 2.6 na pagina 86 ela é o produto de matrizes elemen-
tares, A = F, ... E}.. Aplicando-se o caso anterior sucessivas vezes, obtemos

det(AB) = det(E)) . ..det(Ey) det(B) = det(E; ... Ey)det(B) = det(A) det(B).
Caso 3: Se A é singular, pela Proposicdo 2.9 na pagina 97, AB também é singular. Logo,

det(AB) =0 =0 det(B) = det(A) det(B).

(b) Queremos provar que det(A) = det(A"). Vamos dividir a demonstragdo deste item em dois
casos.
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Caso 1: Se A é uma matriz invertivel, pelo Teorema 2.6 na pagina 86 ela é o produto de matrizes
elementares, A = E ... E}. E facil ver que se E & uma matriz elementar, entdo det(E) = det(E")
(verifique!). Assim,

det(A") = det(EL) ... det(E) = det(Ey) ... det(E)) = det(E; ... Ey,) = det(A).

Caso 2: Se A néo é invertivel, entdo A! também n&o o &, pois caso contrario, pelo Teorema 2.2 na
pagina 81, também A = (A")" seria invertivel. Assim neste caso, det(A") = 0 = det(A). |

2.2.3 Matriz Adjunta e Invers &o (opcional)

Vamos definir a adjunta de uma matriz quadrada e em seguida enunciar e provar um teorema
sobre a adjunta que permite provar varios resultados sobre matrizes, entre eles um que fornece uma
formula para a inversa de uma matriz e também a regra de Cramer. Tanto a adjunta quanto os
resultados que vem a seguir sdo de importancia teorica.

Definic 80 2.3. Seja A uma matriz n x n. Definimos a matriz adjunta (cl assica) de A, denotada por
adj(A), como a transposta da matriz formada pelos cofatores de A, ou seja,

ai; Qiy ... Q1n t 11 Qo1 ... Qn1
adj(A) = &:21 sy .- d?n _ &:12 o ... &?2 |
n1 Qp2 - .- Qnn 1n Qon ... Gnn
em que, a;; = (—1)™*7 det(A;;) é o cofator do elemento a;;, parai,j = 1,...,n.
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Exemplo 2.19. Seja

1 2 3
B=1]0 3 2
00 -2
Vamos calcular a adjunta de B.
- (3 2] - 0 2
bll = (—1)1+1 det 0 —2 = —6, b12 = (—1>1+2 det 0 —2 1 = 0,
. 0 371 . 2 3
_ (_1\1+3 _ _(_1)2+1 _
b13 = ( ]_) det I 0 0 :| 0, bgl ( 1) det 0 —2 :| 4,
- 1 3] - 12
— (_1)\2+2 _ _ (_1)2+3 _
b22 = ( 1) det - 0 -2 | 2, 623 ( 1) det - 00 0,
~ 2 3 ~ 1 3
b31 = (—1)3+1 det 3 9 :| = —5, b32 = (—1)3+2 det O 9 = —2,
- 12 ]
_ (_1)3+3 _
533 = ( 1) det i 0 3 :| 3,
Assim, a adjunta de B é
-6 007" —6 4 -5
adj(B) = 4 -2 0 = 0 -2 =2
-5 =2 3 0 0 3

Na definicdo do determinante sdo multiplicados os elementos de uma linha pelos cofatores da
mesma linha. O teorema seguinte diz o que acontece se somamos os produtos dos elementos de
uma linha com os cofatores de outra linha ou se somamos os produtos dos elementos de uma coluna
com os cofatores de outra coluna.
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Lema 2.17. Se A é uma matriz n X n, entao
akldﬂ + ClkggliQ + ..+ akndm = 0 sek 75 7 (2.10)
alkdlj + CLQkCNLQj + ...+ ankdnj = 0 sek 7é j; (2.11)
em que, d;; = (—1)"*/ det(A;;) é o cofator do elemento a;;, parai,j = 1,...,n.

Demonstra¢ do. Para demonstrar a equacdo (2.10), definimos a matriz A* como sendo a matriz

obtida de A substituindo a i-ésima linha de A por sua k-ésima linha, ou seja,

Ay

—k

A" =

Ay

—k

Assim, A* possui duas linhas iguais e pelo Corolario 2.12 na pagina 118, det(A*) = 0. Mas, o

determinante de A* desenvolvido segundo a sua i-ésima linha é exatamente a equacéo (2.10).

A demonstracao de (2.11) é feita de forma analoga, mas usando o item (d) do Teorema 2.13, ou seja,

que det(A) = det(A").
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Teorema 2.18. Se A é uma matriz n X n, entdo

A(adj(4)) = (adj(A))A = det(A)1,,

Demonstra¢ do. O produto da matriz A pela matriz adjunta de A é dada por

air a1 ... QA1n
: aiy . a;j1 o An1
a12 ce aj2 ce Qn2

a;1 Q2 ... Qin
aln ... a]p ... ann

| Qp1 Qp2 ... Qpyp

O elemento de posicéo i, j de A adj(A) é
(A adj(A))U = Z aik&jk = aﬂ&jl + &igajg + ... am&jn .
k=1
Pelo Lema 2.17, equacéo (2.10) e do Teorema 2.11 na pagina 117 segue-se que

(A adj(A));; = { Set(A) 2§ Z ; ;
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Assim,
det(A) 0 . 0
0 det(A) ... 0
A adj(A) = _ _ = det(A)L, .
0 0 ... det(A)
Analogamente, usando Lema 2.17, equagdo (2.11), se prova que adj(A) A = det(A)l,. [ |

Exemplo 2.20. Vamos mostrar que se uma matriz A é singular, entdo adj(A) também é singular.
Vamos separar em dois casos.

(a) Se A =0, entdo adj(A) também é a matriz nula, que é singular.

(b) Se A # 0, entdo pelo Teorema 2.18 na pagina 134, adj(A) A = 0. Mas, entdo, se adj(A) fosse
invertivel, entdo A seria igual a matriz nula (por que?), que estamos assumindo nao ser este o
caso. Portanto, adj(A) tem que ser singular.

Corol ario 2.19. Seja A uma matriz n x n. Se det(A) # 0, entdo

1

A =
det(A)

adj(A);
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1
Demonstrac do. Se det(A) # 0, entdo definindo B = 3 adj(A), pelo Teorema 2.18 temos que

et(A)
1

det(A)I, = I, .

Aqui, usamos a propriedade (j) do Teorema 1.1 na pagina 10. Portanto, A € invertivel e B é a inversa
de A. [ |

Exemplo 2.21. No Exemplo 2.17 na pagina 127 mostramos como obter rapidamente a inversa de ma
matriz 2 x 2. Usando o Corolario 2.19 podemos também obter a inversa de uma matriz 2 x 2,

A= {Z Z]
1 detl( i) = detl( i { o } . se det(A) £0

Ou seja, a inversa de uma matriz 2 x 2 é facilmente obtida trocando-se a posicao dos elementos da
diagonal principal, trocando-se o sinal dos outros elementos e dividindo-se todos os elementos pelo
determinante de A.

Exemplo 2.22. Vamos calcular a inversa da matriz

12 3
B=103 2
00 =2
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A sua adjunta foi calculada no Exemplo 2.19 na pagina 132. Assim,

-6 4 =5 1 -2 2

) o 1 50
Bl = adjBy=— | 0 -2 —2|=|0o 1 |
det(B) 51 0 0o 3 0o 0 -1

Corol ario 2.20 (Regra de Cramer). Se o sistema linear AX = B étalque amatriz Aén xne
invertivel, entdo a solugao do sistema é dada por

 det(A;)  det(Ay) _ det(A,)

T det(A) 2T det(A) T det(A)

Ty

em que A; é a matriz que se obtem de A substituindo-se a sua j-ésima coluna por B, para j =
1,...,n.
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Demonstra¢c do. Como A € invertivel, pelo Corolario 2.19

1
~ det(A)

X=A"'B adj(A)B.

A entrada z; & dada por

1 det(A,)
T; = ——(Q1ib1 + ...+ Gpiby) = —2,
7 det(A)( A sbn) det(A)
em que A; é a matriz que se obtem de A substituindo-se a sua j-ésima coluna por B, para j =
1,...,nedet(A,) foi calculado fazendo o desenvolvimento em cofatores em relagéo a j-ésima coluna
de Aj. [ |

Se a matriz A ndo é invertivel, entdo a regra de Cramer ndo pode ser aplicada. Pode ocorrer que
det(A) = det(A;) = 0, para j = 1,...,n e o sistema ndo tenha solugdo (verifique!). A regra de
Cramer tem um valor teorico, por fornecer uma formula para a solucdo de um sistema linear, quando
a matriz do sistema é quadrada e invertivel.
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2.2.1.

2.2.2.

2.2.3.

2.2.4.

2.2.5.

2.2.6.

Exercicios Num éricos (respostas na pagina 576)

Se det(A) = —3, encontre
(a) det(A?); (b) det(A3); (c) det(A™1); (d) det(A?);

Se A e B sdo matrizes n x n tais que det(A) = —2 e det(B) = 3, calcule det(A*B™1).

Seja A = (aij)3x3 tal que det(A) = 3. Calcule o determinante das matrizes a seguir:

aipr a2 a13 + a2 a1l + a2 a1 — a2 a3
(@) | ag1 a2 a3 + age (b) | ag1 + aze az — ax ass
az1 Az A33 + a3z | az1 +as2 as; —azz ass

Calcule o determinante das matrizes a seguir:

(a)

ert tert ) cos (Bt sen 3t
| re™ (14 rt)e™ | acos ft — Bsen ft  asen Bt + [3cos Bt

Calcule o determinante de cada uma das matrizes seguintes usando operacoes elementares
para transforma-las em matrizes triangulares superiores.

1 -2 3 1 21 3 1
5 -9 6 3 101 1
@1 1 9 6 9 ® 19921 0
2 8 6 1 0123

Determine todos os valores de A para os quais det(A — Al,) = 0, em que
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@ A=

€ A=

(a) A=

(c) A=

() A=

(d) A=

|

1 0 0
-1 3 0

3 2 =2

[2 2 3
1 2 1
2 —2 1

# 0 que satisfaz AX = \X.

Tn

(b) A=

d) A=

2 3 0
010
00 2
(2 2 3 4
02 3 2
0011
0001

2.2.8. Para as matrizes do exercicio anterior, e os valores de A encontrados, encontre a solucao geral
do sistema AX = AX, ou equivalentemente, do sistema homogéneo (A — \[,,) X = 0.
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Exercicios usando o M ATLAB ®
Comandos do MATLAB®:
>> det (A) calcula o determinante da matriz A.
Comando do pacote GAAL:
>> detopelp(A) calcula o determinante de A aplicando operagBes elementares até que a
matriz esteja na forma triangular superior.
2.2.9. Vamos fazer um experimento no MaTLAB® para tentar ter uma idéia do quAo comum é encontrar
matrizes invertiveis. No prompt do MaTLAB® digite a seguinte linha:
>> ¢c=0; for n=1:1000,A=randi(2);if (det(A)~=0),c=c+1;end,end,c
(ndo esqueca das virgulas e pontos e virgulas!). O que esta linha esta mandando o MATLAB®
fazer € o seguinte:
e Criar um contador c e atribuir a ele o valor zero.
e Atribuir a variavel A, 1000 matrizes 2 x 2 com entradas inteiras aleatorias entre —5 e 5.
e Se det(A) # 0, entdo o contador ¢ é acrescido de 1.
e No final o valor existente na variavel c & escrito.
Qual a conclusao que vocé tira do valor obtido na variavel c?
2.2.10. Resolva, com o MATLAB®, os Exercicios Num éricos a partir do  Exercicio 4.

Exercicios Te oricos
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2.2.11. Mostre que se det(AB) = 0, entdo ou A é singular ou B é singular.

2.2.12. O determinante de AB é igual ao determinante de B A? Justifique.

2.2.13. Mostre que se A & uma matriz ndo singular tal que A? = A, entdo det(A) = 1.

2.2.14. Mostre que se A¥ = 0, para algum k inteiro positivo, entdo A é singular.

2.2.15. Mostre que se A’ = A~!, entdo det(A) = +1;

2.2.16. Mostre que se « € um escalar e A € uma matriz n X n, entdo det(aA) = " det(A).

2.2.17. Mostre que A, n x n, & invertivel se, e somente se, A'A & invertivel.

2.2.18. Sejam A e P matrizes n x n, sendo P invertivel. Mostre que det(P~'AP) = det(A).

2.2.19. Mostre que se uma matriz A = (aij)nxn € triangular superior , (isto &, os elementos situados
abaixo da diagonal s&o iguais a zero) entéo det(A) = ajjass . . . Ay,

2.2.20. (a) Mostre que se A = { ? b ] entdo det(A) = 0 se, e somente se, uma linha é multiplo

escalar da outra. E se A for uma matriz n X n?

(b) Mostre que se uma linha A; de uma matriz A = (a;;)nxn, € tal que A; = Ay + SA;, para
a e [ escalares e i # k, [, entdo det(A) = 0.

(c) Mostre que se uma linha A; de uma matriz A = (a;;)nxn, € tal que A; = Z oAy, para

ki
aq, ..., qq escalares, entdo det(A) = 0.
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2.2.21. Mostre que o determinante de Vandermonde & dado por
1 oy 23 ... a:’f_i
1 zy 22 ... 27
Vo =det | . | L ’ :H(xi_xj>'
T i>j
1 =z, x% :L‘Z_l
A expresséo a direita significa o produto de todos os termos x; — x; taisque ¢ > jei,j =
1,...,n. (Sugestao: Mostre primeiro que V3 = (3 — x2)(z9 — 21)(x3 — x1). Suponha que o
resultado é verdadeiro para matrizes de Vandermonde de ordem n — 1, mostre que o resultado
€ verdadeiro para matrizes de Vandermonde de ordem n. Faga as seguintes operacdes nas
colunas da matriz, —z,C;_1 + C; — C;, parai = n,...,2. Obtenha V,, = (2, — x1) ... (9 —
xl)vnfl-)
2.2.22. Sejam A, B e D matrizesp X p, p X (n —p) e (n—p) x (n — p), respectivamente. Mostre que
A B
det { i D } = det(A) det(D).
(Sugestao: O resultado é claramente verdadeiro para n = 2. Suponha que o resultado seja
verdadeiro para matrizes de ordem n — 1. Desenvolva o determinante da matriz em termos da
12 coluna, escreva o resultado em termos de determinantes de ordem n — 1 e mostre que o
resultado é verdadeiro para matrizes de ordem n.)
2.2.23. Dé um exemplo de sistema linear de 3 equagdes e 3 incognitas, AX = B, em que det(A4) =

det(A;) = det(As) = det(A3) = 0 e o sistema ndo tenha solugéo, em que A; é a matriz que
se obtem de A substituindo-se a sua j-ésima coluna por B, paraj = 1,...,n.
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Apéndice lll: Demonstra¢c &o do Teorema 2.11 na pagina 117

Demonstra¢ ao do Teorema 2.10 na pagina 115 para k£ > 1. Deixamos como exercicio para o leitor
a verificacdo de que para matrizes 2 X 2 o resultado é verdadeiro. Supondo que o resultado seja
verdadeiro para matrizes (n — 1) x (n — 1), vamos provar para matrizes n. x n. Sejam

[ A [ A ] [ A ]
A Ag Ag
A= aX+pY |, B=| X e C=| Y
Ap1 Ap1 Ap1
L An . L An . L ATL .
Suponha que k = 2,...,n. As matrizes fllj, Blj e élj so diferem na (k — 1)-ésima linha (lembre-se

que a primeira linha é retirada!). Além disso, a (k — 1)-ésima linha de fllj € igual a o vezes a linha
correspondente de B;; mais 3 vezes a linha correspondente de ('} (esta é a relag¢éo que vale para a
k-ésima linha de A). Como estamos supondo o resultado verdadeiro para matrizes (n — 1) x (n — 1),
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entao det(A1j> = adet(élj) + ﬁdet(éh) Assim,

n

det(A) = Z<—1>l+ja1j det(Ay;)

j=1

= > (-D)"ay, [04 det(Bi;) + ﬁdet(élj)]

j=1
= Z(—1)1+jb1j det(élj) + ﬁ Z(—l)lJerlj det(élj)
j=1 j=1

= «adet(B) + fdet(C),
Pois a; = by = cyj, paraj =1,...,n. n
Lema2.21. Sejam £y, = [10...0],E, =[010...0],...,E, =[0...01]. Se A & uma matriz

n X n, cuja i-ésima linha é igual a £y, para algum & (1 < k < n), entéo

det(A) = (—1)"** det(Ay).

Demonstrac do0. E facil ver que para matrizes 2 x 2 o lema é verdadeiro. Suponha que ele seja
verdadeiro para matrizes (n — 1) x (n — 1) e vamos provar que ele é verdadeiro para matrizes n X n.
Podemos supor que 1 < ¢ < n.
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Seja B;j a matriz (n — 2) x (n — 2) obtida de A eliminando-se as linhas 1 e i e as colunas j e k,
paral < j < n.

Para j < k, a matriz A,; & uma matriz (n — 1) x (n — 1) cuja (i — 1)-ésima linha & igual a Ej,_;.
Para j > k, amatriz A;; & uma matriz (n — 1) x (n — 1) cuja (i — 1)-ésima linha & igual a Ej. Como
estamos supondo o lema verdadeiro para estas matrizes e como pelo Teorema 2.10 na pagina 115 se
uma matriz tem uma linha nula o seu determinante é igual a zero, entéo det(fllk) = 0, segue-se que

i (=1)E=D+*=D det(B;) sej <k,
det(Alj) = 0 ' Sej = k’, (212)
(—1)=V+* det(B;) sej > k.

Usando (2.12), obtemos

n

det(A) = ) (=1)"ay;det(Ay)
j=1
= Y (1) ay(—1)EIHED deg(B +Z 1) ay; (1) det(B)
i<k >k

Por outro lado, temos que

(_1)i+k det(flik) _ (_1)i+k i<_1)1+ja1j det _|_ Z 1+ (4-1) CL det(B )

i<k >k

E simples a verificacdo de que as duas expressdes acima sdo iguais. [ |
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Demonstra¢c do do Teorema 2.11 na pagina 117.

Pelo Teorema 2.14 na pagina 122 basta provarmos o resultado para o desenvolvimento em termos
das linhas de A. Sejam £y = [10...0],E, =[010...0],...,E, = [0 ... 01]. Observe que a
linha i de A pode ser escrita como A; = »~7_, a;; E;. Seja B; a matriz obtida de A substituindo-se a
linha ¢ por E;. Pelo Teorema 2.10 na pagina 115 e o Lema 2.21 segue-se que

n n

det(A) = " aj;det(B)) = Y (—1)"a;; det(Ay).

j=1 j=1
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Teste do Capitulo

1. Calcule o determinante da matriz seguinte usando operacdes elementares para transforma-la
em uma matriz triangular superior.

= O N =
S W W W
O = N O
_ = Ot

2. Se possivel, encontre a inversa da seguinte matriz:

O O
o O = O
S = O
N O O N

3. Encontre todos os valores de \ para os quais a matriz A — \I, tem inversa, onde

20 00
20 00
A= 12 10
3 2 -1 2

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Marco 2010



2.2 Determinantes 149

4. Responda Verdadeiro ou Falso, justificando:
(a) Se A = —2A% entdo (I + A%)~' =1 — 2A%
(b) Se A = — A2 e A & ndo singular, entdo determinante de A é -1;
(c) Se B = AA'A~!, entdo det(A) = det(B).
(d) det(A+ B) =det A+ det B
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Capitulo 3

Vetores no Plano e no Espaco

Muitas grandezas fisicas, como velocidade, for¢a, deslocamento e impulso, para serem comple-
tamente identificadas, precisam, além da magnitude, da direcao e do sentido. Estas grandezas sao
chamadas grandezas vetoriais ou simplesmente vetores .

Geometricamente, vetores sao representados por segmentos (de retas) orientados  (segmentos
de retas com um sentido de percurso) no plano ou no espaco. A ponta da seta do segmento orientado
€ chamada ponto final ou extremidade e o outro ponto extremo & chamado de ponto inicial ou
origem do segmento orientado.

Segmentos orientados com mesma dire¢cdo, mesmo sentido e mesmo comprimento representam
0 mesmo vetor. A direcéo, o sentido e o comprimento do vetor sdo definidos como sendo a direcéo, o
sentido e o comprimento de qualquer um dos segmentos orientados que o representam.

Este fato € analogo ao que ocorre com os nimeros racionais e as fragcdes. Duas fracdes repre-

150
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/
/

Figura 3.1: Segmentos orientados representando o mesmo vetor
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152 Vetores no Plano e no Espaco

sentam 0 mesmo numero racional se o numerador e o denominador de cada uma delas estiverem
na mesma propor¢do. Por exemplo, as fracdes 1/2, 2/4 e 3/6 representam o mesmo nimero racio-
nal. A definicdo de igualdade de vetores também é analoga a igualdade de nimeros racionais. Dois
nimeros racionais a/b e ¢/d séo iguais, quando ad = bc. Dizemos que dois vetores sdo iguais se
eles possuem o mesmo comprimento, a mesma direcao e 0 mesmo sentido.

Na Figura 3.1 temos 4 segmentos orientados, com origens em pontos diferentes, que representam
0 mesmo vetor, ou seja, sao considerados como vetores iguais, pois possuem a mesma direcéo,
mesmo sentido e 0 mesmo comprimento.

Se o ponto inicial de um representante de um vetor V' € A e o ponto final € B, entdo escrevemos

. AB B
V =AB

A
3.1 Soma de Vetores e Multiplicagc ao por Escalar

A soma, V + W, de dois vetores V' e W & determinada da seguinte forma:
e tome um segmento orientado que representa V’;

e tome um segmento orientado que representa I/, com origem na extremidade de V;

e o vetor V 4 W é representado pelo segmento orientado que vai da origem de V' até a extremi-
dade de V.

Da Figura 3.2, deduzimos que a soma de vetores &€ comutativa, ou seja,

VaeW =WV, 3.1)
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Figura3.2: V 4+ W =W +V Figura3.3: V + (W +U) =(V+ W)+ U
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154 Vetores no Plano e no Espaco

para quaisquer vetores V' e I¥. Observamos também que a soma V' + W esta na diagonal do
paralelogramo determinado por V' e IV, quando estédo representados com a mesma origem.
Da Figura 3.3, deduzimos que a soma de vetores & associativa, ou seja,

V+W+U)=V+W)+U, (3.2)

para quaisquer vetores V', W e U.
O vetor que tem a sua origem coincidindo com a sua extremidade é chamado vetor nulo e deno-
tado por 0. Segue ent&o, que
V+0=0+V =YV, (3.3)

para todo vetor V.
Para qualquer vetor V', o simétrico de V/, denotado por —V/, & o vetor que tem mesmo compri-
mento, mesma direcao e sentido contrario ao de V. Segue entdo, que

V4 (=V)=0. (3.4)
Definimos a diferenca W menos V/, por
W—-V =W+ (-V).
Segue desta definicéo, de (3.1), (3.2), (3.4) e de (3.3) que
W+V-W)=V-W)+W=V+(-W+W)=V+0=V.

Assim, a diferenca V' — W & um vetor que somado a W da V, portanto ele vai da extremidade de W
até a extremidade de V/, desde que V' e W estejam representados por segmentos orientados com a
mesma origem.

A multiplicag ao de um vetor V por um escalar «, oV, &€ determinada pelo vetor que possui as
seguintes caracteristicas:
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(a) éovetornulo,se a =0ouV =0,
(b) caso contrario,

i. tem comprimento |«| vezes o comprimento de V/,
ii. adirecdo & amesmade V (neste caso, dizemos que eles sao paralelos ),

iii. tem o mesmo sentidode V,sea >0e
tem o sentido contrarioao de V, se a < 0.

As propriedades da multiplicagdo por escalar serdo apresentadas mais a frente. Se W = a 'V,
dizemos que W & um muiltiplo escalar de V. E facil ver que dois vetores ndo nulos s&o paralelos
(ou colineares ) se, e somente se, um &€ um multiplo escalar do outro.

As operacdes com vetores podem ser definidas utilizando um sistema de coordenadas retangu-
lares ou cartesianas . Em primeiro lugar, vamos considerar os vetores no plano.

Seja V' um vetor no plano. Definimos as componentes de V' como sendo as coordenadas (vy, vs)
do ponto final do representante de V' que tem ponto inicial na origem. Vamos identificar o vetor com
as suas componentes e vamos escrever simplesmente

V= (01,02).‘

Assim, as coordenadas de um ponto P sdo iguais as componentes do vetor O—fD que vai da
origem do sistema de coordenadas ao ponto P. Em particular, o vetor nulo, 0 = (0,0). Em termos
das componentes, podemos realizar facilmente as operacdes: soma de vetores e multiplicacdo de
vetor por escalar.
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>
Figura 3.4: A diferenca V' — W

Figura 3.5: Multiplicacdo de vetor por escalar
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V:(’Ul,vg) P:(xyy)
v2 Yy —
op
@) v =x o * =x
Figura 3.6: As componentes do vetor V' no Figura 3.7. As coordenadas de P séo
plano iguais as componentes de O P
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e Como ilustrado na Figura 3.8, a soma de dois vetores V' = (vy,v2) e W = (w1, ws) € dada por

V 4+ W = (v1 +wy,ve + ws);

e Como ilustrado na Figura 3.9, a multiplicag &o de um vetor V' = (v, v5) por um escalar « é
dada por

‘oz V = (av, av).

Definimos as componentes de um vetor no espaco  de forma analoga a que fizemos com vetores
no plano. Vamos inicialmente introduzir um sistema de coordenadas retangulares no espaco . Para
isto, escolhnemos um ponto como origem O e como eixos coordenados, trés retas orientadas (com
sentido de percurso definido), passando pela origem, perpendiculares entre si, sendo uma delas
vertical orientada para cima. Estes serdo os eixos =,y e z. O eixo z € 0 eixo vertical. Os eixos x
e y sdo horizontais e satisfazem a seguinte propriedade. Suponha que giramos o eixo x pelo menor
angulo até que coincida com o eixo y. Se os dedos da mao direita apontam na dire¢do do semi-
eixo x positivo de forma que o semi-eixo y positivo esteja do lado da palma da méo, entdo o polegar
aponta no sentido do semi-eixo z positivo. Cada par de eixos determina um plano chamado de plano
coordenado . Portanto os trés planos coordenados séo: =y, yz e xz.

A cada ponto P no espago associamos um terno de nimeros (z, y, z), chamado de coordenadas
do ponto P como segue.

e Trace uma reta paralela ao eixo z, passando por P;

e A intersecdo da reta paralela ao eixo z, passando por P, com o plano xy é o ponto P’. As
coordenadas de P’ (x,y), no sistema de coordenadas zy sédo as duas primeiras coordenadas
de P.

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Marco 2010



3.1 Soma de Vetores e Multiplicac &o por Escalar

159

y VW
vt w2

U2

U1 w1 v1twi

Figura 3.8: A soma de dois vetores no
plano

ava

aV

V2

1 v

Figura 3.9: A multiplicacédo de vetor por es-
calar no plano
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Vetores no Plano e no Espaco

e A terceira coordenada é igual ao comprimento do segmento PP’, se P estiver acima do plano
2y e ao comprimento do segmento PP’ com o sinal negativo, se P estiver abaixo do plano xy.

As coordenadas de um ponto P sdo determinadas também da maneira dada a seguir.

e Passe trés planos por P paralelos aos planos coordenados.

e Aintersecao do plano paralelo ao plano zy, passando por P, com o eixo z determina a coorde-
nada z.

e Aintersecao do plano paralelo ao plano zz, passando por P, com o eixo y determina a coorde-
nada y

e Aintersecao do plano paralelo ao plano ¥z, passando por P, com o eixo x determina a coorde-
nada x.

Agora, estamos prontos para utilizarmos um sistema de coordenadas cartesianas também nas

operacOes de vetores no espaco. Seja V' um vetor no espaco. Como no caso de vetores do plano,

defi
sen

nimos as componentes de V' como sendo as coordenadas (vy, v, v3) do ponto final do repre-
tante de V' que tem ponto inicial na origem. Também vamos identificar o vetor com as suas

componentes e vamos escrever simplesmente

V - (U17U27U3>'

—
Assim, as coordenadas de um ponto P sdo iguais as componentes do vetor OP que vai da

origem do sistema de coordenadas ao ponto P. Em particular, o vetor nulo, 0 = (0, 0,0). Assim como

fize
por

mos para vetores no plano, para vetores no espaco a soma de vetores e a multiplicacao de vetor
escalar podem ser realizadas em termos das componentes.
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e SeV = (vy,v9,v3) € W = (wy,ws, w3), entdo a adicdo de V' com W é dada por

V‘FWZ (U1+w1,02+w2,U3+W3);

e Se V = (v1,v9,v3) € @ € um escalar, entdo a multiplicagdo de V' por « é dada por

aV = (av,avy, avs).

Exemplo3.1. SeV =(1,-2,3), W = (2,4,—1), entdo
V4+W=01+2-2+43+(-1))=(3,2,2), 3V=(3-1,3(-2),3-3)=(3,-6,9).
Quando um vetor 1 esta representado por um segmento orientado com ponto inicial fora da origem

(Figura 3.13), digamos em P = (1, y1, 21), € ponto finalem @) = (3, y2, 22), entdo as componentes
do vetor V' sdo dadas por

— — —
V =PQ=0Q — OP= (372 —Z1,Y2 — Y1,%2 — 21)-

Portanto, as componentes de V' sdo obtidas subtraindo-se as coordenadas do ponto () (extremi-
dade) das do ponto P (origem). O mesmo se aplica a vetores no plano.
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Exemplo 3.2. As componentes do vetor V' que tem um representante com ponto inicial P =
(5/2,1,2) e ponto final Q = (0,5/2,5/2) sdo dadas por

V =PQ=(0—-5/2,5/2 — 1,5/2 — 2) = (~5/2,3/2,1/2).

Observacg ao. O vetor € “livre”, ele ndo tem posicao fixa, ao contrario do ponto e do segmento orien-
tado. Por exemplo, o vetor V' = (—5/2,3/2,1/2), no exemplo acima, estava representado por um
segmento orientado com a origem no ponto P = (5/2,1,2). Mas, poderia ser representado por um
segmento orientado cujo ponto inicial poderia estar em qualquer outro ponto.

Um vetor no espaco V' = (vy, v, v3) pode também ser escrito na notagdo matricial como uma
matriz linha ou como uma matriz coluna :

U1
V=1 vy ou V=[v vy v3].
U3

Estas notacdes podem ser justificadas pelo fato de que as operacdes matriciais

U1 w1 V1 + Wy U1 Qv
V+W= V2 + Wa = Vg + Wo s aV =« (%] = (040))
VU3 W3 v3 + W3 U3 QU3

ou
V—l—W:[vl Vg U3}+|:U)1 Wa w3}:[v1—|—w1 Vg + Wo v3—|—w3],
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aV:a[vl Vg Ug}:[Oé'Ul Vg avg]

produzem os mesmos resultados que as operacdes vetoriais
V 4+ W = (v1,v9,v3) + (i, wa, w3) = (v1 + wy, vz + wa, v3 + w3),

aV = a(vy,ve,v3) = (auy, avy, avs).

O mesmo vale, naturalmente, para vetores no plano.

No teorema seguinte enunciamos as propriedades mais importantes da soma de vetores e
multiplicacdo de vetores por escalar.

Teorema 3.1. Sejam U,V e W vetores e « e [ escalares. Sao validas as seguintes propriedades:

(@ U+V=V+U, (e) a(pU) = (ap)U;

b)) (U+V)+W=U+ (V+W), M a(U+V)=alU +aV;
0 U+0=U; @) (a+p)U = alU + U,
d) U+ (-U) =0; (h) 1U = U.

Demonstrac do. Segue diretamente das propriedades da algebra matricial (Teorema 1.1 na pagina
10). |
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164 Vetores no Plano e no Espaco

Exemplo 3.3. Seja um triangulo ABC' e sejam M e N os pontos médios de AC' e BC, respectiva-
mente. Vamos provar que M N é paralelo a AB e tem comprimento igual a metade do comprimento
de AB.

Devemos provar que

MN=

DO | —
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C

A B

Agora, a partir da figura acima temos que
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Como M é ponto médio de AC' e N é ponto médio de BC, entao
— 1 1

Logo,

— — —
Exemplo 3.4. Dados quatro pontos A, B, C' e X tais que AX= \ AB, vamos escrever C'X como
— — — —

combinag do linear de CA e C'B, isto €, como uma soma de mltiplos escalares de CA e CB.
— — — —
Como AX= )\ AB, entdo os vetores AX e AB séo paralelos e portanto o ponto X so6 pode estar

na reta definida por A e B. Vamos desenha-lo entre A e B, mas isto ndo vai representar nenhuma
restricao.

O vetor que vai de C para X, pode ser escrito como uma soma de um vetor que vai de C' para A
com um vetor que vai de A para X,

—  — —

CX=CA+ AX .
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B

— — —
Agora, por hipotese AX= \ AB, o que implicaque CX=CA +\ A
— — — —  — — —
Mas, AB=CB — C'A, portanto CX=CA +A\(CB — C'A). Logo,

—

— —
CX=(1—X) CA+\CB.
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Observe que:
—  —
e Se A\ =0, entdo CX=CA.
— —
e Se A\ = 1, entao CX=CB.
— —
CA +1 CB.

H
e SeA=1/2,entdo CX= 1

[\

— —

N
e Se A\ =1/3, entdo CX= 2 CA +5 CB.

1
3

Exemplo 3.5. Vamos mostrar, usando vetores, que o ponto médio de um segmento que une 0s pontos
A= (z1,y1,21) € B = (72,2, 22) &

M- $1+5E‘2’Z/1+y2’21+22 ‘
2 2 2

— —
O ponto M é o ponto médio de AB se, e somente se, AM= % AB. Entao, aplicando o exemplo

— — —
anterior (com o ponto C' sendo a origem O), OM= % OA +% OB. Como as coordenadas de
um ponto sdo iguais as componentes do vetor que vai da origem até aquele ponto, segue-se que

— 1 )
OM= 5(%;3/1721) + 5(xz,y2, z) €

M— $1+$2’y1+92’21+32 .
2 2 2
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3.1.1.

3.1.2.

3.1.3.

3.1.4.

3.1.5.

3.1.6.

3.1.7.

3.1.8.

3.1.9.

Exercicios Num éricos (respostas na pagina 585)

— —
Determine o ponto C tal que AC=2 AB sendo A = (0,—2) e B = (1,0).
Uma reta no plano tem equacéo y = 2x + 1. Determine um vetor paralelo a esta reta.

Determine uma equacéo para a reta no plano que é paralela ao vetor V' = (2, 3) e passa pelo
ponto Py = (1,2).

Determine o vetor X, tal que 3X — 2V = 15(X — U).

- 2Y = U

Determine os vetores X e Y tais que { 3X + YV = U4V

Determine as coordenadas da extremidade do segmento orientado que representa o vetor V' =
(3,0, —3), sabendo-se que sua origem esta no ponto P = (2,3, —5).

Quais sdo as coordenadas do ponto P’, simétrico do ponto P = (1,0, 3) em relacdo ao ponto
— —
M = (1,2,—1)? (Sugestdo: o ponto P’ é tal que o vetor M P'= — M P)

Verifique se os pontos dados a seguir sdo colineares , isto €, pertencem a uma mesma reta:

@ A=(51,-3), B=(0,3,4)eC = (0,3,-5);
(b) A= (=1,1,3), B= (4,2,-3) e C = (14,4, —15);

Dados os pontos A = (1,—-2,—-3), B = (—5,2,—1) e C' = (4,0, —1). Determine o ponto D
tal que A, B, C' e D sejam vértices consecutivos de um paralelogramo.

Marco 2010 Reginaldo J. Santos



170 Vetores no Plano e no Espaco

3.1.10. Verifique se o vetor U é combinagao linear (soma de multiplos escalares) de V e W:

(a) V= (97 _12a _6)a W= (_17 77 1) elU = (_47 _67 2);
) V =(54,-3),W=(21,1)elU = (—3,—4,1);

3.1.11. Verifique se &€ um paralelogramo o quadrilatero de vértices (ndo necessariamente consecutivos)
(@ A=4,-1,1),B=1(9,-4,2),C = (4,3,4) e D = (4,—-21,—14)
(b)y A=(4,-1,1),B=1(9,-4,2),C = (4,3,4)e D = (9,0,5)

3.1.12. Quais dos seguintes vetores sdo paralelos U = (6,—4,—-2), V = (-9,6,3), W =
(15, —10,5).

Exercicios usando o MATLAB®

>> V=[v1,v2,v3] cria um vetor V, usando as componentes numéricas vl, v2, v3. Por
exemplo >> V=[1,2,3] criaovetor V = (1,2, 3);

>> V+W é asomade VeW; > V-Weé adiferenca V. menos W; >> num*V € o produto do vetor V
pelo escalar num;

>> subs (expr,x,num) substitui x por num na expressao expr;

>> solve(expr) determina a solugdo da equagdo expr=0;

Comandos gr aficos do pacote GAAL:

>> desvet (P,V) desenha o vetor V com origem no ponto P e >> desvet (V) desenha o vetor
V com origem no ponto O = (0,0, 0).
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3.1.13.

3.1.14.

3.1.15.

>> po([P1;P2;...;Pn]) desenhaos pontos P1, P2, ..., Pn.
>> lineseg(P1,P2,’cor’) desenha o segmento de reta P1P2. >> tex(P,’texto’) co-
loca o texto no ponto P.

>> axiss reescala os eixos com a mesma escala. >> eixos desenha os eixos coordenados.

>> box desenha uma caixa em volta da figura. >> rota faz uma rotacdo em torno do eixo z.
>> zoom3(fator) amplifica a regido pelo fator.

Cologue em duas variaveis V' e W dois vetores do plano ou do espago a seu critério

(a) Use a fungdo ilsvw(V,W) para visualizar a soma dos dois vetores.
(b) Cologue em uma variavel a um nimero e use a funcdo ilav(a,V) para visualizar a

multiplicacdo do vetor V pelo escalar a.

Use o MaTLAB® para resolver os Exercicios Num éricos a partir do Exercicio 1.3.

Exercicios Te Oricos

Demonstre que 0 segmento que une os pontos médios dos lados nao paralelos de um trapézio
€ paralelo as bases e sua medlda € a média aritmética das medidas das bases. (Sugestao

mostre que MN— (AB + DC) e depois conclua que MN € um mdltiplo escalar de AB
Revise o0 Exemplo 3. 3 na pagina 164)
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D C

A B

3.1.16. Demonstre que as diagonais de um paralelogramo se cortam ao meio. (Sugestao: Sejam M e
_>

N os pontos médios das duas diagonais do paralelogramo. Mostre que o vetor M N= 0, entdo
conclua que M = N.)
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D C
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3.1.17. Considere o triangulo ABC' e sejam M o ponto médio de BC', N o ponto médio de AC'e P o
ponto médio de AB. Mostre que as medianas (os segmentos AM, BN e C'P) se cortam num
mesmo ponto que d|V|de as medlanas na proporgao 2/3 e 1/3 (Sugestao: Sejam G, H e I os

pontos definidos por AG— 2 AM BH— BN e CI— C’P Mostre que GH 0, GI 0,
concluaque G =H =1.)
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C

P B

3.1.18. Sejam A, B e C' pontos quaisquer com A # B. Prove que:

— —
(a) Um ponto X pertence a reta determinada por A e B (AX= \ AB) se, e somente se,

&:aﬁwcﬂ%, com a+ =1
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— —
(b) Um ponto X pertence ao interior do segmento AB (AX= X AB,com(0 < XA < 1)se, e
somente se,

— — —
CX=aCA+pCB, com a>0,>0 e a+p=1.

— —

(c) Um ponto X é um ponto interior ao triangulo ABC (A’ X= X A’'B’, com 0 < \ < 1,

em que A’ &€ um ponto interior ao segmento AC' e B’ é interior ao segmento C'B) se, e
somente se,

— — —
CX=aCA+BCB, com a>0,>0 e a+p<]1.
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B

3.1.19. Mostre que se aV =0, entdoa = 0ou V = 0.
3.1.20. SealU =aV,entdéoU =V ?Esea #07?

3.1.21. SeaV =fV,enthioa = 3?2 EseV #07?
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A

*P = (z,y,2)
z )
X y

Figura 3.10: As coordenadas de um ponto no espaco
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v3 1.

AV = (vi,v2,v3)

v1

v2

Figura 3.11: As componentes de um vetor
no espacgo

Figura 3.12: As coordenadas de P sao
H

iguais as componentes de O P
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—  — —
Figura 3.13: V =PQ=0Q — OP
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3.2 Produtos de Vetores

3.2.1 Norma e Produto Escalar

Ja vimos que o comprimento de um vetor V' & definido como sendo o comprimento de qualquer
um dos segmentos orientados que o representam. O comprimento do vetor VV também & chamado
de norma de V e é denotado(a) por ||V||. Segue do Teorema de Pitagoras que a norma de um vetor
pode ser calculada usando as suas componentes, por

VIl = V/vi + 3,
no caso em que V' = (vy, v3) € um vetor no plano, e por
IVI] = /v +v3 + o3,

no caso em que V' = (vy, v2,v3) € um vetor no espaco (verifique usando as Figuras 3.14 e 3.15).
Um vetor de norma igual a 1 € chamado vetor unit ario.

H
A dist ancia entre dois pontos P = (21,y1, 21) € @ = (2, Y2, 22) € igual & norma do vetor PQ)
" —

(Figura 3.13 na pagina 180). Como PQ=0Q — OP= (x5 — x1,Y2 — 41, 22 — 21), entdo a distancia
de P a () é dada por

dist(P,Q) = || PQ || = /(22 — 212 + (s — 91)° + (22 — 21)2.

Analogamente, a dist ancia entre dois pontos P = (z1,y;) € @ = (z2,%2) no plano é igual a
H

norma do vetor P(), que é dada por

dist(P,Q) = || PQ || = /(w2 — 21" + (42 — y1)°.
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NP

n V= (v1,v2)

v

1]

Figura 3.14: A norma de um vetor V' no

plano

X

V = (v1,v2,v3)

X M/b?if»e/”::’ y

Figura 3.15: A norma de um vetor V' no
espaco
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Exemplo 3.6. Anormado vetor V = (1,-2,3) é
VIl = V12 + (=2)2 + 32 = V14

A distancia entre os pontos P = (2, —-3,1) e Q = (—1,4,5) é

dist(P,Q) = || PQ | = l|(~1 2.4~ (=3),5~ )| = [(-3.7.4)|| = V(B + 2 + £ = VA,

Se V = (v, v9,v3) € a € um escalar, entdo da definicdo da multiplicacdo de vetor por escalar e
da norma de um vetor segue-se que

la V| = [[(awr, aws, avs)l] = V/(av1)? + (av2)? + (avs)? = \/Ozz(v% + 05 4 v3),

ou seja,

laV[[ = [l [[V]]. (3.5)

i G

€ um vetor unit ario na dire¢c do de V/, pois por (3.5), temos que

Dado um vetor V néao nulo , o vetor

1
U]l = '—\ V]l =1
Il

Marco 2010 Reginaldo J. Santos



184 Vetores no Plano e no Espaco

Exemplo 3.7. Um vetor unitario na diregéo do vetor V' = (1, —2,3) é o vetor

O angulo entre dois vetores nao nulos, V' e W, é definido pelo angulo ¢ determinado por V e W
que satisfaz 0 < # < 7, quando eles estéo representados com a mesma origem (Figura 3.16).

Quando o angulo 6 entre dois vetores V e W é reto (# = 90°), ou um deles é o vetor nulo, dizemos
que os vetores V' e W sao ortogonais ou perpendiculares entre si

Vamos definir, agora, um produto entre dois vetores, cujo resultado € um escalar. Por isso ele é
chamado produto escalar . Este produto tem aplicacdo, por exemplo, em Fisica: o trabalho realizado
por uma forca é o produto escalar do vetor forca pelo vetor deslocamento, quando a forca aplicada é
constante.

Defini¢c a0 3.1. O produto escalar ou interno de dois vetores V' e IV é definido por

0, se V ou W & o vetor nulo,

Vo= { [[V][1|W]|cos@,  caso contrério,

em que ¢ é o angulo entre eles.
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Quando os vetores sdo dados em termos das suas componentes nao sabemos diretamente o
angulo entre eles. Por isso, precisamos de uma forma de calcular o produto escalar que nao necessite
do angulo entre os vetores.

Se V' e W séo dois vetores ndo nulos e € o angulo entre eles, entédo pela lei dos cossenos,

IV =W = [V + W] = 2[V][ [[W]] cos 6.

Assim, .
VW= |[VI[[[W][cost = 3 (IVIP+ W12 = [V = W) (3.6)

Ja temos entdo uma formula para calcular o produto escalar que ndo depende diretamente do angulo
entre eles. Substituindo-se as coordenadas dos vetores em (3.6) obtemos uma expressao mais sim-
ples para o calculo do produto interno.

Por exemplo, se V' = (v, vg,v3) € W = (wy, wsy, w3) sdo vetores no espaco, entdo substituindo-
se [|VI|? = vi+vi+02, [|[W]]? = wi+wi+wse||[V-WI]*= (v; —wi)?+ (v — wq)? + (v3 — w3)?
em (3.6) os termos v? e w? s&o cancelados e obtemos

V- W = vywi + vows + v3ws.
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Figura 3.16: Angulo entre dois vetores, agudo (& esquerda) e obtuso (a direita)

1%
Vv vow V-Ww
0
\9 w \ w .

Figura 3.17: Triangulo formado por representantes de V, W e V — . A esquerda o angulo entre V'
e W é agudo e a direita € obtuso.

-
|
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Teorema 3.2. O produto escalar ou interno, V' - W, entre dois vetores & dado por
V- W = vjwi + vows,
se V = (v1,v5) e W = (wy, wy) séo vetores no plano e por
V- W = vjwy + vowsy + vsws,

se V = (v1,vg,v3) e W = (wy, ws,ws) Sd0 vetores no espaco.

Exemplo 3.8. Sejam V' = (0,1,0) e W = (2,2, 3). O produto escalar de V' por W é dado por

V-W =vjw; +vwy +v3w03=0-24+1-24+0-3=2.

Podemos usar o Teorema 3.2 para determinar o angulo entre dois vetores nao nulos, Ve WW. O
cosseno do angulo entre V e W &, entao, dado por

V.-w

cosf) = ———— .
VAW

Se V' e W sao vetores ndo nulos e # € o angulo entre eles, entdo

(@) # éagudo (0 <6 < 90°) se, e somente se, V - W > 0,
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(b) 6 éreto (@ = 90°) se, esomentese, V- W =0e

(c) 0 éobtuso (90° < 0 < 180°) se, e somente se, V - W < 0.

Exemplo 3.9. Vamos determinar o angulo entre uma diagonal de um cubo e uma de suas arestas.
Sejam V; = (1,0,0), Vo = (0,1,0) e V3 = (0,0, 1) (Figura 3.18). Uma diagonal do cubo é represen-
tada pelo vetor D dado por

D=Vi+V,+V3=(1,1,1).

Entdo o angulo entre D e V] satisfaz
D-V; 1.14+0.1+0.1 1

cosf = = - =
DIV - Vi s D)L V3

ou seja,

0 = arccos( A 54°.

1
%)
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Figura 3.18: Angulo entre a diagonal de um cubo e uma de suas arestas
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Teorema 3.3. Sejam U, V' e W vetores e a um escalar. Sao validas as seguintes propriedades:
(a) (comutatividade) U -V =V - U ;
(b) (distributividade) U - (V + W) =U -V +U - W;
(c) (associatividade) o(U - V) = (aU) -V =U - (aV);

(d) V-V =||V||>>0, paratodo VeV -V = 0 se, e somente se, V = 0.

Demonstra¢ do. Sejam U = (uy, ug, uz), V = (v1,v2,v3) € W = (wy, we, w3).

(@) U -V =wuv; + ugvp + uzvs = v1uy + vaug + vauz =V - U,

(b) U-(V4+W) = (uy, ug, us)-(v1+wy, vo+ws, v3+ws) = g (v1 4wy ) +ug(vot+ws)+us(vs+ws) =
(u1v1+u1w1)+(u2v2—|—u2w2)+(u3v3+u3w3) = (ulvl+u2v2+u3vg)+(u1w1+u2w2+u3w3) =
v-v+U-W,;

€) a(U-V) = alujv; + ugvy + uzvs) = (aui)vy + (qug)vy + (auz)vy = (aU) - V;

(d) V-V =]|V||? € uma soma de quadrados, por isso & sempre maior ou igual a zero e é zero se,
e somente se, todas as parcelas sao iguais a zero. [ |
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3.2.2 Projec¢ ao Ortogonal

Dados dois vetores V' e IV a proje¢ ao ortogonal de V' sobre TV denotada por
projy V'

é o vetor que é paralelo a 11/ tal que V' — proj,;; V' seja ortogonal a W (Figura 3.19).
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Proposi¢c a0 3.4. Seja W um vetor nao nulo. Entdo, a projecao ortogonal de um vetor V.em W é
dada por
. V-Ww
proi = (e ) W

Demonstra¢ do. Sejam V; = projy, V e Vo =V — projy, V. Como V) é paralelo a W, entao
Vi=al (3.7)

Assim,
Vo=V —aW.

Multiplicando-se escalarmente V5 por W e usando o Teorema 3.3 (d) obtemos
VQ-W:(V—on)'W:V~W—oz||W||2. (3.8)

Mas, V5 é ortogonal a IV, entdo V5 - W = 0. Portanto, de (3.8) obtemos

V.-w
N = 7.
W12
Substituindo este valor de o na equacgao (3.7) segue-se o resultado. [ |
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Exemplo 3.10. Sejam V = (2,—1,3) e W = (4, —1,2). Vamos encontrar dois vetores V; e V; tais
que V = Vi 4+ V5, V; é paralelo a W e V; é perpendicular a W (Figura 3.19). Temos que

V-W=2-44(-1)(-1)+3-2=15
[[W]]? = 4>+ (—1)* + 2> =21.

Vi — projuy V = (V.W)> — (15) (12— (2, 510

W12 21 7T
20 5 10 6 2 11

Vo=V m V= (2.—1,3) — (=2, -2 2y = (=2 2 %y
2 1 (7 7) (77 777) ( 77 777)

3.2.3 Produto Vetorial

Vamos, agora, definir um produto entre dois vetores, cujo resultado & um vetor. Por isso, ele é
chamado produto vetorial . Este produto tem aplicacéo, por exemplo, em Fisica: a forca exercida
sobre uma particula com carga unitaria mergulhada num campo magnético uniforme € o produto
vetorial do vetor velocidade da particula pelo vetor campo magnético.

Defini¢c a0 3.2. Sejam V' e W dois vetores no espago. Definimos o produto vetorial , V' x W, como
sendo o vetor com as seguintes caracteristicas:

(a) Tem comprimento dado numericamente por
[V x W = [[V[[[[W]|sen 0,

ou seja, anorma de VV x W & numericamente igual a area do paralelogramo determinado por
Vell.
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-
-

V —projy, V
<

V —projy, V

projy, V' w projy V' w

<
-

y

y

Figura 3.19: Projecédo ortogonal do vetor V' sobre o vetor I/

Figura 3.20: Area de um paralelogramo determinado por dois vetores
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(b) Tem direcdo perpendiculara Ve a V.

(c) Tem o sentido dado pela regra da mao direita (Figura 3.21): Se o angulo entre Ve W é 6,
giramos o vetor V' de um angulo # até que coincida com W e acompanhamos este movimento
com os dedos da mao direita, entdo o polegar vai apontar no sentido de V' x V.

Da forma como definimos o produto vetorial é dificil o seu calculo, mas as propriedades que
apresentaremos a seguir possibilitardao obter uma férmula para o produto vetorial em termos das
componentes dos vetores.
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Teorema 3.5. Sejam U,V e IV vetores no espaco e o um escalar. Sdo validas as seguintes proprie-
dades:

(@ V x W = —(W x V) (anti-comutatividade).

(b) V x W =0 se, esomente se, V = aW ou W = aV.
© (VxW)- V=(VxW)-W=0.

d) a(VxW)=(aV)x W =V x (aW).

@ VXW+U)=VXW+VxUe(V+W)xU=VxU+W x U (Distributividade em
relacdo a soma de vetores).

Demonstrac 8o. (a) Pela definicdo do produto vetorial V' x W e W x V' tém 0 mesmo comprimento
e a mesma direcdo. Além disso trocando-se V' por W troca-se o sentido de V' x W (Figura
3.21).

(b) ||V x W|| = 0 se, e somente se, um deles & o vetor nulo ou sen# = 0, em que # é o angulo
entre V e W, ou seja, V e W sdo paralelos. Assim, V x W = 0 se, e somente se, V = oW
ouW =aV.

(c) Segue-se imediatamente da definicao do produto vetorial.

(d) Segue-se facilmente da definicdo do produto vetorial, por isso deixamos como exercicio para o
leitor.
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(e) Este item sera demonstrado no Apéndice IV na pagina 216.
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Os vetores can 6nicos

i=(1,0,0), j=(0,1,0) e k=(0,0,1)

sdo vetores unitarios (de norma igual a um) paralelos aos eixos coordenados. Todo vetor
V - (U17 V2, U3)
pode ser escrito como uma soma de multiplos escalares de 7, j e k£ (combinagao linear), pois

V= (Ulav%v?)) = (U17070) + <07U270) + (05071)3) -
= 01(170,0)+02(0,1,0)+?}3(0,0,1) =
= v1;—|— ’UQj"‘ (%] E (39)

Da definicdo de produto vetorial podemos obter facilmente as seguintes relacdes:

ixi=0, jxj=0kxk=0,
ixj=Fk jxk=i kxi=]j
Fxi=—k kxj=—i ixk=—j.

Agora, estamos prontos para obter uma férmula que dé o produto vetorial de dois vetores em
termos das suas componentes.
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Teorema 3.6. Sejam V' = (vq1,v9,v3) € W = (wy,ws, w3) vetores no espago. Entdo o produto
vetorial V' x W é dado por

V><W=<det{v2 s 1,—det[v1 s },det[vl 2 D (3.10)

Wy W3 w; w3 wy; Wa

Demonstrac ao. De (3.9) segue-se que podemos escrever
V= Ulg—i‘?)gj—'—’l)glg e W :w1;+w2;+w3%.
Assim, pela distributividade do produto vetorial em relacdo a soma, temos que
VxW = ('Ulg—F Ugj—l- U3 E) X (U)l ;—i- 'll)gj—l- ws ];)
= vlwl(fx ;) -+ U1WQ(ZX j) + U1@U3(ZX E) +
—|—U2w1(j X ;) + /UQU)Q(; X j) + Ugwg(j X k’) +
+U3’U)1(]€ X ;) + ’U3"LU2(/€ X ;) + ’U3'w3(l€ X k)

= (UQ’LUg — ’Ug'LUQ)Z"‘ (’U3wl — 'Ul’LUg)j‘i‘ (Ul’LUQ — Ugwl)];

— det{v2 Ug’];—det{vl vg}j—l—det{vl U2}l;

Wwo W3 wy w3 wy W

A R IS
Wz W3 w1 Ws w1 Wo

Para obter as componentes do produto vetorial V' x W procedemos como segue:
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e Escreva a matriz:
\% . (%1 Vg Us .
W w1, Wy W3 ’
e Para calcular a primeira componente de V' x I/, elimine a primeira coluna da matriz acima e cal-
cule o determinante da sub-matriz resultante. A segunda componente é obtida, eliminando-se

a segunda coluna e calculando-se o determinante da sub-matriz resultante com o sinal trocado.
A terceira € obtida como a primeira, mas eliminando-se a terceira coluna.

Exemplo 3.11. Sejam V = i+ 2}— 2k e W = 3i + k. Vamos determinar o produto vetorial V' x W.

Como -
v] [12 =2
w30 1]

—2 ] 1 =2 1 2
VXW(det[O 1 ,—det[3 1},det{3 0])(2,—7,—6).

Usando os vetores ;, fe ko produto vetorial V' x IV, pode ser escrito em termos do “determinante”

ik ) . .
VxW=det | vy vy wvs :det{v2 U3]i—det{vl Ug]j—i—det[v1 vQ}k.

W W3 wy w3 wy W2
w; w2 w3

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Marco 2010



3.2 Produtos de Vetores 201

Exemplo 3.12. Vamos calcular a area do triangulo PQQ R em que (Figura 3.24)

P=(320), Q=(0.43) e R=(1,0,2).

Sejam
_>
V=RP=(3-1,2—-0,0—2)=(2,2,-2)
—>
W=RQ=(0-1,4—-0,3—-2)=(—-1,4,1).
Entao,

V x W = (10,0,10) = 10(1,0,1).

A area do triangulo PQ) R é a metade da area do paralelogramo com lados determinados por V' e
W. Assim,

. 1
Area = §||V x W|| = 5V2.

3.2.4 Produto Misto

O produto (V' x W) - U é chamado de produto misto de U, V' e W. O resultado abaixo mostra
como calcular o produto misto usando as componentes dos vetores.

Teorema 3.7. Sejam U = ulf—i— uﬁ—i— u3l€, V= UJ+ vgj'+ v;;E eW = wlﬂ— wﬁ'—f— wgl;;. Entao,

U1 Vg Vs
(VxW)-U=det | w; wy w3

Uy Uz U3
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Demonstra¢c do. Segue do Teorema 3.2 na pagina 187, do Teorema 3.6 na pagina 199 e da definicdo
de determinante de uma matriz que

VxW) U = (up,us,uz)- | det V2 U3 , —det vro s , det vro
( w
3

Wy W3 wy wy W2
Vg Vs U1 V3 U1 V2
= wuydet — ug det + usz det
Wy W3 w; w3 wy; W2

(%] Vg Vs
= det w1, W Wj ;
Uy Uz Uus

Exemplo 3.13. O produto misto dos vetores U = 2?—;’+ 3k, V = —i+ 4j+ keW = 5?+;’— 2k é

V1 Vg U -1 4 1
(V X W) -U = det wy, W2 wWs = det 5 1 -2 = —&4.
Uy Uz Ug 2 -1 3

Teorema 3.8. Dados trés vetores no espacgo, U,V e W,
(V x W) U]

€ numericamente igual ao volume do paralelepipedo determinado por U,V e V.
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Demonstrac ao. O volume do paralelepipedo determinado por U,V e W é igual ao produto da area
da base pela altura, ou seja, pela definicdo do produto vetorial, 0 volume é dado por

Volume = ||V x W||h.
Mas, como vemos na Figura 3.25 a altura & h = ||U||| cos 6|, o que implica que
Volume = ||V x W[ ||U]|| cos 8] = |(V x W) - U].
|
Exemplo 3.14. Sejam V = 49, W = 2i + 5}' el =3i+ 3f+ 4k. O volume do paralelepipedo com

um vértice na origem e arestas determinadas por U,V e W é dado por

0
volume = |(V x W) - U| = | det 0 |]=180]=280.
4

W N =~
w ot O

Segue imediatamente do Teorema 3.7 e do Teorema 3.8 um critério para saber se trés vetores sao
paralelos a um mesmo plano.
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Corol ario 3.9. Sejam U = i + ugj + usk, V = vyt + v9j + vsk e W = wyi + wyj + wsk. Estes
vetores sao coplanares (isto &, sdo paralelos a um mesmo plano) se, e somente se,

V1 Uy Us
(VXW)U:det w; W2 W3 =0.

u;p Uz U3

Exemplo 3.15. Vamos verificar que os pontos P = (0,1,1), @ = (1,0,2), R = (1,-2,0) e
S = (—2,2,—2) séo coplanares , isto &, pertencem a um mesmo plano. Com estes pontos podemos
construir os vetores

-
PQ=(1-0,0—1,2—1)=(1,—1,1),

H
PR=(1-0,-2—1,0—1)=(1,-3,-1) e

—

PS=(-2-0,2—1,-2—1) = (-2,1,-3)

— —
Os pontos P, ), R e S pertencem a um mesmo plano se, e somente se, os vetores P(Q), PR e

—
PS sao coplanares. E isto acontece se, e somente se, o produto misto deles €& igual zero.

L 1 -3 —1
(PR x PS)-PQ=det | —2 1 -3 | =0.
1 -1 1

Assim, P, (), R e S sdo coplanares.
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O resultado a seguir sera usado no proximo capitulo para deduzir as equagdes paramétricas do
plano.

Corol ario 3.10. Sejam U,V e W vetores coplanares nao nulos no espaco.

(a) Entdo a equacdao vetorial
2V +yW +2U0 =0

tem soluc&o ndo trivial, em que z, y e z sdo escalares.

(b) Entdo um dos vetores U, V' ou W é combinacéo linear (soma de multiplos escalares) dos outros
dois.

(c) Se V e W sédo néao paralelos, entdo U é combinacgédo linearde V e V.

Demonstra¢ do. (a) Seja A a matriz cujas colunas sédo V', W e U escritos como vetores colunas. A
equacdo zV +yW + zU = 0 é equivalente ao sistema AX = 0. Se U,V e W séo coplanares,
entao

det(A) = det(A") = (V x W) -U = 0.

Logo a equacao tem solucao nao trivial.

(b) Pelo item anterior a equacdo xU + yV + zW = 0 possui solugdo n&o trivial. Mas, se isto
acontece, entdo um dos escalares = ou y ou z pode ser diferente de zero. Se z # 0, entdo
U = (—z/2)V + (—y/2)W, ou seja, o vetor U é combinacdo linear de V' e W. De forma
semelhante, se © # 0, entdo V & combinagdo linear de U e W e se y # 0, entdo W &
combinacao linearde U e V.
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(c) Como U,V e W sdo coplanares, entdo a equacgéo zU + yV + 2W = 0 possui solugio ndo
trivial com  # 0. Pois, caso contrario yV + zW = 0 com y ou z ndo simultaneamente nulos o
que implicaria que V' e W seriam paralelos (por que?). Logo U = (—y/x)V + (—z/x)W.

|

Exemplo 3.16. Considere os vetores
_>
U=PQ=(1,-1,1),

H
V =PR=(1,-3,—-1) e
_>
W =PS=(-2,1,-3)
do Exemplo 3.15 na pagina 204. A equacao
zU+yV+:2W=0

€ equivalente ao sistema
r + vy — 2z =0

-r — 3y + 2z =0
r — y — 3z =0
Escalonando a matriz do sistema obtemos
1 1 -2 1 1 -2 1 1 -2
-1 -3 1| ~]0 -2 -1 | ~1]0 =2 -1
1 -1 -3 0 -2 -1 0 0 0
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A Ultima matriz corresponde ao sistema

{:v+ y — 2z = 0

- 2y — z =0
Assim Eoy N .
7(] - 5\/ +aW = 0.
Logo - .
W = —§U — §V.

Verifique que realmente vale esta relagéo entre os vetores U,V e W.
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3.2.1.

3.2.2.

3.2.3.

3.2.4.

3.2.5.

3.2.6.

3.2.7.

3.2.8.

Exercicios Num éricos (respostas na pagina 588)

Determine a equacéo da reta no plano que é perpendicular ao vetor N = (2, 3) e passa pelo
ponto Py = (—1,1).

H
Seja O = (0,0,0). Qual o lugar geométrico dos pontos P = (x,v, z) tais que || OP ||* = 4?
Qual figura é representada pela equacéo z2 + y? = 4?

Sejam V = i+ 2;'— 3keW = 25+j’— 2k. Determine vetores unitarios paralelos aos vetores
@V+W;, (bb)V-W; ()2V—3W.

Determine o valor de x para o qual os vetores V' = zi + 3} +4keW = 3 + j’+ 2k s&o
perpendiculares.

Demonstre que ndo existe z tal que os vetores V = i + 2]' +4ke W = zi — 2f+ 3k sdo
perpendiculares.

Ache o angulo entre os seguintes pares de vetores:
@2+jej—k ®i+j+ke—2j—2k (c)3i+3je2i+j— 2k

Decomponha W = i — 3f+ 2k como a soma de dois vetores Wi e W5, com W, paralelo ao
vetor j + 3k e W, ortogonal a este Gltimo. (Sugestao: revise o Exemplo 3.10 na pagina 193)

Ache o vetor unitario da bissetriz do angulo entre os vetores V' = 2+ 2}+l§ eW = 6i+ 2;'—3]2.
(Sugestao: observe que a soma de dois vetores esta na direcdo da bissetriz se, e somente se,
os dois tiverem o mesmo comprimento. Portanto, tome multiplos escalares de V' e IV de forma
que eles tenham o mesmo comprimento e tome o vetor unitario na direcdo da soma deles.)
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3.2.9.

3.2.10.

3.2.11.

3.2.12.

3.2.13.

3.2.14.

3.2.15.

3.2.16.

Verifique se os seguintes pontos pertencem a um mesmo plano:

@ A=(2,2,1),B=(3,1,2),C =(2,3,00e D =(2,3,2);
(b) A=(2,0,2),B=(3,2,0),C=(0,2,1)e D= (10,-2,1);

Y

Calcule o volume do paralelepipedo que tem um dos vértices no ponto A = (2,1,6) e os trés
vértices adjacentes nos pontos B = (4, 1,3),C = (1,3,2) e D = (1,2, 1).

Calcule a area do paralelogramo em que trés vértices consecutivos séo A = (1,0,1), B =
(2,1,3)e C =(3,2,4).
Calcule a area do triangulo com vértices A = (1,2,1), B = (3,0,4) e C = (5,1, 3).

Ache X tal que X X (;+ E) = 2(Z+5—E) e || X]| = V6.

Sabe-se que o vetor X é ortogonal a Z+fe a—i+ E tem norma v/3 e sendo 6 0 angulo entre
X e j,tem-se cosf > 0. Ache X.

Mostre que A = (3,0,2), B = (4,3,0) e C = (8,1, —1) s&o vértices de um triangulo retangulo.
Em qual dos vértices esta o angulo reto?

Considere dois vetores V' e W tais que ||V|| = 5, ||W|| = 2 e o angulo entre V e W & 60°.
Determine, como combinagao linearde Ve W (zV + yW):

(@) Umvetor X talque X -V =20e X - W =5
(b) Umvetor X talque X x V =0e X - W = 12.
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Exercicios usando o |\/|ATLAB®

>>

V=[v1,v2,v3] cria um vetor V, usando as componentes numéricas vl, v2, v3. Por

exemplo >> V=[1,2,3] criaovetor V = (1,2, 3);

>>

>>

subs (expr,x,num) substitui x por num na expressao expr;

solve (expr) determina a solucdo da equacéo expr=0;

Comandos num éricos do pacote GAAL:

>>

>>

>>

>>

V=randi (1, 3) cria um vetor aleatério com componentes inteiras;
no (V) calcula a norma do vetor V.
pe (V,W) calcula o produto escalar do vetor V pelo vetor W.

pv (V,W) calcula o produto vetorial do vetor V pelo vetor W.

Comandos gr aficos do pacote GAAL:

>>

desvet (P,V) desenha o vetor V. com origem no ponto P e >> desvet (V) desenha o vetor

V com origem no ponto O = (0,0, 0).

>>

>>

>>

>>

>>

po([P1;P2;...;Pn]) desenha os pontos P1, P2, ..., Pn.
lineseg(P1,P2,’cor’) desenha o segmento de reta P1P2.
eixos desenha os eixos coordenados.

box desenha uma caixa em volta da figura.

axiss reescala 0s eixos com a mesma escala.
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>> rota faz uma rotacdo em torno do eixo z.
>> zoom3(fator) amplifica a regido pelo fator.
>> tex(P,’texto’) coloca o texto no ponto P.
3.2.17. Digite no prompt
demog?21,
(sem a virgula!). Esta fungao demonstra as fun¢Ges graficas para vetores.
3.2.18. Coloque em duas variaveis V' e W dois vetores bi-dimensionais ou tri-dimensionais a seu
critério.
(a) Useafuncdo ilvijk(V) para V|sual|zar o vetor V. como uma soma de multiplos escalares
(combinacao linear) dos vetores i ] e k.
(b) Use afuncéo ilpv(V,W) para visualizar o produto vetorial V' x W.
(c) Use afungdo ilproj(W,V) para visualizar a projecao de IV em W.
3.2.19. Use o MaTLAB® para resolver os Exercicios Num éricos
Exercicios Te 6ricos
3.2.20. Mostre que em um tridngulo is6sceles a mediana relativa a base € perpendicular a base.
3.2.21. Mostre que o angulo inscrito em uma semicircunferéncia é reto.

.

Sugest o para os pr 6ximos 2 exercicios: Considere o paralelogramo ABCD. SejaU =AB
_>

e V =AD. Observe que as diagonais do paralelogramosdao U +V e U — V.
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3.2.22. Mostre que se as diagonais de um paralelogramo sao perpendiculares entdo ele & um losango.
3.2.23. Mostre que se as diagonais de um paralelogramo tém o mesmo comprimento entdo ele &€ um

retangulo.
3224.SeV-W=V-UeV #0,entdao W = U?
3.2.25. Mostre que se V' é ortogonal a IV, e W5, entdo V' & ortogonal a ay W7 + anWs.
3.2.26. Demonstre que as diagonais de um losango sao perpendiculares. (Sugestdo: mostre que
— — — — — —
AC - BD= 0, usando o fato de que AB=DC' e || AB || = || BC'||.)
3.2.27. Sejam V' um vetor ndo nulo no espaco e «, (3 e y os angulos que V' forma com os vetores ¢ j
e k: respectivamente. Demonstre que
cos® a + cos? B+ cos®y = 1.
(Sugestao: cos a = 0s 3 = ecosy = Yk )
HVHII ik HVHHJH V1K
3.2.28. Demonstre que, se V' e W sao vetores quaisquer, entao:

1
@ VW= (V4 WP = [V = W[J);
1
®) (VI[P + (WP =5 (IV+ WP+ [V = WI[[).

(Sugestao: desenvolva os segundos membros das igualdades acima observando que
[V+WIP=V+W)- (V+W)el|V-W|=(V-W) (V-W)
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3.2.29. Demonstre que se V' e IV séo vetores quaisquer, entao:

@ [V- W[ <|[VI[W]];

o) [V + W[ <[IVI[+ [[W]];
(Sugestdo: mostre que ||V + W2 = (V+ W) - (V +W) < (||[V]| + |[W]|)? usando o
item anterior)

© [V = 1w < v -wi.

(Sugestao: defina U =V — W e aplique o item anteriora U e V)

3.2.30. O produto vetorial & associativo? Justifique a sua resposta. (Sugestdo: experimente com 0s
vetores 1, j, k)

3231 SeVxW=VxUeV #0,entaio W = U?

3.2.32. Demonstre que se V' e IV séo vetores quaisquer no espaco, entao

[V x W< [IVI[[W]]

3.2.33. Se U, V e W séo vetores no espaco, prove que |U - (V x W)| < ||U|]||V]| |IW]]. (Sugestao:
use o Teorema 3.2 na pagina 187 e o exercicio anterior)

3.2.34. Mostreque U - (V x W)=V - (W xU) =W - (U x V). (Sugestao: use as propriedades do
determinante)

3.2.35. Mostre que

(a) (CkUl—FﬂUQ)(VX W) :OéUl (V X W)—i_ﬂUQ(VX W),
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(b) U-[(aVh+ Vo) x W] =aU-(V; x W)+ pU - (Vo x W);
(C) U - [V X (OéWl +/8W2)] =alU - (V X Wl) —I—/BU (V X WQ)
d) U-(VxW)=U-[(V+aU+ W) x W|.
(Sugestao: use as propriedades dos produtos escalar e vetorial)
3.2.36. Prove aidentidade de Lagrange
IV x W[ = [[V|P[[W]* = (V- W)™
3.2.37. Mostre que a area do triangulo com vértices (x;,y;), parai = 1,2,3 é igual a | det(A)|/2, em
que
rr oy 1
A= | x93 9o 1
r3 ys 1
(Sugestdo: Marque os pontos P, = (x1,y1,1), P» = (29,y2,1), P = (w3,y3,1) €
P! = (x1,11,0). O volume do paralelepipedo determinado por Py, P», P; e P| é dado por
— — —
| PP] - PP, x P P;|. Mas, a altura deste paralelepipedo é igual a 1. Assim, o seu
volume é igual a area da base que é o paralelogramo determinado por P, P, e P;. Observe
— — —
que OP], P, P, e P, P; sdo paralelos ao plano zy.)
3.2.38. Sejam Uy, U, e Us trés vetores unitarios mutuamente ortogonais. Se A = [ U; Uy Uz | €

uma matriz 3 x 3 cujas colunas sdo os vetores U;, U, e Us, entdo A é invertivel e A~! = A%
(Sugest&o: mostre que A'A = I3.)
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3.2.39. Sejam U = (uy,us,u3),V = (v1,v9,v3) € W = (wy, ws, w3). Prove a formula seguinte para o

3.2.40.

produto vetorial duplo

Ux(VxW)=(U-W)V —(U-V)W,

seguindo os seguintes passos:

(a) Prove que

Ux(ixj) = (U-J)i—U-1)j
Ux(jxk) = (U-k)j-U-jk
Ux (kxi) = (U-Dk—(U-k)i

(b) Prove usando o item anterior e as propriedades do produto vetorial que

Ux (Vxi) = (U-)WV—U-V)i

U x (ngj) = (U-Z)V—(U-V)gi

Ux(Vxk) = (U-kV—-U-V)k
(c) Prove agora o caso geral usando o item anterior e as propriedades do produto vetorial.
(a) Prove que

[Ax (BxO)]+[Bx(CxA]+[Cx(AxB)]=0
(Sugestao: use o exercicio anterior).
(b) Mostre que se (A x C') x B = 0, entdo
Ax (Bx(C)=(AxB)xC,

ou seja, o produto vetorial &, neste caso, associativo.
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Apéndice IV: Demonstra¢c ao do item (e) do Teorema 3.5 na pagina 196

Vamos dividir a demonstracéo da distributividade do produto vetorial em relacdo a soma

Vx(W+U)=VxW4+VxU e (V+W)xU=VxU+W xU

da seguinte forma:

(@ (V xW)-U > 0 se, e somente se, V, W e U satisfazem a regra da mao direita, isto é,
se o angulo entre Ve W & #, giramos o vetor VV de um angulo ¢ até que coincida com W e
acompanhamos este movimento com os dedos da méo direita, entdo o polegar vai apontar no
sentido de U.

(b)y (VxW)-U=V-(W xU),ou seja, pode-se trocar os sinais x e -em (V x W) - U.
©VxW+U)=VxW+VxUe(V4+W)xU=VxxU+W xU.

Provemos, agora, os trés itens acima.

(a) Como vemos na Figura 3.25 na pagina 221 V, W e U satisfazem a regra da mao direita se, e
somente se, 0 < 0 < 7/2, ou seja, cos > 0, em que § € o angulo entre V' x W e U. Como,
(VxW)-U=||Vx WI|||U|| cos b, entdo V, W e U satisfazem a regra da méo direita se, e
somente se, (V x W) -U > 0.

(b) Como o produto escalar € comutativo, pelo Teorema 3.8 na pagina 202,
(VxW)-Ul=|V-(WxU)|.
Agora, pelo item (a), temos que

(VxW)-U e V- (WxU)
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tém o mesmo sinal, pois V, W e U satisfazem a regra da mao direita se, e somente se, W, U e
V' também satisfazem.

(c) Vamos provar a primeira igualdade e deixamos como exercicio para o leitor a demonstracao da
segunda. Vamos mostrar que ovetor Y =V x (W +U) =V x W —V x U é o vetor nulo.
Para isso, vamos mostrar que para qualquer vetor X no espaco X - Y = 0.

Pela distributividade do produto escalar, Teorema 3.3 item (b) na pagina 190, temos que
X-Y=X-Vx(W+U)-X-(VxW)=X-(VxU).
Pelo item (b), temos que

XY = (XxV) W+U)—(XxV)-W—(XxV)-U
= (XxV)- W+U)—(XxV)- W+U)=0

Assim, X -Y = 0, para todo vetor X, em particular para X = Y, temosque Y -Y = ||[Y||> = 0.
Portanto Y = 0, ouseja, V x (W +U) =V x W +V x U.
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Figura 3.21: Regra da mao direita
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—
7

Figura 3.22: Vetores i je k

U3k A

V= (’”1%’”2; vs) x| )

vt

Figura 3.23: V' = vJ—i— 02.74— ug/?

Marco 2010

Reginaldo J. Santos



220 Vetores no Plano e no Espaco

Figura 3.24: Area do triangulo PQR
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U] cos 6]

Figura 3.25: Volume do paralelepipedo determinado por V', W e U
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Figura 3.26: Paralelepipedo determinado por U, V' e W do Exemplo 3.14
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Teste do Capitulo

1. Mostre que os pontos A = (4,0,1), B = (5,1,3), C = (3,2,5), D = (2,1, 3) séo vértices de
um paralelogramo. Calcule a sua area.

2. Dado o triangulo de vértices A = (0,1,—1), B = (=2,0,1) e C = (1,—2,0), determine a
medida da altura relativa ao lado BC'.

3. Sejam U e V vetores no espago, com V' = (.

(a) Determine o nUmero «, tal que U — oV seja ortogonal a V.
(b) Mostre que (U + V) x (U—-V) =2V x U.

4. Determine x para que A = (z,1,2), B = (2,—-2,-3),C = (5,—1,1) e D = (3,—-2,-2)
sejam coplanares.
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Capitulo 4

Retas e Planos

4.1 Equac Oes de Retas e Planos

4.1.1 Equac6es do Plano
Equac ao Geral

No plano a equacao geral de uma reta € ax + by + ¢ = 0. No espago um plano é o conjunto dos
pontos P = (z,y, z) que satisfazem a equacao

ar +by+cz+d=0, paraa,b,ceR,

que é chamada equag ao geral do plano . Existe uma analogia entre uma reta no plano e um plano
no espaco. No plano, a equagado de uma reta é determinada se forem dados sua inclinagéo e um de

224
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seus pontos. No espaco, a inclinacao de um plano é caracterizada por um vetor perpendicular a ele,
chamado vetor normal ao plano e a equacdo de um plano é determinada se sao dados um vetor
normal e um de seus pontos.
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Figura 4.1: Plano perpendicular a N = (a, b, ¢) e que passa por Py = (o, Yo, 20)
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Proposic 80 4.1. A equacéo geral de um plano 7 que passa por um ponto Py = (xg, Yo, 20) € tem
vetor normal N = (a, b, c) é
ar +by+cz+d=0, 4.2

em que d = —(azg + byo + c2o).

—>
Demonstra¢ do. Um ponto P = (z,y, z) pertence ao plano 7 se, e somente se, o vetor PP for

perpendicular ao vetor N, ou seja,
N
N- PByP=0. (4.2)
H
Como, PyP= (x — xo,y — Yo, 2 — 20), @ equacdo (4.2) pode ser reescrita como
a(r —xo) + b(y — yo) + (2 — 2) =0,

ou seja,
ax + by + cz — (axo + byo + cz9) = 0.

Exemplo 4.1. Vamos encontrar a equacéo do plano 7 que passa pelo ponto 7y = (1,—2,—2) e é
perpendicular ao vetor N = (2, —1,2). Da Proposicdo 4.1, a equacdo do plano é da forma

ar +by+cz+d=0,

Marco 2010 Reginaldo J. Santos



228 Retas e Planos

Q.

~ N T

X

Figura4.2: Planosaxr —d =0,by+d=0ecz+d =0

Figura4.3: Planos by + cz+d=0,ax +cz+d=0eax+by+d =0
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~
£
S
)
S
®

Figura 4.5: Planos ax + by +cz =0eax + by +cz+d =0
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Figura 4.6: Plano 20 —y + 22 = 0
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em que os coeficientes de x, y e z sdo as componentes do vetor normal, ou seja, a = 2, b = —1 e
¢ = 2. Assim, a equacao de 7 é da forma

20 —y+22+d=0.

Para determinar o coeficiente d, ao invés de usarmos a Proposicdo 4.1, vamos usar o fato de que
Py = (1,—2,—2) pertence a 7. Mas, 0 ponto F, pertence a 7 se, € somente se, as suas coordenadas
satisfazem a equacao de 7, ou seja,

2:1-1-(=2)+2(-2)+d=0.

Logo, d = 2+2—4 = 0. Substituindo-se d = 0 na equacgao anterior do plano obtemos que a equacéo
do plano 7 &
20 —y+22=0.

No plano, a equacao de uma reta € determinada se forem dados dois pontos da reta. Analoga-
mente, no espaco, a equacao de um plano é determinada se sao dados trés pontos Py, P, e P; ndo
colineares (|sto e nao pertencentes a uma mesma reta). Com os trés pontos podemos “formar” os

vetores P1P2 e P1P3 (Figura 4.7).
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Figura 4.7: Plano que passa por trés pontos
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1/4

2 1/2
/ y

Figura 4.8: Plano 2z + 2y + 42 — 1 =0

X
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Exemplo 4.2. Vamos encontrar a equacao do plano 7w que passa pelos pontos P, = (%,0,0),
— —

P, = (0,3,0) e Py = (0,—3,3). Com os trés pontos podemos “formar” os vetores P, P, e P, P5. O

)92
vetor
11 1 11

N =PPy x PPy= (==, %.0) x ( PEVERE
—4L142 14 3— 2727 27 272_47472

€ um vetor normal ao plano. Assim, a equacao do plano é da forma

1 1 1

Zx+1y+§z+d:0,

em que os coeficientes de z, y e z sdo as componentes do vetor N. Para determinar o coeficiente d,
vamos usar o fato de que o ponto P, = (%, 0,0) pertence ao plano 7. Mas, o ponto P, pertence a

se, e somente se, as suas coordenadas satisfazem a equacéo de , ou seja,

11 1 1
Z'§+Z'O+§'0+d20.
Logo, d = %. Finalmente, uma equacéao do plano 7 é
1 1 1 1
ZI+1y+§Z_§:O
ou multiplicando por 8, obtemos

20+ 2y+42—1=0.

Alternativamente, podemos encontrar a equacao do plano da seguinte forma. Como vimos anteri-
— — —

ormente (Corolario 3.9 na pagina 204), trés vetores, P, P P, P, e P, P3, sdo coplanares se, e somente
se, 0 produto misto entre eles é zero. Assim, um ponto P = (x,y, z) pertence a 7 se, e somente se,

P1P'<P1P2XP1P3):O.
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Mas,
— 1
Plp = (‘T §7y7z)
— 11
PP = (—,=,0
142 ( 2727 )
— 1 11
PP = (——,—,—).
143 ( 27 272>
Entao,
xr—1 Yy ooz
2 1 1 1 1
det 1 L ol=(z—-—>)+= -
e 7 2, ¢ 4(517 2)+4y+22
2 2 2

e assim a equacgao do plano é dada por

1 . 1 . 1 I 0
AT T T
ou multiplicando por 8§,

20 +2y+42—-1=0

A equacao do plano também é determinada se ao invés de serem dados trés pontos, forem dados
um ponto P; do plano e dois vetores paralelos ao plano, V' = (vy, va,v3) € W = (wy, we, w3), desde
gue eles sejam nao colineares. Ou ainda se forem dados dois pontos P; e P, do plano e um vetor pa-

—

ralelo ao plano V' = (w1, v, v3), j& que neste caso podemos formar o vetor W = Py Py = (wy, wa, w3)

que é também paralelo ao plano.
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Nestes casos temos novamente pelo menos duas maneiras de encontrarmos a equacao do plano.
Uma delas € observando que o vetor N = V' x I/ & um vetor normal ao plano. Desta forma temos um
ponto do plano e um vetor normal ao plano. A outra & observando que temos trés vetores paralelos

—

ao plano: P, P= (x —x1,y—y1,2—z1), V e W. Como vimos anteriormente (Corolario 3.9 na pagina
204), os trés vetores sao coplanares se, e somente se, 0 produto misto entre eles é zero, ou seja,

. T—T1 Y-y Z— 2
PP -(VxW)=det U1 (2) U3 =0. (4.3)
w1 W9 w3

Assim, um ponto P = (z,y, z) pertence a um plano 7 que passa pelo ponto P, = (x1,y1,21)
e é paralelo aos vetores V' = (v, vz,v3) € W = (wq,wq, ws3) (ndo paralelos) se, e somente se, a
equacao (4.3) é verdadeira.

Observac ao. Nao faz sentido dizer que um vetor pertence a um plano. Pois, por um lado, um plano é
um conjunto de pontos e por outro, os vetores sao “livres”, podem ser “colocados” em qualquer ponto.
O correto é dizer que um vetor € paralelo a um plano.

Equac 6es Param étricas

Além da equacéo geral do plano podemos também caracterizar os pontos de um plano da seguinte
forma.  Considere um plano 7, um ponto Py, = (zo, Yo, 20) pertencente a 7 e dois vetores V' =
(v1,v9,v3) € W = (wy,ws, w3) ndo colineares, paralelos a w. Um ponto P = (x,y, z) pertence a
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—
se, e somente se, o vetor Py P= (x — o,y — Yo, 2 — 2p) € uma combinagao linear de V' e W (Corolario

3.10 na pagina 205), ou seja, se existem escalares { e s tais que
_>
PyP=1tV + sW. (4.4)
Escrevendo em termos de componentes (4.4) pode ser escrito como
(x — 20,y — Yo, 2 — 20) = (tvg + swy, tvy + swe, tvg + sws).

Logo um ponto P = (x,y, z) pertence a 7 se, e somente se, satisfaz as equacdes

r = xy + vt + ws
Yy = Y + wvat + wys parat,se€R.
z = 2y + wv3t 4+ wss

Estas equacgbes sao chamadas equag 6es param étricas do plano .

Exemplo 4.3. Podemos obter equacdes paramétricas do plano do Exemplo 4.2 na pagina 234 usando
H.
o fato de que ele passa pelo ponto P, = (1/2,0,0) e é paralelo aos vetores P, P,= (—1/2,1/2,0),
—)
P Py=(—1/2,—1/2,1/2). Assim,

[y
—_

T o= 53t =38
1 1
st —3s parat,s € R.
1

z 58
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Exemplo 4.4. Para encontrarmos as equagdes paramétricas do plano do Exemplo 4.1 na pagina 227
podemos resolver a equacgéo geral do plano 4x + 2y + 3z = (0. Podemos proceder como no caso de
sistemas lineares e considerar as variaveis y e z livres: z =te y = s. Assim, r = 3 t— % S e portanto

Tr =

y g
ya =

t—=s

N [—=

parat,s € R.

T~ W oaw

sdo equagdes paramétricas do plano. Destas equagcbes obtemos que os vetores 1V} = (%, 0,1) e

Vo = (—3,1,0) séo paralelos ao plano.

Matrizes Vetores e Geometria Analitica

Marco 2010



4.1  Equacdes de Retas e Planos 239

4.1.2 Equac bes da Reta
Equac 6es Param étricas

Vamos supor que uma reta r € paralela a um vetor V' = (a, b, ¢) ndo nulo e que passa por um
—

ponto Py = (xo, Yo, 20). Um ponto P = (x,y, z) pertence a reta r se, e somente se, o vetor P, P é
—

paralelo ao vetor V, isto é, se o vetor Py P € um mltiplo escalar de V', ou seja,
_>
PP=tV. (4.5)
Em termos de componentes, a equacao (4.5) pode ser escrita como
(x — 20,y — Yo, 2 — 20) = (ta, th, tc).

Logo,z —xg =ta,y—yo=tbez—zy=tc.
Ou seja, a reta r pode ser descrita como sendo o conjunto dos pontos P = (x, y, z) tais que

r = x9+ta
y = yo+tb, parat € R. (4.6)
z = z+tc

sdo de uma reta r que passa por um ponto Py = (xg, 4o, 20) € € paralela ao vetor V = (a, b, c). As
equacdes (4.6) sdo chamadas equac des param étricas da reta r. O vetor V' = (a, b, ¢) € chamado
vetor diretor dareta r.

O parametro ¢t nas equacdes (4.6) pode ser interpretado como o instante de tempo, se 0 ponto
P = (z,y,z) descreve o movimento de uma particula em movimento retilineo uniforme com vetor
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velocidade V' = (a,b,c). Observe que parat = 1, P = (z,y,2) = (zo + a,y0 + b, 20 + ¢), para
t=2,P=(x,y,2z) = (xro + 2a,yo + 2b, zy + 2¢) e assim por diante.

As equacoes (4.6), podem ser reescritas como
(IL‘, Y, Z) - ('170 + at7y0 + bt, ) + Ct)a

gue é chamada equac ao vetorial da reta r.
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Observac ao. Nao faz sentido dizer que o vetor esta contido na reta. Por um lado, a reta € um conjunto
de pontos e por outro um vetor ndao tem posicao fixa.

Exemplo 4.5. A reta que passa por Py = (—3,3/2,4) e é paralela ao vetor V' = (—6,1,4) tem
equacdes parameétricas

r = —3—06t
req oy = 344 parat € R
z = 444

Podemos encontrar a intersecdo da reta r com os planos coordenados zy, yz e xz. A equacao
do plano xy € z = 0, do plano yz € x = 0 e do plano xz € y = 0. Substituindo z = 0 nas equacgdes
de 7, obtemos t = —2, x = 3 ey = 1/2, ou seja,

e 0 ponto de intersecdo de r com o plano xy €
1
(x,y,2) = (3, 5,0).

De forma analoga obtemos

e 0 ponto de intersecdo de r com o plano yz é
(‘T? y? Z) = (07 17 2)7
e 0 ponto de intersecao de r com o plano xz

(r,y,2) = (6,0,—2).
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Equac 6es na Forma Sim étrica

Se todas componentes do vetor diretor da reta r sdo ndo nulos, podemos resolver cada equacgao
em (4.6) para t e igualar os resultados obtendo o que chamamos de equag des na forma sim étrica
de r:

T—To Y—Y _ 22— %20
a b c

No Exemplo 4.5 as equacgOes de r na forma simétrica sao:

r+3 y—3/2 z—-4
-6 1 4

Exemplo 4.6. Vamos encontrar as equag¢des paramétricas da reta r que passa pelos pontos P, =
(3,0,2) e P, = (0,3,3). O vetor

—
PPy=(0-3,3-0,3-2)=(-3,3,1)

é paralelo ar e o ponto P, = (3,0, 2) pertence a r. Portanto, as equac¢des paramétricas de r sdo

r = 3—3t
y = 3t parat € R.
z = 2+t
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Exemplo 4.7. Vamos encontrar as equacfes paramétricas da reta r, intersecao dos planos

Il
o

m o 2x+y+4z—4
my 2 —y+ 22 = 0.

Vetores normais destes planos sao
Ny =(2,1,4) e Ny =(2,-1,2).

A reta r esta contida em ambos os planos, portanto & perpendicular a ambos os vetores normais.
Assim, a reta r € paralela ao produto vetorial N; x N5 (Teorema 3.5 (c) na pagina 196).

1 4 2 4 2 1
vt (] 18] i [2 a2 )=,

Assim, V' = N; x Ny = (6,4, —4) é um vetor diretor de r. Agora, precisamos encontrar um ponto da
reta r. Este ponto € uma solucado particular do sistema

20 — 2z =0 (“.7)

20 + y + 42 — 4=0
R
Para encontrar uma solucao particular do sistema, atribuimos um valor a uma das incognitas (neste
exemplo podemos fazer x = 0) e resolvemos o sistema obtido, que € de duas equacdes e duas
incognitas
y + 42 — 4=0
{ -y + 2z =0
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Obtemos entdo, y = 4/3 e z = 2/3, ou seja, o ponto P, = (0,4/3,2/3) &€ um ponto da reta r, pois &
uma solugao particular do sistema (4.7). Assim, as equag¢des paramétricas de r sao

r = 6t
y = 4/3+4t paratodot € R. (4.8)
2 o= 2/3— 4t

Alternativamente, podemos encontrar as equacfes paramétricas de r determinando a solugcao
geral do sistema (4.7). Para isto devemos escalonar a matriz do sistema (4.7):

2 1 44
2 -1 2:0

Precisamos “zerar” o outro elemento da 1? coluna, que é a coluna do pivo, para isto, adicionamos a
22 linha, menos a 12 linha.

2 1 4 4
-12 i aji — 22 w
1% linha + 22 linha 2 Imha‘ {0 —2 -2 _4]

Agora, ja podemos obter facilmente a solugédo geral do sistema dado, ja que ele & equivalente ao
sistema
20 + y + 4z = 4
- 2y — 2z = -4

A variavel z &€ uma variavel livre. Podemos dar a ela um valor arbitrario, digamos ¢, parat € R
qualquer. Assim, a solucao geral do sistema dado é

3
=1 - 3
- 2 —

t paratodot € R. 4.9
= t

N e R
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Estas equacdes sao diferentes das equacdes (4.8), mas representam a mesma reta, pois 0s vetores
diretores obtidos das duas equagdes sdo paralelos e o ponto Py = (1,2,0) satisfaz também as
equacdes (4.9). Poderiamos dizer também que (4.8) e (4.9) representam retas coincidentes.

O proximo exemplo mostra como encontrar a equacao da reta que € perpendicular a duas retas.

Exemplo 4.8. Achar as equacdes da reta r3 que intercepta as retas

r = —1+4+2t
ryo: y = 141, paratodot € R
z = 0
e
—4
rg:x—2:yT e 2=23

e é perpendicular a ambas.
Um ponto qualquer da reta r; € descrito por P, = (—1+2¢,1+%,0) e um ponto qualquer da reta
ro € daforma P,, = (2+ 5,4+ 2s,3). Aqui € necessario o uso de um parametro diferente para a reta

—
r9. O vetor P, P,,= (3+ s —2t,3+ 2s —t, 3) “liga” um ponto qualquer de 7, a um ponto qualquer de
_>

9. Vamos determinar ¢ e s tais que o vetor P,, P, seja perpendicular ao vetor diretor V; = (2, 1,0)
de 7, e ao vetor diretor V5, = (1,2,0) de ry, ou seja, temos que resolver o sistema

_
PP, Vi = 9+4s—5t =
—)
PP, Vo = 9+5s—4t =
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_>
A solucdo deste sistema ét = 1, s = —1. Logo P,, = (1,2,0), P., = (1,2,3) e V3 =P, P.,=
(0,0, 3). Assim as equacOes paramétricas da reta procurada sdo

r = 1
ry y = 2, paratodot e R.
z = 3t

Esta solucdo usou o fato de que as retas sao reversas, isto é, elas nao sao paralelas, mas também
nao se interceptam. Como seria a solucao se elas se interceptassem? Por exemplo se a reta r, fosse

dada por
—4
To : x—2:yT e z=07
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Exercicios Num éricos (respostas na pagina 595)
4.1.1. Faca um esboco dos seguintes planos:
(@ 2z +3y+52—-1=0 e) 3z+2y—1=0
(b) x—2y+42=0 (f) by—2=0
(c) 3y+22—1=0 (9) 32—2=0
d) 22 +32—1=0 (hy 2¢ —1=0
4.1.2. Faca um esboc¢o das retas dadas a seguir:
3 1
3
©) (2,9.2) = (20,1, 51) 0 ()= (122 5)
s @) (z,y,2) = (1,2+2t,3)
(C) (I,y,Z)—( + ) < 5+ 3) (h) (x,y, ) (2—|—2t2 )
4.1.3. Ache a equagdo do plano paralelo ao plano 2z —y+5z—3 = 0 e que passa por P = (1, -2, 1).
4.1.4. Encontre a equacéo do plano que passa pelo ponto P = (2,1,0) e é perpendicular aos planos
r4+2y—324+42=0e2zx—-y+42-1=0.
4.1.5. Encontrar a equacédo do plano que passa pelos pontos P = (1,0,0) e @ = (1,0,1) e €
perpendicular ao plano y = z.
4.1.6. Determine a interse¢do da reta que passa pela origem e tem vetor diretor V' = i+ 2;'+ k com

oplano 2z +y + z = 5.
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4.1.7.

4.1.8.

4.1.9.

4.1.10.

4.1.11.

4.1.12.

Verifique se as retas r : (z,y,z) = (9,1 +6t,—2+3t) e s : (z,y,2) = (1 +2t,3+1¢,1)
se interceptam e em caso afirmativo determine a intersecdo. (Sugestdo: a questdo é se as
trajetorias se cortam e nao se as particulas se chocam, ou seja, elas ndo precisam estar num
ponto no mesmo instante.)

Dadas as retas 5

x_
:g:z e S:x—2=y==z,

2 2

obtenha uma equacéo geral para o plano determinado por r e s.

T

Sejam P = (4,1,—1)er: (z,y,2) = (2+t, 4 —t, 1+ 2t).

(@) Mostre que P & r;

(b) Obtenha uma equacéao geral do plano determinado por r e P.

Dadososplanosm : z—y+z2z+1=0em: x+y—2—1 =0, determine o plano que
contém m; N 7 e € ortogonal ao vetor (—1,1, —1).

Quais dos seguintes pares de planos se cortam segundo uma reta?

@ r+2y—32—4=0ex—4y+22+4+1=0;
(b) 22 —y+4z+3=0edx — 2y + 82 =0;
c)x—y=0ex+2=0.

Encontre as equagdes da reta que passa pelo ponto Q = (1,2,1) e é perpendicular ao plano
r—y+2z—1=0.
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4.1.13. Ache equacdes da reta que passa pelo ponto P = (1,0, 1) e é paralela aos planos 2z + 3y +
z+1=0ex—-—y+2=0.

4.1.14. Seja r areta determinada pela intersecdo dos planos x +y — 2z =0e2x —y+ 32— 1 = 0.
Ache a equagcéo do plano que passa por A = (1,0, —1) e contém a reta r.

4.1.15. Sejam r e s retas reversas passando por A = (0,1,0) e B = (1,1,0) epor C = (—3,1,—4)
e D = (—1,2,-7), respectivamente. Obtenha uma equacéo da reta concorrente com r € s e
paralela ao vetor V' = (1, -5, —1).

4.1.16. (a) Mostre que os planos 2z —y+ z = 0 e z 4+ 2y — z = 1 se interceptam segundo uma reta

T,
(b) Ache equacdes da reta que passa pelo ponto A = (1,0, 1) e intercepta a reta r ortogo-
nalmente.

4.1.17. Considere as retas (z,y,z) = t(1,2,-3) e (z,y,2) = (0,1,2) + s(2,4,—6). Encontre a
equacdao geral do plano que contém estas duas retas.

4.1.18. Determine as equagdes paramétricas da reta intersecéo dos planos:

@ r+2y—32—4=0ex—4y+22+4+1=0;
b)y z—y=0ex+2z=0.
4.1.19. Considere o plano 7 : 2x 4+ 2y — z = 0.

(a) Determine as retas r, intersecao do plano m com o plano yz, s, intersecao do plano ™ com
o plano xz e t, intersecdo do plano 7w com o plano z = 2. Desenhe um esboco do plano 7
mostrando as retas r, s e t.
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(b) Determine o volume do tetraedro determinado pelo plano 7, 0os planos coordenados xz e

yz e o plano z = 2. (Sugestéo: este volume é igual a 1/6 do volume do paralelepipedo
—_— — —

determinado por OA, OB e OC, em que O = (0,0,0), A é o ponto interse¢éo do eixo z
como plano z = 2, B é aiintersecdo das retas r e t e C' € a intersecdo das retas s e t.)

(c) Determine a area da face do tetraedro contida no plano 7.

(d) Determine a altura do tetraedro relativa a face contida no plano 7. (Sugestdo: a reta
ortogonal ao plano m que passa pelo ponto A intercepta o plano = num ponto P de forma

H
que a altura procurada é igual a || AP |)

4.1.20. Achar as equac0es da reta que intercepta as retas r; e r, e € perpendicular a ambas.

(a)
r = 1+t
ro: y = 243t, parat eR
z = 4t
¢ 1 + 2
Yy — z
: l=——= .
9 T + 5 3
(b)
r = —1+t
ry o y = 243t parateR
z = 4t
e
y—4 z-3
ro: X =" =
? 2 3
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Exercicios usando o |\/|ATLAB®

>> V=[v1,v2,v3] cria um vetor V, usando as componentes numéricas vi, v2, v3. Por
exemplo >> V=[1,2,3] criaovetor V = (1,2, 3);

>> V+W é asomadeVeW; > V-Weé adiferenca V. menos W; >> num*V € o produto do vetor V
pelo escalar num;

>> subs (expr,x,num,) substitui x por num na expressao expr;

>> solve(expr) determina a solugdo da equacéo expr=0;

Comandos num éricos do pacote GAAL:

>> no (V) calcula a norma do vetor V.

>> pe(V,W) calcula o produto escalar do vetor V pelo vetor W.
>> pv(V,W) calcula o produto vetorial do vetor V pelo vetor W.

>> subst (expr, [x,y,2z], [a,b,c]) substitui na expresséo expr as variaveis x,y,z por
a,b,c, respectivamente.

Comandos gr aficos do pacote GAAL:

>> 1in(P,V) desenha a reta que passa por P com direcédo V.

>> 1in(P1,V1,P2,V2) desenha retas que passam por P1, P2, direcdes V1, V2.
>> plan(P,N) desenha o plano que passa por P com normal N.

>> plan(P1,N1,P2,N2) desenha planos que passam por P1, P2, normais N1, N2.
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>> plan(P1,N1,P2,N2,P3,N3) desenha planos que passam por P1, P2 e P3 com normais
N1, N2 e N3.
>> poplan(P1,P2,N2) desenha ponto P1 e plano passando por P2 com normal N2.
>> poline(P1,P2,V2) desenha ponto P2 e reta passando por P2 com direcao V2.
>> lineplan(P1,V1,P2,N2) desenha reta passando por P1 com direcdo V1 e plano pas-
sando por P2 com normal N2.
>> axiss reescala os eixos com a mesma escala.
>> rota faz uma rotacdo em torno do eixo z.

4.1.21. Digite no prompt demog22, (sem a virgula!). Esta funcdo demonstra as func@es gréaficas para
visualizacao de retas e planos.

4.1.22. Use o MaTLAB® para resolver os Exercicios Num éricos
Exercicio Te 6rico

4.1.23. Seja ax + by + cz + d = 0 a equacdo de um plano 7= com abcd # 0.

(a) Determine a intersecado de m com 0S €ixo0s;

(b) Se P, = (p1,0,0), P, = (0,ps,0) e P; = (0,0, p3) sdo as intersecdes de 7 com 0s eixos,
a equacao de 7 pode ser posta sob a forma
Y

T z
—+ =+ —=1.
P1 P2 D3
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N
P 0k
\%4
6 = (0, Y0, 20 OTD:J
X y X y

Figura 4.9: Reta paralela ao vetor V' = (a, b, ¢)
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y

Figura 4.10: Reta (z,y, 2) = (2o + at, yo, 20)
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X y

Figura 4.11: Reta (z,y, 2) = (xo, yo + bt, 20)
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X y

Figura 4.12: Reta (x,v, z) = (g, yo, 20 + ct)
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X y

Figura 4.13: Reta (x,y, z) = (z¢ + at, yo + bt, 2o)
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y

Figura 4.14: Reta (x,y, z) = (zo, yo + bt, 2o + ct)
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X y

Figura 4.15: Reta (x,y, z) = (z + at, yo, 20 + ct)
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Figura 4.16: Reta (x,y, z) = (at, bt, ct)
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Figura 4.17: Reta (x, y, z)=(z¢t+at, yot+bt, zotct)
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Figura 4.18: Reta que passa pelo ponto Py = (—3,3/2,4) paralela ao vetor V = (-6, 1,4)
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Figura 4.19: Reta que passa pelos pontos P, = (3,0,2) e P, = (0,3, 3)
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Figura4.20: 7 : 2o +y+ 42 —4 =0
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Figura4.21: 7o : 20 —y + 22 =0
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Figura 4.22: 11, Ty € T N Ty
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M y M = o y

Figura 4.23: Retas 1, 7 e 73 do Exemplo 4.8
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4.2 Angulos e Dist ancias

4.2.1 Angulos

Angulo entre Retas

Com duas retas no espaco pode ocorrer um dos seguintes casos:
(a) As retas se interceptam em um ponto, ou seja, S840 concorrentes ;

(b) As retas sao paralelas (ou coincidentes);
(c) As retas sao reversas , isto €, ndo sao paralelas mas também néo se interceptam.

Se as retas se interceptam, entdo elas determinam quatro angulos, dois a dois opostos pelo
vértice. O angulo entre elas é definido como sendo o menor destes angulos.

Se as retas r; e 7o S80 reversas, entdo por um ponto P de r; passa um reta 5, que é paralela a
r9. O @ngulo entre 7, e 5 € definido como sendo o angulo entre 7, e 74 (Figura 4.24).

Se as retas sao paralelas o angulo entre elas € igual a zero.

Em qualquer dos casos, se V; e V; sdo vetores paralelos a r; e ry respectivamente, entdo o
cosseno do angulo entre elas é

cos(ry,19) = | cosd)|,

em que ¢ é o angulo entre V; e V5.
Lembrando que da defini¢cdo de produto escalar (Definicao 3.1 na pagina 184), podemos encontrar
o cosseno do angulo entre dois vetores, ou seja,

Vi- Vs

cost) = ——=— .
[[VA[[ ][ Val]
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N

T2

Va

Figura 4.24: O Angulo entre duas retas reversas r, e 75
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Isto prova o resultado seguinte.
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Proposic ao 4.2. Sejam duas retas

r = x1+ta1 r = $2+ta2
ryot y = ptth ra
z = Zl+t01 z = ZQ_'—tCQ

<
I

O cosseno do angulo entre r; e 5, €

V- Vs

cos(ry,r2) = |cosb] = W’

eém que ‘/1 = (abblacl) S ‘/2 = ((1,2,[)2,02).

Yo +tby paratodot € R.

Exemplo 4.9. Encontrar o angulo entre a reta

{I+y—z+1:0
o y

2r — + =z =0
e areta
r = 2t
ro y = 1—t paratodot € R.
z = 243t
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Vamos encontrar vetores paralelos a estas retas. A reta r; € dada como a intersecédo de pois
planos, portanto o produto vetorial dos vetores normais dos dois planos é paralelo a ry.

Nl = (1717_1)7
N2 - (27_171>7

1 -1 1 -1 1 1
VllexNgz(det[_l 1},—det{2 1],det[2 _1}>:(0,—3,—3)

é paraleloar; e Vo = (2, —1, 3) é paralelo a 5. Assim,

cos(ry,m2) = Vi-Val 0-2+ (=3)(=1) + (=3) - 3|
e VTR IOy ) oy e ey g e
-6 1

VIS V142 VT
Portanto, o angulo entre ry e 5 €

arccos (—=) ~ 67°.

Sl-

Angulo entre Planos

Sejam 7, e m, dois planos com vetores normais N; = (a1, b1,¢1) € Ny = (ag, b, ¢2), respecti-
vamente. O angulo entre 7, e 7y € definido como o angulo entre duas retas perpendiculares a eles.
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Como toda reta perpendicular a 7w, tem /N; como vetor diretor e toda reta perpendicular a m tem Ny
como vetor diretor, entdo o cosseno do angulo entre eles é dado por

cos(my, ma) = | cos b,
em que 6 é o angulo entre os vetores normais N; e N, de 7 e w9, respectivamente (Figura 4.25).

[N - Ny

———————_ O que prova o resultado
[INL[] [ Vo]

Portanto, o cosseno do angulo entre my e w5 € cos(my, m3) =

seguinte.

Proposic ao 4.3. Sejam dois planos

™ amrx+byt+cz+d =0,
To @ a2$+b2y+022+d2 =0.

O cosseno do angulo entre 7 e my €

cos(mry, ) = M
’ [N [ Ne]

em que Ny = (aq,b1,c1) € Ny = (ag, by, co) S80 0s vetores normais de m; e 7o, respectivamente.

Dois planos m; e w5 ou sdo paralelos ou se cortam segundo um reta. Eles sao paralelos se, e
somente se, 0s vetores normais de m; e 7o, sao paralelos, ou seja, um vetor € um mdltiplo escalar do
outro. Assim, 7 e my sao paralelos se, e somente se, o angulo entre eles € igual a zero.
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Figura 4.25: Angulo entre dois planos

Marco 2010
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Exemplo 4.10. Determinar o angulo entre os planos cujas equacdes sao

™ o rtyt+=z =0,
Mg x—y—z =20.

Os vetores normais a estes planos séo os vetores cujas componentes sao os coeficientes de x, y
e z nas equacodes dos planos, ou seja,

Ny =(1,1,1)e Ny =(1,—-1,-1).
Assim, o cosseno do angulo entre m; € 5 €

| N1 - No| 1 1
cos(my, ) =

CINITIN - VB3 3T

Portanto, o angulo entre eles é

1
arccos <§) ~ T70°.

4.2.2 Distancias
Dist ancia de Um Ponto a Um Plano

Sejam Py = (o, Yo, z0) Um ponto qualquer e m : ax + by + cz + d = 0 um plano. A distancia de
P, a 7 & definida como sendo a distancia de I}, até o ponto de 7 mais proximo de F,.
_}

Dado um ponto P; = (z1,¥1, 21) de 7, podemos decompor o vetor P, P, em duas parcelas, uma
na direcdo do vetor normal de 7, N = (a, b, ¢) e outra perpendicular a ele. A componente na direcéo
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_>
do vetor N é a projecao ortogonal de P, P, em N. Como vemos na Figura 4.26, a distancia de F, a
m € igual a norma da projecéo, ou seja,

. . H
dist(Py, m) = ||projy PPy || -

Mas, pela Proposicao 3.4 na pagina 192, temos que

P.By -N | PLPy -N|

— . .

Iprojy PiPy || = ||| =~ | N|| = -
N ||V ]2 || V]|

O que prova o resultado seguinte.

Proposic 8o 4.4. Sejam Py = (xo, Yo, 20) Um ponto qualquer e 7 : ax + by + ¢z + d = 0 um plano.
A distancia de F, a 7 € dada por

H
_ = PPy N
dist(Py, m) = ||projy PiFy || = W,

emque N = (a,b,c) e P = (x1,y1,21) € um ponto de 7 (isto €, um ponto que satisfaz a equacéo
de 7).
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Py = (20,0, 20)

Figura 4.26: Distancia de um ponto Py = (g, Yo, 20) @ um plano 7
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Exemplo 4.11. Calcular a distancia entre o ponto P, = (1,2, 3) ao plano
mir—2y+2—1=0.

Fazendo z = 0 e y = 0 na equagéo de 7, obtemos = = 1. Assim, o ponto P, = (1,0, 0) pertence
anm.

H
P P=(1-12-0,3—-0)=(0,2,3)

e
N =(1,-2,1).
Assim,
.
: .5 | PPy -N|  [0-1+2(-2)+3-1] |-1] 1
sty m) = llproiw BB N =N = e - 6 Ve

Dist ancia de Um Ponto a Uma Reta
Sejam Py = (g, Yo, z0) um ponto qualquer e r uma reta. A distancia de P, a r é definida como a
distancia de P ao ponto de r mais proximo de F,.

—
Dado um ponto qualquer P; = (x1, 41, 1) de r podemos decompor o vetor P, Py em duas parce-
las, uma na direcdo do vetor diretor ' de r e outra perpendicular a ele. A componente na direcao do

_
vetor V' é a projecdo ortogonal de P, F;; em V. Como vemos na Figura 4.27,

— —
(dist(Py, 7))* + |[projy PRy ||? = || PPy ||,
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ou seja,
. 2 — 9 ) — 9
(dlSt(Po,T)) = || P1P0 || — ||pI‘OJV P1P0 || . (410)
Mas, pela Proposicao 3.4 na pagina 192, temos que

2

— —
A PRV (P Ry 'V)2
lprojy PR [P = ||| =5 | V|| = —55—
v 4l 4l

Substituindo esta expressao em (4.10) e usando a definicdo do produto escalar na pagina 184 e da
norma do produto vetorial na pagina 193 obtemos

PPy VY || PRy IV = (PP V)2
Bk V) [ AR [PIVIE - (PR V)

N
(dist(Py.1))* = || PPy | — -
hals V2
I 2 > |2 2 a2
_ AR [PIVIE = [ AR [PV cos™ 6
VP
— —
| Pl [PI[V][*sen6 || APy x V||
V2 V2

Isto prova o resultado seguinte.

Proposic 8o 4.5. Sejam Py = (o, Yo, z0) Um ponto qualquer e

r = x1+ta
ro y = vy +tb paratodot € R
z = z+tc
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Py = (z0, %0, 20)

Cdist(Py, )

L
projy P1P - V =(abc)
-

r Py = (z1,y1, 21)

Figura 4.27: Distancia de um ponto Py = (¢, yo, 20) a uma reta 7

Marco 2010
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uma reta. A distancia de F, a r € dada por

| PPy V||
. X
dlSt(PQ, T') = W

em que V' = (a, b, c) € um vetor diretor e P, = (x1, 41, 21) € um ponto da reta r.

Marco 2010 Reginaldo J. Santos



282 Retas e Planos

Exemplo 4.12. Calcular a distancia do ponto Py = (1, —1,2) areta

r = 142t
ro y = —t paratodot € R.
z = 2-—3t

Um vetor diretor daretar é V' = (2,—1,—3) eum ponto de r € P, = (1,0,2). Assim,
—
PP=(1-1,-1-0,2—2)=(0,—-1,0),

—)
PPy xV = (3,0,2),

_)
| PPy xV|| =13 e ||V]| = V14.

Portanto,
| PPy V|| 13
dist(pp.r) — 1P P VI 13
V]| 14

Dist ancia entre Dois Planos

Sejam dois planos 7, e my quaisquer. A distancia entre 7, e my € definida como a menor distancia
entre dois pontos, um de 7 e outro de .

Se 0s seus vetores normais nao sao paralelos, entdo os planos sao concorrentes e neste caso a
distancia entre eles é igual a zero. Se 0s seus vetores normais sao paralelos, entdo os planos sédo
paralelos (ou coincidentes) e a distancia entre m; e m, € igual a distancia entre um ponto de um deles,
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4.2

Figura 4.28: Distancia entre dois planos

Reginaldo J. Santos
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por exemplo P, de 7, € 0 ponto de 71, mais proximo de P, (Figura 4.28). Mas, esta distancia € igual
a distancia de P, a 7m1. Vamos ver isto em um exemplo.

Exemplo 4.13. Osplanos 7, : v +2y—22—3=0emy: 20+ 4y — 4z — 7 = ( séo paralelos, pois
os seus vetores normais N; = (1,2, —2) e Ny = (2,4, —4) sdo paralelos (um é multiplo escalar do
outro). Vamos encontrar a distancia entre eles.

Vamos encontrar dois pontos quaisquer de cada um deles. Fazendo z = 0 e y = 0 em ambas
as equacdes obtemos x; = 3 e xy = 7/2. Assim, P, = (3,0,0) pertence am e P, = (7/2,0,0)
pertence a my. Portanto, pela Proposicao 4.4 temos que

e
dist(m,me) = dist(m, ) = ||[projy, PP || = W
1
_ (7/2-3,0-0,0-0)- (1,2,=2)] _[(1/2)-1+0-2+0(=2)] _1
V12422 + (-2)2 NG =

Dist ancia entre Duas Retas

Sejam r; e r, duas retas quaisquer. A distancia entre r; e r, € definida como a menor distancia
entre dois pontos, um de r; e outro de 7.
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T9 P>
-~
: ~
-
-
SN
ey
o
. — \
] Py /projy, PP 1

Figura 4.29: Distancia entre duas retas paralelas
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Para calcular a distdncia entre duas retas, vamos dividir em dois casos:

(a) Se os vetores diretores s &o paralelos , entdo as retas r; e r, sdo paralelas (ou coincidentes).
Neste caso, a distancia entre elas é igual a distancia entre um ponto de r5 e a reta r, ou vice-
versa, entre um ponto de r; e a reta ry (Figura 4.29). Assim, pela Proposicao 4.5 na pagina
279, temos que

.
PPy xV.
dist(ry,79) = dist(Py, ra) = M, (4.11)
[Vl
em que P, e P, sao pontos de r; e 5, e V7 e V5 sdo vetores diretores de 1 e 1o, respectiva-

mente.
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Figura 4.30: Distancia entre duas retas reversas
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(b) Se os vetores diretores n &0 sao paralelos , entao elas séo reversas ou concorrentes. Os dois
casos podem ser resolvidos da mesma forma. Estas retas definem dois planos paralelos (que
podem ser coincidentes, no caso em que elas sdo concorrentes). Um & o plano que contém
r1 € € paralelo a r5, vamos chama-lo de m;. O outro, contém 75 e é paralelo a 1, m. O vetor
N = V; x V5, € normal (ou perpendicular) a ambos os planos, em que V; e V5 sdo os vetores
diretores de r; e r, respectivamente. Assim, a distancia entre as retas € igual a distancia entre
estes dois planos (Figura 4.30), ou seja,

— —

PP, -N| | PP (Vi x V&

diSt(Tl,TQ) = diSt(T[‘l,ﬂ'Q) = diSt(T[’l,Pg) = ’ ’1’]\?” ’ = ‘ 1”?/ <><1‘/XH 2)‘ (412)
1 2

em que P, e P, sao pontos de r; e 5, e V7 e V5 sdo vetores diretores de 1 e 1o, respectiva-
mente. Observe que se as retas sao concorrentes a distancia entre elas € zero, pois 0s vetores

— —
Py P,, V; e V; séo coplanares e P, P, - (V; x V,) = 0 (Corolario 3.9 na pagina 204).

Exemplo 4.14. Vamos determinar a distancia entre as retas

r—1 y+1 2-2

Ty G
e
r = 1+2t
ry - y = —t paratodo t € R.
z = 2-—3t

As retas sdo paralelas, pois seus vetores diretores V; = (4, -2, —6) e V5, = (2, —1, —3) (Exemplo
4.5 na pagina 241) sao paralelos (um & um mudltiplo escalar do outro, ou ainda as componentes
correspondentes sdo proporcionais). Além disso, o ponto P; = (1, —1,2) pertence a reta ;. Como
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dissemos acima, a distancia de r; a ro € igual a distancia entre um ponto de r, e a reta r; (Figura
4.29). Assim, pela Proposicao 4.5 na pagina 279, temos que

—
PPy xV; 13
dist(ry, re) = dist(Py, 7o) = W V1
2

As contas sao as mesmas do Exemplo 4.12 na pagina 282.

Exemplo 4.15. Determinar a distancia entre as retas

r+1 y—1
T = =z.
3 2
e
r =1
ro ! y = 2t para qualquer t € R.
z = 1—1

As retas r; e ry sdo paralelas aos vetores V; = (3,2,1) e Vo, = (1,2, —1) e passam pelos pontos
P = (-1,1,0) e P, = (0,0,1), respectivamente. As retas ndo sdo paralelas, pois seus vetores
diretores nao sao paralelos (observe que a 1% componente de V; é 3 vezes a 1? componente de V5,
mas as 2%'s componentes sao iguais). Logo,

.
PiPo=(0—(-1),0-1,1-0) = (1,-1,1).
Um vetor perpendicular a ambas as retas &

N =V xVy=(—4,4,4).
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Este vetor € normal aos planos 7; (que contém 7, e € paralelo a ;) e 5 (que contém r, e é paralelo
ary) (veja a Figura 4.30). Assim,

.
PPy N

dist(r1,rs) = dist(m, m) = dist(m, Py) = W
[1(—4)+ (1) 4+1-4] |—4] 1

JEAR + 2t 2 W3 V3
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4.2.1.

4.2.2.

4.2.3.

4.2.4.

4.2.5.

4.2.6.

4.2.7.

Exercicios Num éricos (respostas na pagina 612)

Considere os vetores V = i + 3;’%— 2%k, W = 2i — f—l— kelU=1i— 2;'. Seja m um plano paralelo
aos vetores W e U e r uma reta perpendicular ao plano 7. Ache a projecao ortogonal do vetor
V' sobre a reta r, ou seja, a projecao ortogonal de V' sobre o vetor diretor da reta r.

Encontrar o angulo entre o plano 2x —y + z = 0 e o plano que passa pelo ponto P = (1,2, 3)
e é perpendicular ao vetor i — 2] + k.

Seja 7 0 plano que passa pelos pontos A = (1,1,1), B =(1,0,1), C = (1,1,0) e m o plano
que passa pelos pontos P = (0,0,1) e @ = (0,0,0) e é paralelo ao vetor i + j. Ache o &ngulo
entre m; e msy.

Ache uma reta que passa pelo ponto (1, —2, 3) e que forma angulos de 45° e 60° com os eixos
X e y respectivamente.

Obtenha os vértices B e C' do triangulo equilatero ABC, sendo A = (1, 1,0) e sabendo que o

lado BC' esta contido naretar : (z,y,z) = t(0,1,—1). (Sugestdo: Determine os pontos P,
H

da reta r tais que P, A faz angulo de 60° e 120° com o vetor diretor da reta r)

Seja 7 o plano que passa pela origem e é perpendicular a reta que une os pontos A = (1,0, 0)
e B = (0,1,0). Encontre a distancia do ponto C' = (1,0, 1) ao plano 7.

Seja r; a reta que passa pelos pontos A = (1,0,0) e B = (0,2,0), e r, areta

y—3 z—4

T —2= =
2 3
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(a) Encontre as equac0es da reta perpendicular as retas r; e ro;
(b) Calcule a distancia entre 1 e rs.
4.2.8. Dados A = (0,2,1), r: X = (0,2,—2) +t(1,—1,2), ache os pontos de 7 que distam /3 de
A. A distancia do ponto A a reta r € maior, menor ou igual a v/3? Por que?
429. Dadaaretar : X = (1,0,0) +¢(1,1,1) e os pontos A = (1,1,1) e B = (0,0,1), ache o
ponto de r equidistante de A e B.
4.2.10. Encontre a equacéo do lugar geométrico dos pontos equidistantes de A = (1,—1,2) e B =
(4,3, 1). Este plano passa pelo ponto médio de AB? Ele é perpendicular ao segmento AB?
4.2.11. Ache as equagdes dos planos em R? ortogonais ao vetor (2,2,2), que distam v/3 do ponto
(1,1,1).
4.2.12. Obtenha uma equacao geral do plano 7, que contém a reta
. r — 2y + 2z =0
’ 3r — by + 7z =0
e forma com o plano 7y : = + z = 0 um angulo de 60°.
4.2.13. (a) Verifique que aretar : (z,y,z) = (1,0,1)+¢(1,—1,0) é paralela ao plano

T:x+y+z=0.

(b) Calcule a distanciade r a 7.

(c) Existem retas contidas no plano 7, que sao reversas a reta r e distam 2 desta?
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4.2.14. (a) Determine a equacéo do plano m; que passa por A = (10/3,1,—1), B = (1,9/2,—1) e
C = (1,-1,5/6).
(b) Determine a equacdo do plano 7, que passapor D = (—1,4,—1), E = (3/2,—1,10) e
€ paralelo ao eixo z.

(c) Escreva equacdes paramétricas para a reta r intersecao dos planos m; e 7.

(d) Faca um esboco dos planos 7, 5 € da reta r no primeiro octante.

(e) Qual o angulo entre os planos m; € my?

(f) Qual o ponto P de 7 que esta mais proximo da origem? (Sugestdo: este ponto é tal que
O—I>D € ortogonal ao plano 7y.)

(9) Qual a area do triangulo ABC?

Exercicios usando o MATLAB®

4.2.15. Use o MATLAB® para resolver os Exercicios Num éricos

Exercicios Te Oricos

4.2.16. Prove que o lugar geométrico dos pontos do espaco que equidistam de dois pontos distintos
A = (z1,y1,21) € B = (22, Y2, 22) € um plano que passa pelo ponto médio do segmento AB e
é perpendicular a ele. Esse plano € chamado plano mediador do segmento AB.

4.2.17. Mostre que a distancia de um ponto Py = (g, 4o, 2z0) aumplano 7 : ax + by +cz+d=0¢&

. ‘Cm?o + byo “+ czp + d‘

distth.m) = =

Marco 2010 Reginaldo J. Santos



294

Retas e Planos

4.2.18.

4.2.19.

4.2.20.

4.2.21.

Mostre que a distancia entre dois planos paralelos 7y : ax +by+cz+d; =0emy : axr+by+
cz+dy =08
|ds — da|

VaeZ+2+2

Mostre que a distancia entre duas retas néo paralelas 1 : (z,y, z) = (x1+tay, y1+tby, z1+tcq)
ery: (r,y,2) = (x9 + tas, ys + thy, 2o + tcy) €

diSt(T('l, 7T2) =

Ty —T1 Y2 —Y1 22— 21
det aq b1 C1
a2 by Co

Sl oo ) (o o ]) s (o2 2 ])

O angulo entre uma reta r que tem vetor diretor V' = (a,, b, ¢,) € um plano 7 que tem vetor
normal N = (a, bx, ¢;) é definido pelo complementar do angulo entre uma reta perpendicular
ao plano 7 e areta r. Mostre que

O IVIIvIE

A distancia entre uma reta r que passa por um ponto Py, = (xg, %o, 20) € tem vetor diretor
V = (a,,b.,c.)eumplano 7 : azz + byy + czz + d, = 0 é definida como a menor distancia
entre dois pontos um de r e outro de 7. Se o vetor diretor da reta r, V' = (a,, by, ¢,), ndo é
ortogonal ao vetor normal do plano 7, N = (a,, b,, ¢;), entdo a reta e o plano séo concorrentes
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Figura 4.31: Reta e plano concorrentes
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Figura 4.32: Reta e plano paralelos
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e a distancia entre eles € igual a zero, caso contrario a distancia € igual a distancia de uma ponto
da reta r ao plano 7. Mostre que

|CL7TLU0 + bwyo + Cr20 + d7r|

= = = , seV-N=0
dist(r, m) = Vot
0, caso contrario
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4.3 Posic 6es Relativas de Retas e Planos
Posic 6es Relativas de Duas Retas

— — — —
Consideremos duas retas quaisquer 1 : OP=0P; +tVj e ry : OP=0P, +tV,. Para estudar a
posicao relativa destas retas, vamos dividir em dois casos:
(a) Se os vetores diretores s ao paralelos , entdo as retas sdo paralelas ou coincidentes (Fi-
gura 4.29 na pagina 285). Além de paralelas, elas sdo coincidentes se, e somente se, um

—
ponto de uma reta pertence a outra reta. Portanto, se, e somente se, P, P, é paraleloa V] (e a
V5, pois V; e V5 séo paralelos).

(b) Se os vetores diretores n ao sao paralelos , entdo as retas sdo reversas ou concorrentes
(Figura 4.30 na pagina 287).

— —
i. Se os vetores P, P, V; e V5 sdo coplanares, ou seja, se PP, - (V7 x V,) = 0 (Corolario
3.9 na pagina 204), entdo as retas sao concorrentes.

— —
ii. Se os vetores P, P, V| e V5, ndo séo coplanares, ou seja, se PP, - (V3 x V) # 0
(Corolario 3.9 na pagina 204), entdo as retas sao reversas.

Posic des Relativas de Dois Planos

Sejam dois planos 71 : a1x + by +ciz+dy =0emy: asx + boy + coz + dy = 0 quaisquer.
(a) Se os seus vetores normais N; = (ay, b1, ¢1) € Ny = (a9, by, ¢2) N80 séo paralelos , entdo os
planos sao concorrentes (Figura 4.33).
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1

T2

Figura 4.33: Dois planos que se interceptam segundo uma reta
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!

T2

Figura 4.34: Dois planos paralelos
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(b) Se os seus vetores normais s ao paralelos , ou seja, se No = «a/Vy, entdo os planos séo
paralelos distintos (Figura 4.34) ou coincidentes. Além de paralelos, eles sdo coincidentes se,
e somente se, todo ponto que satisfaz a equagao de 7, satisfaz também a equagao de 7.

Assim

X +boy+coz+dy = aar+abiy+aciz+dy = alaz+by+c1z)+dy = a(—dy)+ds = 0.
Portanto, d, = «d; e as equacdes de m; e 7y SA0 proporcionais. Reciprocamente, se as
equacOes de m e m, SA0 proporcionais, entdo claramente os dois planos sdo coincidentes.
Portanto, dois planos sdo coincidentes se, e somente se, além dos vetores normais serem
paralelos, as suas equacdes sao proporcionais.

Posic des Relativas de Reta e Plano

— —
Sejamaretar: (z,y,z) =OP=0P, +tV eoplano 7 : ax + by + cz + d = 0.
(a) Se o vetor diretor dareta r, V, e o vetor normal do plano 7, N = (a, b, ¢), sdo ortogonais
(V - N =0), entdo a reta e o plano séo paralelos.

Se além dos vetores V' e IN serem ortogonais, um ponto qualquer da reta pertence ao plano,
por exemplo, se F, pertence a 7w (F, satisfaz a equacao de 7), entdo a reta esta contida no
plano.

(b) Se o vetor diretor dareta r, V, e o vetor normal do plano 7, N = (a, b, ¢), ndo séo ortogo-
nais (V' - N # 0), entdo a reta & concorrente ao plano.
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Figura 4.35: Reta e plano concorrentes
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Figura 4.36: Reta e plano paralelos
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Figura 4.37: Trés planos que se interceptam segundo um ponto
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Posic 6es Relativas de Tr és Planos

Consideremos trés planos 7, 7, € m3 dados pelas equacgoes:

T o+ by +cz=dy
Ty Qo + boy + coz = ds (4.13)
RIS a3x+b3y—|—03z:d3

Os vetores N; = (a;, b;, ¢;) séo normais aos planos 7;, para i = 1,2,3. Os trés vetores séo
coplanares ou nao sao coplanares.

(a) Se os vetores Ny, N, e N3 nao sao coplanares, entdo vamos mostrar que os planos se inter-

ceptam dois a dois segundo retas que se interceptam em um ponto. As retas r = 7 N Ty

e s = m N3 estdo no plano ;. Vamoimostrar que elas sdo concorrentes. Sejam A e B

dois pontos distintos da reta . O vetor AB é perpendicular a N; e a N,. Se asretas r e s
— —

fossem paralelas, entdo AB seria perpendicular também a N3, ou seja, AB seria perpendicular
—

a trés vetores nao coplanares o que implicaria que AB= 0. Os vetores Ny, N, e N3 ndo sédo
coplanares se, e somente se,

det(A) # 0,
aq b1 C1
emque A= | as by cy |.Neste caso o sistema tem solucdo Unica (Figura 4.37).
as b3 C3

(b) Se os trés vetores normais sao coplanares, entdo pode ocorrer uma das seguintes situacoes:

i. Os vetores normais sdo paralelos, ou seja, N1 = alN,, Ny = N3 e Ny = vN3. Neste
caso, os planos sao paralelos.
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Figura 4.38: Trés planos paralelos
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Figura 4.39: Planos interceptando-se 2 a 2
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Figura 4.40: Trés planos, sendo 2 paralelos
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Figura 4.41: Reta intersecao de 3 planos
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Se além disso, exatamente duas das equacdes sao proporcionais, entao exatamente dois
planos séo coincidentes e o sistema nado tem solucdo. Se as trés equacbes sao propor-
cionais, entdo os trés planos sao coincidentes e o sistema tem infinitas solu¢cdes. Se nao
ocorre nenhuma destas situagdes, os planos sao paralelos e distintos e o sistema nao tem
solugao (Figura 4.38).

. Exatamente dois vetores normais sao paralelos, ou seja, vale uma, e somente uma,

equacao entre: N1 = aNy, N1 = alN3, Ny = aN3. Neste caso, exatamente dois planos
sao paralelos.

Se além de exatamente dois vetores normais serem paralelos, as equagdes correspon-
dentes forem proporcionais, entao dois planos sédo coincidentes e o terceiro corta os dois
segundo uma reta. Neste caso o sistema tem infinitas solucdes. Se isto hdo acontece,
entdo os planos paralelos sao distintos e o sistema néo tem solucéo (Figura 4.40).

Os vetores normais sdo coplanares e quaisquer dois vetores normais nao sao paralelos,
ou seja, det(A) = 0 e quaisquer dois vetores normais ndo séo mdltiplos escalares. Neste
caso, quaisquer dois planos se interceptam segundo retas que séo paralelas. Com estas
condicbes podem ocorrer dois casos: 0s trés planos se interceptem segundo uma
reta, (Figura 4.41) ou os planos se interceptem, dois a dois, segundo retas distinta S
(Figura 4.39). No primeiro caso, o sistema (4.13) tem infinitas solucdes. No segundo caso,
0 sistema nao tem solucéo.
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Exercicios Num éricos (respostas na pagina 619)
4.3.1. (a) Determine as equac0es da reta r que € a intersecao dos planos:
m:ir—2y+22=0
T 3x — dy + 7z = 0.
(b) Qual a posicao relativa da reta r e do plano y + z = 0.
4.3.2. Determine a posicao relativa das retas r e s
r:(z,y,2)=(1,1,1) + X\(2,2,1), VA eR
s:(z,y,2) =t(1,1,0), Vt e R.

4.3.3. Sejam 1y : (z,y,2) = (1,0,2) + (2t,t,3t) e ro : (z,y,2) = (0,1,—1) + (¢, mt,2mt) duas
retas.

(a) Determine m para que as retas sejam coplanares (nao sejam reversas).
(b) Para o valor de m encontrado, determine a posicao relativa entre 1 e rs.
(c) Determine a equacgédo do plano determinado por r; € 7.

4.3.4. Sejamaretar : (z,y,2z) = (1,1,1) + (2¢t,mt,t) e o plano 7 : 2z — y — 2z = 0. Determine
o valor de m para que a reta seja paralela ao plano. Para o valor de m encontrado a reta esta
contida no plano?

4.3.5. Dé a posicao relativa dos seguintes ternos de planos:
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@ 22+y+z=1Lr+3y+z=2,2+y+42=3.

b)) r—2y+2=0,2c—4y+2z=1,x+y=0.

€ 2xr—y+2z=33r—-—2y—2=—-1,2v—y+32="T.

d) 3x4+2y —2=82r—-dy+2z2=-3,r—y+z=1.

) 20 —y+32=-2,3x+y+2z=4,4x — 2y + 62 = 3.
(f) =4 +2y—42=6,3x+y+22 =220 —y+ 2z = 3.
(@) 6xr —3y+92=3,40c — 2y + 62 =5,2z —y + 3z = 2.
hy z—-2y+32=2,3x+y—2z=150—-3y+4z=4.
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Teste do Capitulo

=

. Ache os pontos do plano 7 : y = x que equidistam dos pontos A = (1,1,0) e B = (0, 1,1).

2. Quais séo as coordenadas do ponto P’, simétrico do ponto P = (1,0,0) em relagéo a reta
r: (x,y,2) =1t(1,1,1)?

3. (a) Encontre a equagdo do plano 7 que passa pelos pontos A = (0,0,—1), B = (0,1,0) e
C=(1,0,1).

(b) Encontre a distancia da origem ao plano .

4. (a) Mostre que os planos x — y = 0 e y — 2 = 1 se interceptam segundo uma reta 7.

(b) Ache a equagdo do plano que passa pelo ponto A = (1,0, —1) e é perpendicular a reta r.
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Capitulo 5

Secoes Conicas

Uma cdnica no plano é definida como o conjunto dos pontos P = (i, i) que satisfazem a equacéo
az® 4+ bry 4+ cy? +dr ey + f =0,

em que a,b, c,d, e e f s&o nUmeros reais, com a, b e ¢ ndo simultaneamente nulos. Vamos estudar
a elipse, a hipérbole e a parabola, que sdo chamadas cénicas n 4o degeneradas . As outras que
incluem um Gnico ponto e um par de retas sao chamadas c6nicas degeneradas . Como veremos
adiante as conicas nao degeneradas podem ser obtidas da interse¢do de um cone circular com um
plano.

Vamos definir as cénicas como conjunto de pontos que satisfazem certas propriedades e determi-
nar as equacdes na forma mais simples possivel.

314
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5.1 Conicas N ao Degeneradas

5.1.1 Elipse
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Figura 5.1: Elipse que é o conjunto dos pontos P tais que dist(P, F}) + dist(P, F3) = 2a
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Definic a0 5.1. A elipse €& o conjunto dos pontos P no plano tais que a soma das distancias de P
a dois pontos fixos F; e F; (focos ) é constante, ou seja, se dist(Fi, Fy) = 2¢, entdo a elipse é o
conjunto dos pontos P tais que

dist(P, F1) + dist(P, Fy) = 2a,

em que a > c.

A elipse pode ser desenhada se fixarmos as extremidades de um barbante de comprimento 2a nos
focos e esticarmos o barbante com uma caneta. Movimentando-se a caneta, mantendo o barbante
esticado, a elipse sera tracada (Figura 5.1).

Proposic 80 5.1.  (a) A equacéo da elipse cujos focos séo I} = (—c,0) e Fy = (¢,0) é

$2 yQ
Stm =L (5.1)

(b) A equacdo da elipse cujos focos sdo F| = (0, —c) e F5, = (0,¢) é
NI ) (5.2)

Em ambos os casos b = v/a? — 2.
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y A
Ay By
Fi X
By

A1 = (—a,0) Ao = (a,0) A1 = (0,—a) I Aoy = (0,a)

By = (—b,0) Bg = (b,0) By = (—b,0) By = (b,0)

F; = (—¢c,0) Fy = (c,0) F; = (0,—c) A1 Fy = (0,¢)

Figura 5.2: Elipse com focos nos pontos F| = Figura 5.3: Elipse com focos nos pontos F| =
(0,—c) e Fy = (0,¢)

(—c,0) e Fy = (c,0)

Marco 2010
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Demonstra¢c ao0. Vamos provar a primeira parte e deixamos para o leitor, como exercicio, a

demonstracdo da segunda parte. A elipse & o conjunto dos pontos P = (z, y) tais que

dist(P, F) + dist(P, F) = 2a,

ou seja,
— —
| Pl + ] F P || = 2a,

gue neste caso é

V@ +e)2+y2+(x—c)?+y2=2a

ou

(x+e)?+y?2=2a—+/(x—c)?+y%

Elevando ao quadrado e simplificando, temos
av/(r—c)2+y2=a’—czx.
Elevando novamente ao quadrado e simplificando, temos

(&2 . 02)1’2 +a2y2 — aQ(GQ o 02)

Como a > ¢, entdo a® — ¢? > 0. Assim, podemos definir b = v/a? — 2 e dividir e equacio acima por

a’b? = a?(a* — ¢*), obtendo (5.1).
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Figura 5.4: Elipse obtida seccionando-se um cone com um plano
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Nas Figuras 5.2 e 5.3, os pontos A; e A, sdo chamados vértices da elipse . Os segmentos A; A,
e B B, sdo chamados eixos da elipse .

A excentricidade da elipse € o nUlmeroe = —. Como, ¢ < a, a excentricidade de uma elipse é um

namero real ndo negativo menor que 1. Observeaque se F} = I35, entao a elipse reduz-se ao circulo
de raio a. Além disso, como ¢ = 0, entdo e = (0. Assim, um circulo € uma elipse de excentricidade
nula.

A elipse é a curva que se obtém seccionando-se um cone com um plano que nao passa pelo
vértice, ndo é paralelo a uma reta geratriz (reta que gira em torno do eixo do cone de forma a gera-
lo) e que corta apenas uma das folhas da superficie (ver Exercicio 7.3.11 na pagina 535).
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5.1.2 Hipérbole

Definic a0 5.2. A hip érbole é o conjunto dos pontos P no plano tais que o modulo da diferenca entre
as distancias de P a dois pontos fixos F} e I, (focos ) é constante, ou seja, se dist(Fy, Fy) = 2c,
entdo a hipérbole é o conjunto dos pontos P tais que

| dist(P, F}) — dist(P, Fy)| = 2a,

emque a < c.

Podemos desenhar uma parte de um ramo da hipérbole da seguinte forma. Fixamos uma extre-
midade de uma régua em um dos focos, fixamos uma extremidade de um barbante (de comprimento
igual ao comprimento da régua menos 2a) na outra ponta da régua e a outra extremidade do barbante
no outro foco. Esticamos o barbante com uma caneta de forma que ela fiqgue encostada na régua.
Girando-se a régua em torno do foco no qual ela foi fixada, mantendo o barbante esticado com a
caneta encostada na régua, uma parte de um ramo da hipérbole sera tracada (Figura 5.5).

Proposic 80 5.2.  (a) A equacéo da hip érbole cujos focos sdo F; = (—c,0) e Fy = (¢,0) é

1.2 y2
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Fl F2

Figura 5.5: Hipérbole que é o conjunto dos pontos P = (z, y) tais que | dist(P, ;) — dist(P, Fy)| =
2a
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Figura 5.6: Hipérbole com focos nos pontos Figura 5.7: Hipérbole com focos nos pontos
Flz(—C,O)eFQZ(C,O) F1:(O,—c)eF2:(O,c)
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e das assintotas (retas para onde a curva se aproxima, quando x — +00) sao

b
Yy = :l:—.'lf,
a

(b) A equacdo da hip érbole cujos focos sdo F; = (0, —c) e F» = (0,¢)

y2 1'2
il 1 (5.4)
e das assintotas sao a

Em ambos os casos b = v/c2 — a?.

Demonstra¢c ao0. Vamos provar a primeira parte e deixamos para o leitor, como exercicio, a
demonstracdo da segunda parte. A hipérbole é o conjunto dos pontos P = (x, y) tais que

dist(P, Fy) — dist(P, F») = +2a,

ou seja,
— —
| FyP || = || F2P || = £2a,

gue neste caso é

VE+e?+y? —/(z—c)?+y? =42

VET P i = 2+ T IR
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Elevando ao quadrado e simplificando, temos

j:a\/m =a’—cx.
Elevando novamente ao quadrado e simplificando, temos
(a® — )a* + a*y? = a*(a® — )
Como a < ¢, entdo ¢ — a® > 0. Assim, podemos definir b = v/c2 — a2 e dividir e equaco acima por

—a*h? = a*(a® — ¢?), obtendo (5.3).
Se a equacdo (5.3) é resolvida em y obtemos y = igx/:ﬁ — a? que, para x > 0, pode ser escrita

como
b/ 2
y==x—x l—a—Q.
a x

Para x > (0 muito grande, o radical no segundo membro & proximo de 1 e a equagao se aproxima de
b
y==x-x.
a

O mesmo ocorre para z < 0 muito grande em modulo (verifique!).
|

Nas Figuras 5.6 e 5.7, os pontos A; e A, sdo chamados vértices da hip érbole . A excentricidade
da hipérbole € o nimero ¢ = E. Como, ¢ > a, a excentricidade de uma hipérbole &€ um nimero real
maior que 1. ¢

A hipérbole é a curva que se obtém seccionando-se um cone com um plano que nao passa pelo

vértice, ndo é paralelo a uma reta geratriz e que corta as duas folhas da superficie (ver Exercicio
7.3.11 na pagina 535).
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Figura 5.8: Hipérbole obtida seccionando-se um cone com um plano
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5.1.3 Parabola

Definic 40 5.3. Uma parabola é o conjunto dos pontos P no plano equidistantes de uma reta r
(diretriz ) e de um ponto [ (foco ), nao pertencente a r, ou seja, a parabola € o conjunto dos pontos
P tais que

dist(P, F') = dist(P, r).

Podemos desenhar uma parte de uma parabola da seguinte forma. Colocamos um esquadro com
um lado cateto encostado na reta diretriz, fixamos uma extremidade de um barbante (de comprimento
igual ao lado cateto do esquadro perpendicular a reta diretriz) no foco, a outra extremidade na ponta
do esquadro oposta ao lado que esta encostado na reta diretriz. Esticamos o barbante com a caneta
de forma que ela figue encostada no lado do esquadro perpendicular a reta diretriz. Deslizando-se o
esquadro na direcao da reta diretriz mantendo o lado encostado nela uma parte da parabola é tracada
(Figura 5.9).

Proposic 80 5.3.  (a) A equacéo da parabola com foco F' = (p,0) e reta diretrizr : = —pé
y* = dpx . (5.5)
(b) A equacdo de uma paréabola com foco F' = (0, p) e reta diretrizr : y = —pé
x? = 4py . (5.6)
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Figura 5.9: Parabola que € o conjunto dos pontos P = (z, y) tais que dist(P, F') = dist(P, r)
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v

Py F

x Y

F = (p,0)
Py = (0,0)

Figura 5.10: Parabola com foco no ponto F' =
(p.0)ep >0

Figura 5.11: Parabola com foco no ponto F' =
(0,p)ep >0
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yh o= y A
! riy=-p
. PR -
X
F
F Py
y X
F = (p,0) F = (0,p)
Py = (0,0) Py = (0,0)
Figura 5.12: Parabola com foco no ponto F' = Figura 5.13: Parabola com foco no ponto F' =
(p.0)ep <0 (0,p)ep <0
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Demonstra¢ ao0. Vamos provar a primeira parte e deixamos para o leitor, como exercicio, a
demonstracédo da segunda parte. A parabola é o conjunto dos pontos P = (z, y) tais que

dist(P, F') = dist(P,r),
gue neste caso é

Vi(z=p)? 492 =z +p|,

Elevando ao quadrado e simplificando, obtemos (5.5). [ ]

Nas Figuras 5.10, 5.11, 5.12 e 5.13, o ponto F, &€ o ponto da parabola mais proximo da reta
diretriz e € chamado de vértice da par abola. A parabola é a curva que se obtém seccionando-se um
cone por um plano paralelo a uma reta geratriz do cone conforme a Figura 5.14 na pagina 333 (ver
Exercicio 7.3.11 na pagina 535).
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Figura 5.14: Parabola obtida seccionando-se um cone com um plano
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5.1.4 Caracteriza¢ &o das Conicas

Vamos mostrar a seguir que todas as conicas nao degeneradas, com excecéao da circunferéncia,
podem ser descritas de uma mesma maneira.

Proposi¢c 40 5.4. Seja s uma reta fixa (diretriz ) e F' um ponto fixo (foco) ndo pertencente a s. O
conjunto dos pontos do plano P = (x, y) tais que

dist(P, F') = e dist(P, s), (5.7)
em que e > 0 € uma constante fixa, € uma conica.
(a) Se e = 1, entao a conica € uma parabola.
(b) Se 0 < e < 1, entdo a conica é uma elipse.
(c) Se e > 1, entdo a conica € uma hipérbole.

Reciprocamente, toda cbnica que ndo seja uma circunferéncia pode ser descrita por uma equacao da
forma (5.7).

Demonstrac ao. Se e = 1, a equagao (5.7) é a propria definicao da parabola. Vamos considerar o
caso em que e > 0, com e # 1. Seja d = dist(F,s). Sem perda de generalidade podemos tomar

N : p
o foco como sendo o ponto F' = (p,0) e a diretriz como sendo a reta vertical s : x = —5, em que
e
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de? ; A
7 sea reta s estiver a

e2—

_ de?
p T 1—e2
esquerda do foco F' (Figuras 5.17 e 5.18).

Assim o conjunto dos pontos P = (z,y) tais que
dist(P, F') = e dist(P, s),

se a reta s estiver a direita do foco F’ (Figuras 5.15 e 5.16) e p =

pode ser descrito como sendo o conjunto dos pontos P = (z,y) tais que

VEmP R = o

:L‘ —_——
Elevando ao quadrado e simplificando, obtemos

2
(1—e?)a® +y* = p? (i — 1)
62

)

gue pode ainda ser escrito como
ZEQ 2

LYy 5.8

e 8

e2 e?

Se 0 < e < 1, esta € a equacao de uma elipse. Se e > 1, € a equagado de uma hipérbole.
Para mostrar a reciproca, considere uma elipse ou hipérbole com excentricidade e > 0 e um dos

focos em F' = (p,0). E facil verificar que (5.8) é a equac&o desta conica e portanto (5.7) também o

[ ]

€, com a reta diretriz sendo s : © = =
e

Reginaldo J. Santos
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“"Nw &‘Nw
Il Il
8 8

@ @«

=<y
=y

(p, 0) (p, 0)

N F
N

Figura 5.15: Elipse, um de seus focos e a reta Figura 5.16: Hipérbole, um de seus focos e a
diretriz a direita reta diretriz a direita
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=<y

y A
&/ (p,O) ;

Figura 5.17: Elipse, um de seus focos e a reta Figura 5.18: Hipérbole, um de seus focos e a
diretriz a esquerda reta diretriz a esquerda
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5.1.1.

5.1.2.

5.1.3.

5.1.4.

5.1.5.

Exercicios Num éricos (respostas na pagina 624)

Reduzir cada uma das equacdes de forma a identificar a conica que ela representa e faca um
eshoco do seu grafico:
(@) 422 + 2y =1

c) 2 —9y* =9
() 22 +y =0 (©) Yy
Escreva as equacdes das seguintes elipses:

(a) Osfocossdo F) = (—1,2) e Fy, = (3,2) e satisfaz dist(P, F}) + dist(P, Fy) = 6;
(b) Osfocossdo Iy = (—1,—1)e Fy, = (1,1) e satisfaz dist(P, F}) + dist(P, Fy) = 4;

Escreva as equacoes das seguintes hipérboles:

(a) Osfocossdo F; = (3,—1) e Fy = (3,4) e satisfaz | dist(P, ) — dist(P, Fy)| = 3;
(b) Osfocossdo F} = (—1,—1) e Fy = (1,1) e satisfaz | dist(P, F) — dist(P, Fy)| = 2;

Escreva as equacoes das seguintes parabolas:

(@) Ofocoé F' = (0,2) ediretrizy = —2;
(b) Ofocoé F = (0,0) e diretriz x + y = 2;

Determinar a equacao e identificar a trajetoria de um ponto que se move de maneira que sua
distancia ao ponto F' = (6,0) € sempre igual a duas vezes sua distancia a reta 2z — 3 = 0.
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5.1.6. Determinar a equacao e identificar a trajetoria de um ponto que se move de maneira que sua
distancia ao eixo y é sempre igual a duas vezes sua distancia ao ponto ' = (3, 2).
Exercicios Te oricos
5.1.7. Mostre que a equacéo da elipse com focos nos pontos F; = (zg — ¢, yo) € Fo» = (zo + ¢, 90) €
satisfaz
dist(P, Fy) + dist(P, Fy) = 2a, emquea > ¢
e 2 2
(l’—fo) + (y_yO) — 1’
a b?
em que b = vVa? — 2.
5.1.8. Mostre que a equagdo da hipérbole com focos nos pontos F; = (xg — ¢, y) € Fo = (20 + ¢, yo)
e satisfaz
| dist(P, ) — dist(P, Fy)| = 2a, emquea < c¢
é
(z — 20)? _ (y — ) —1
a? b2 7
em que b = v/¢? — a?.
5.1.9. Mostre que a equagdo da parabola com foco no ponto F' = (xg + p, yo) e reta diretrizr : x =

To—peé
(y — yo)z = 4p(x — 70).
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5.1.10. Seja uma elipse ou hipérbole com focos em F; = (p,0) e Fy, = (—p,0).

5.1.11.

(a)

(b)

(@)

(b)

Mostre que

2 y2

+ p2(1—e?)

2

8

=1

%

)

€ €

€ a equacdo desta cOnica, em que e € a excentricidade.

Definindo aretar : x = % Mostre que esta cOnica pode ser descrita pelo conjunto de
e

pontos P = (z,y) tais que
dist(P, F') = e dist(P, r).

Verifique que com o procedimento abaixo realmente desenhamos uma parte de um ramo
de uma hipérbole. Fixamos uma extremidade de uma régua em um dos focos, fixamos
uma extremidade de um barbante (de comprimento igual ao comprimento da régua menos
2a) na outra ponta da régua e a outra extremidade do barbante no outro foco. Esticamos
o barbante com uma caneta de forma que ela figue encostada na régua. Girando-se a
régua em torno do foco no qual ela foi fixada, mantendo o barbante esticado com a caneta
encostada na régua, uma parte de um ramo da hipérbole sera tracada (Figura 5.5 na
pagina 323).

Verifique que com o procedimento abaixo realmente desenhamos uma parte de um ramo
de uma parabola. Colocamos um esquadro com um lado cateto encostado na reta di-
retriz, fixamos uma extremidade de um barbante (de comprimento igual ao lado cateto
do esquadro perpendicular a reta diretriz) no foco, a outra extremidade na ponta do es-
guadro oposta ao lado que esta encostado na reta diretriz. Esticamos o barbante com a
caneta de forma que ela figue encostada no lado do esquadro perpendicular a reta dire-
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triz. Deslizando-se o0 esquadro na direcdo da reta diretriz mantendo o lado encostado nela
uma parte da parabola é tracada (Figura 5.9 na pagina 329).

5.1.12. Mostre que um espelho parabolico reflete na direcao do foco os raios que incidem paralelos ao
seu eixo de simetria seguindo 0s seguintes passos:

(a) Considere a parabola 3> = 4px. Usando o fato de que a inclinaco da reta tangente a

2
parabola no ponto P = (Z—g, Yo) € tan(a) = j—g = %. Mostre que se o raio incidente tem

equacao y = 1o, entao a equacao do raio refletido que passa por P = (g, Yo) €
4pyo Y%

Y—yo=—5 @)
Yo — 4292( 4p

Use o fato de que tan(2a) = 20

1—tan?a”

(b) Mostre que o raio refletido intercepta o eixo x em x = p.
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A/ s
a4 a4
AN AN
N AN

N

Figura 5.19: Parabola refletindo na direcao do Figura 5.20: Parabola refletindo na direcdo do
foco os raios paralelos ao seu eixo de simetria. seu eixo de simetria os raios originarios do foco.
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y A

=y

Figura 5.21: Parabola refletindo na direcao do foco os raios paralelos ao seu eixo de simetria.
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5.2 Coordenadas Polares e Equac 6es Param étricas

Até agora vimos usando o chamado sistema de coordenadas cartesianas , em que um ponto
do plano € localizado em relacdo a duas retas fixas perpendiculares entre si. Vamos definir um outro
sistema de coordenadas chamado de sistema de coordenadas polares em que um ponto do plano
€ localizado em relagdo a um ponto e a uma reta que passa por esse ponto.

Escolhemos um ponto O (usualmente a origem do sistema cartesiano), chamado polo e uma reta
orientada passando pelo polo chamada eixo polar (usualmente tomamos o proprio eixo x do sistema
cartesiano). No sistema de coordenadas polares um ponto no pIar&é localizado dando-se a distancia

do ponto ao polo, r = dist(P, O) e o angulo, 6, entre os vetores O P e um vetor na direcdo e sentido
do eixo polar, com a mesma convencao da trigonometria, ou seja, ele € positivo se medido no sentido
anti-horario a partir do eixo polar e negativo se medido no sentido horario a partir do eixo polar. As
coordenadas polares de um ponto P do plano sdo escritas na forma (r, 6).

Segue facilmente as rela¢des entre as coordenadas cartesianas e as coordenadas polares.

Proposic a0 5.5. Suponha que o polo e o0 eixo polar do sistema de coordenadas polares coinci-
dem com a origem e o eixo z do sistema de coordenadas cartesianas, respectivamente. Entdo a
transformacéo entre os sistemas de coordenadas polares e o de coordenadas cartesianas podem ser
realizadas pelas equacgdes

r=rcosf e y=rsend

=P,

T
cos = ————— e senf = Y
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y A

ol |

Figura 5.22: Ponto P do plano em coordenadas polares (r, #) e cartesianas (x, y)
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y A

(Ir1,0)

N
<Y

(r,0)=(Ir],0 +m)

Figura 5.23: Parar < 0, (r,0) = (|r],0 + )
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Estendemos as coordenadas polares para o caso no qual r &€ negativo da seguinte forma:
parar <0, (r,0)=(|r],0+ 7).

Assim, (r,0) e (—r,0) estdo na mesma reta que passa pelo polo, a distancia |r| do polo, mas em
lados opostos em relacao ao polo.

Exemplo 5.1. Vamos determinar a equacdo em coordenadas polares da circunferéncia cuja equacao
em coordenadas retangulares é
(x =12+ (y—1)*=2

ou simplificando
w2 +y? =20 —2y=0.

Substituindo-se x por r cos # e y por r sen ¢ obtemos
r? —2rcosf — 2rsenf = 0.

Dividindo-se por r ficamos com
r—2cosf —2senf = 0.

Exemplo 5.2. Vamos determinar a equacado em coordenadas retangulares do lugar geométrico cuja
equacao em coordenadas polares é
1
1 —cosf’
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25
y
2 - -
15F b
1 - -
0.5 i
0 -
X
-05 . . . .
-0.5 0 0.5 1 15 2 2.5

Figura 5.24: Circunferéncia com equacédo em coordenadas polares r — 2cosf — 2sen ) = 0
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0.8

0.4r

0.2

Rl |

1

Figura 5.25: Parabola com equacédo em coordenadas polares r = T cosd
— cos

Marco 2010 Reginaldo J. Santos



350 Secbes Conicas

x
itindo- 2 2
Substituindo-se 7 por y/x? + y? e cos  por . . obtemos

xre+y
1
\/I2+y2:1_—w
Vari?

ou simplificando
Vai+yr—o=1.

Somando-se z a ambos 0os membros obtemos

Va4 y?=1+u.

Elevando-se ao quadrado obtemos
2?4y = (1 +2)%

Simplificando-se obtemos ainda
v =1+2x=2(x+1/2),

que é uma parabola com foco na origem F' = (0, 0) e reta diretriz x = —1 (verifique!).

5.2.1 Conicas em Coordenadas Polares

A equacao polar de uma conica, que ndao &€ uma circunferéncia, assume uma forma simples
guando um foco F' esta no polo e a reta diretriz s & paralela ou perpendicular ao eixo polar. Seja
d = dist(F,s). Para deduzir a equacdo polar das conicas vamos usar a caracterizacdo dada na
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Proposicao 5.4 na pagina 334, ou seja, que uma conica é o lugar geométrico dos pontos P que

satisfazem
dist(P, F') = e dist(P, s)

Como o foco F' esta no polo, temos que dist(P, F') = r, em que (r, §) sdo as coordenadas polares
de P.
(a) Se areta diretriz, s, € perpendicular ao eixo polar.

(i) Se areta s esta a direita do polo, obtemos que dist(P, ) = d — r cos §. Assim a equacéo
da cbnica fica sendo
r=e(d—rcosb).

Isolando r obtemos J
€

rP=—
1+ ecosb

(i) Se a reta s esta a esquerda do polo, obtemos que dist(P,s) = d + rcosf. Assim a
equacao da cobnica fica sendo
r=e(d+rcosh).

Isolando r obtemos p
e

"= 1—ecosh’

(b) Se areta diretriz, s, &€ paralela ao eixo polar.

(i) Se areta s esta acima do polo, obtemos que dist(P,r) = d — rsen . Assim a equacdo
da conica fica sendo
r=e(d—rsenf).
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Isolando r obtemos J
e

"= 1+ esenf

(i) Se areta s esta abaixo do polo, obtemos que dist(P,r) = d + rsen §. Assim a equagéo

da conica fica sendo
r=e(d+rsend).

Isolando r obtemos g
e

"= 1 —esenf’

Isto prova o seguinte resultado
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Proposi¢c a0 5.6. Considere uma cénica com excentricidade e > 0 (que ndo € uma circunferéncia),
que tem um foco F' no polo e a reta diretriz s & paralela ou perpendicular ou eixo polar, com d =
dist(s, F).

(a) Se a reta diretriz correspondente a F' € perpendicular ao eixo polar e esta a direita do polo,
entao a equacgao polar da conica é

de
rYr =
1+ ecosf
e se esta a esquerda do polo, entdo a equacao polar da cbnica &
de
T = —
1 —ecost

(b) Se a reta diretriz correspondente a F' € paralela ao eixo polar e esta acima do polo, entdo a

equacao polar da conica é
de

r=—-
1+ esend
e se esta abaixo do polo, entdo a equagao polar da conica é

de

"= 1 —esend
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y

=<y

]

Figura 5.26: Parte de uma codnica com foco no
polo e reta diretriz perpendicular ao eixo polar a
direita

y A

<y

Figura 5.27: Hipérbole com foco no polo e reta
diretriz perpendicular ao eixo polar a direita
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y A

=<y

=<y

\

Figura 5.28: Parte de uma conica com foco no
polo e reta diretriz perpendicular ao eixo polar a
esquerda

Figura 5.29: Hipérbole com foco no polo e reta
diretriz perpendicular ao eixo polar a esquerda
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- S

X
Figura 5.30: Parte de uma conica com foco no Figura 5.31: Hipérbole com foco no polo e reta
polo e reta diretriz paralela ao eixo polar acima diretriz paralela ao eixo polar acima
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Exemplo 5.3. Vamos identificar a cénica cuja equacao em coordenadas polares é

4
R )
Dividindo-se o numerador e o denominador do segundo membro da equacao por 2 obtemos
B 2
"TIT 1cosf’

que é a equacdo em coordenadas polares de uma elipse com excentricidade igual a 1/2, um dos
focos no polo, reta diretriz + = 4 (coordenadas cartesianas) ou r cos# = 4 (coordenadas polares).
Fazendo # = 0 e # = 7 na equacgdo polar da elipse encontramos r = 4/3 e r = 2, respectivamente.
(4/3,0) e (2, ) séo coordenadas polares de vértices da elipse.

5.2.2 Circunfer éncia em Coordenadas Polares

A forma mais simples da equagéo de uma circunferéncia em coordenadas polares ocorre quando
seu centro esta no polo. Neste caso a equacao € simplesmente r = a, em que a € o raio da cir-
cunferéncia. Além deste caso, a equacao polar de uma circunferéncia assume uma forma simples
guando ela passa pelo polo e o seu centro esta no eixo polar ou na reta perpendicular ao eixo polar
gue passa pelo polo.

(a) Se o centro esta no eixo polar.

i) Se o raio é igual a a e o centro em coordenadas polares € C' = (a,0). Se P &€ um ponto
Y
gualquer da circunferéncia, entao

@ = ||CP|P=||OP—0C|?=|OP |2+ OC|?-20P-0C

= r?+a®>—2racosé.
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=<y

Figura 5.32: Parte de uma conica com foco no Figura 5.33: Hipérbole com foco no polo e reta
polo e reta diretriz paralela ao eixo polar abaixo diretriz paralela ao eixo polar abaixo
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ol |

Figura 5.34: Circunferéncia que passa pelo polo com centro no eixo polar a direita
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Figura 5.35: Circunferéncia que passa pelo polo com centro no eixo polar a esquerda
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<y

Figura 5.36: Circunferéncia que passa pelo polo com centro acima do polo na reta perpendicular ao
eixo polar que passa pelo polo
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ol |

Figura 5.37: Circunferéncia que passa pelo polo com centro abaixo do polo na reta perpendicular ao
eixo polar que passa pelo polo
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Assim,
r? = 2racosé

ou
r(r —2acosf) =0

Logo a equacao em coordenadas polares da circunferéncia é

r = 2acosf.

(i) Se o raio é igual a a e o centro em coordenadas polares é C' = (a, 7). Se P € um ponto
qualquer da circunferéncia, entao

@ = ||CP|P=||OP—0C|?=]|OP |2+ OC|?-20P-0C

= r*+a* —2racos(m —0).

Assim,

r? = —2racosf

ou
r(r+2acosf) =0

Logo a equacao em coordenadas polares da circunferéncia é

r = —2acos0.

(b) Se o centro esta na reta perpendicular ao eixo polar que passa pelo polo.
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(i) Se oraio éigual a a e o centro em coordenadas polares é C' = (a,7/2). Se P € um ponto
gualquer da circunferéncia, entao
— — — — — — —
a> = ||CP|?=|OP—-0OC|?=|lOP|?*+]||OC|?-20P-0C
= r*+a® —2racos(m/2 — 0).
Assim,
r? = 2rasen 6

ou
r(r—2asenf) =0
Logo a equagao em coordenadas polares da circunferéncia &

r = 2asenb.

(i) Se o raio é igual a a e o centro em coordenadas polares é C' = (a, —7/2). Se P & um
ponto qualquer da circunferéncia, entao

— — — — — —  —
a> = ||[CP|P=||OP—-0CI|?=||OP|?+]|OC|?-20P-0OC
= r*+a*—2racos(—m/2 —0).
Assim,
r? = —2rasenf
ou

r(r+2asenf) =0
Logo a equagao em coordenadas polares da circunferéncia &

r=—2asend.
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Proposi¢c ao 5.7. Considere uma circunferéncia de raio a que passa pelo polo cujo centro esta no eixo
polar ou na reta perpendicular ao eixo polar que passa pelo polo.

(a) Se o centro esta no eixo polar e a direita do polo, entdo a equacao polar da circunferéncia é
dada por
r = 2acosf

e se 0 centro esta a esquerda do polo, entdo a equacao polar da circunferéncia é dada por

r = —2acosb.

(b) Se o centro esta na reta perpendicular ao eixo polar que passa pelo polo e acima do polo, entao
a equacao polar é dada por
= 2asenb,

e se esta abaixo do polo, entdo a equacao polar da circunferéncia é dada por

r=—2asend.

Exemplo 5.4. Uma circunferéncia cuja equagédo em coordenadas polares é
r = —3cost

passa pelo polo, tem raio igual a 3/2 e as coordenadas polares do seu centro sdo (3/2, 7).
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5.2.3 Equag des Param étricas

Seja
F(x,y)=0 (5.9)

a equacgao de uma curva plana € em coordenadas retangulares. Sejam z e y fungdes de uma terceira
variavel t em um subconjunto, J, do conjunto dos nimeros reais, R, ou seja,

r=f(t) e y=g(t), paratodot € J. (5.10)

Se para qualquer valor da variavel ¢ no conjunto J, os valores de x e y determinados pelas equacdes
(5.10) satisfazem (5.9), entao as equagdes (5.10) sdo chamadas equag Ges param étricas da curva C
e a variavel independente ¢t € chamada parametro . Dizemos também que as equagdes (5.10) formam
uma representa¢ ao param étrica da curva C. A representacdo paramétrica de curvas tem um papel
importante no tracado de curvas pelo computador.

Exemplo 5.5. Seja a um namero real positivo fixo. A circunferéncia de equacao

z? + y2 =a? (5.11)
pode ser representada parametricamente pelas equacoes
r=acost e y=uasent, paratodot € [0,27]. (5.12)
Pois elevando ao quadrado cada uma das equacdes (5.12) e somando os resultados obtemos
22 4+ y* = a’cos’t + a’*sen’t = a’.
A circunferéncia definida por (5.11) pode também ser representada parametricamente por

r=t e y=+va®>—1t% paratodot € [—a,al. (5.13)
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ou por
r=t e y=—Vva?—1t2 paratodot € [—a,dal. (5.14)

Apenas que com (5.13) obtemos somente a parte de cima da circunferéncia e com (5.14) obtemos
somente a parte de baixo.

Exemplo 5.6. A elipse de equacéao

ZL’Q 2
=+ Z—2 =1 (5.15)

pode ser representada parametricamente pelas equacoes
r=acost e y=bsent, paratodot € [0,2n]. (5.16)

Pois elevando ao quadrado e dividindo por a? a primeira equacéo em (5.16), elevando ao quadrado e
dividindo por b? a segunda equacéo em (5.16) e somando os resultados obtemos

2 2
T
——1—32—2—005 t+sen’t=1.

Exemplo 5.7. A hipérbole de equacao
2 2
| (5.17)
a? v '

pode ser representada parametricamente pelas equacdes

r=asect e y=btant, paratodot € [0,27], t # 7/2,3m/2. (5.18)
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y A

(cost,sent)

ol |

Figura 5.38: Circunferéncia parametrizada
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(bcost, bse
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Figura 5.39: Elipse parametrizada
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Pois elevando ao quadrado e dividindo por a? a primeira equacéo em (5.18), elevando ao quadrado e
dividindo por b? a segunda equacdo em (5.18) e subtraindo os resultados obtemos

2 2
T
—2—%2 =sec’t —tan’t = 1.
a

Vamos apresentar uma outra representacao paramétrica da hipérbole. Para isso vamos definir
duas funcdes

et + et et —et
fi(t) = — e fa(t) = — (5.19)
A hipérbole definida por (5.17) pode, também, ser representada parametricamente por
r=afi(t) e y=>bfs(t), paratodot e R. (5.20)

Pois elevando ao quadrado e dividindo por a? a primeira equacéo em (5.20), elevando ao quadrado
e dividindo por b? a segunda equacéo em (5.20) e subtraindo os resultados obtemos

? oy 2 2Ly —2t L o —2t
S E (1) = (f2(1)* = 71(6 +24¢e7%) - (e —24+¢?) =1 (5.21)
As funcdes fi(t) e fa(t) definidas por (5.19) recebem o nome de cosseno hiperb 6lico e seno
hiperb 6lico , respectivamente e sdo denotadas por cosht e senht. De (5.21) segue-se a seguinte
relacdo fundamental entre o cosseno e o seno hiperbolicos

cosh?t — senh?t = 1. (5.22)
e a representacao paramétrica (5.20) pode ser escrita como

r=acosht e y=bsenht, paratodot € R.
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<y

Figura 5.40: Cosseno hiperbadlico
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(0,1/2)

y

Figura 5.41: Seno hiperbdlico
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Também
xr = —acosht e gy =bsenht, paratodot € R. (5.23)

€ uma representacdo paramétrica da hipérbole (5.17). Apenas que com (5.20) obtemos somente 0
ramo direito da hipérbole e com (5.23), somente o ramo esquerdo.

Exemplo 5.8. Vamos mostrar que a parametrizacdo de uma curva em relacdo a qual sabemos sua
equacéo em coordenadas polares r = f(6) pode ser feita da seguinte forma

x = f(t)cost e y= f(t)sent. (5.24)
A equacao da curva em coordenadas cartesianas é

{ Vi +y? = f(0(x,y)), se f(O(x,y)) >0
—Va2+y? = f(0(x,y)), se f(0(x,y)) <O0.

vaz+y? = f(0(z,y))]. (5.25)

Para a parametrizacao (5.24) temos que

Va2 +y? = | f(0(z, )| = V(f(t)? cos?t + (f(t)2sen?t — | £(t)| = 0.

O que mostra que (5.24) € uma parametrizacdo para (5.25) e portanto para r = f(6). Por exemplo,

ou

ecost esent
rT = = —
1+ ecost Y 1+ ecost

€ uma parametrizacao de uma cbnica com excentricidade e > 0, reta diretriz localizada a direita a
uma distancia igual a 1 e um dos focos na origem.
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cost,asent)

(asect,btant)

-
N

Figura 5.42: Hipérbole parametrizada usando
secante e tangente

(ac t,bsenht)

Nenh t)

/I

Figura 5.43: Hipérbole parametrizada usando
as funcoes hiperbolicas
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cost esent )
1%ecost’ 14+ecost

/
t

S

=<y

Figura 5.44: Elipse com foco na origem parame-
trizada usando a sua formula em coordenadas
polares

y“ ( ecost )

14+ecost’ Y+ecost

echst! esent’ ) e
1+elcos t/’ 1+4ecos tl’””
-

A
=%

<y

Figura 5.45:; Hipérbole com foco na origem pa-
rametrizada usando a sua férmula em coorde-
nadas polares
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5.2.1.

5.2.2.

5.2.3.

5.2.4.

5.2.5.

Exercicios Num éricos (respostas na pagina 632)

Transformar a equag¢do em coordenadas retangulares em uma equacgéo em coordenadas pola-
res:

(@) 22 +y* =4 ) 22 +y*> -2y =0

(b) 22 —y? =4 d) 22 —4y—4=0

Transformar a equacdo em coordenadas polares em uma equacdo em coordenadas retangula-
res:

2
e d)r=—>°"
@ r 1 —3cosf @ r 2+ senf
(b) r =4senf (e) r=tané
(c) r=9cosb (f) r(acosf +bsenh) —c=0

Identificar a conica cuja equagao em coordenadas polares € dada. Determine a excentricidade,
a equacao da diretriz, a distancia da diretriz ao foco e as coordenadas polares de dois vértices:

3
(a)r_2—2cosé’ (C)r_2+4c089
4
(b) 7= 3 +send @) r= 2 —3cosb

Determine o raio e e as coordenadas polares do centro da circunferéncia cuja equacao em
coordenadas polares é dada:

(@) r =4cosf (c) r:%cosﬁ
(b) r = —3send (d) r:—gsenQ

Descreva as regides a seguir usando coordenadas polares:
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y y
51
5 al
3l
4+ 24 Xe+y? = 18
3 / X
. —t— —
X“+y" =25 5 -4 -3 2 -1 1 2 3 4 5
24 al
24
1 a3t
X -4+
.
1 2 3 4 5 ST
(a) (b)
y y
3 y=x2
51
Pl
a4l
1 (x-2%+y?=4
X
34
f
1 2 3 5 6
21
1
14 2
X
f 3l
1 2 3 4 5
(©) (d)

Exercicios Te oricos
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5.2.6.

5.2.7.

5.2.8.

5.2.9.

5.2.10.

5.2.11.

A equacdo da trajetoria de uma particula lancada do ponto P, = (0,0), com velocidade vy,
fazendo um angulo a com o eixo x e sujeita apenas a acdo da aceleracdo da gravidade g é

dada por
g 2

208 cos? a

Mostre que = = (vpcosa)t ey = (vosena)t — gﬁ sdo equacgOes paramétricas da trajetoria

da particula.

y = (tana) x

Se o centro de uma circunferéncia que passa pelo polo é (a, ), mostre que sua equagdo em
coordenadas polares é r = 2a cos( — «).

- ~ de . .
Se a conica de equacdo r = T ccosd representa uma parabola, determine as coordenadas
— €ecos
polares do seu vértice e a equagdo em coordenadas polares da reta diretriz.
- ~ de : .
Se a cOnica de equagédo r = [p— representa uma elipse, mostre que o comprimento do
€ COS

2de

seu eixo menor é >

Mostre que a equacao em coordenadas polares de uma elipse com um dos focos no polo, que
tem eixo maior igual a 2a e excentricidade e é
a(l —€?)

T 1_ccosl

Considere uma conica com excentricidade e > 0 (que nao € uma circunferéncia), que tem um
foco ' no polo e a reta diretriz s é paralela ou perpendicular ou eixo polar, com d = dist(s, F').
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. 2 . N .. 2 . N
Sejap = 1dfeg, se a reta s estiver a direita do foco ' e p = -4~ se a reta s estiver & esquerda

6271 ]
do foco F'.

(a) Se areta diretriz correspondente a F' & perpendicular ao eixo polar e esta a direita ou a
esquerda do polo, entdo a equacdo cartesiana da conica é

(z 4 p)? y?

P2 p(l—e?)
e? e2

(b) Se areta diretriz correspondente a [’ € paralela ao eixo polar e esta acima ou abaixo do
polo, entdo a equacao cartesiana da conica é

pi(1—e?) p?
e2 e
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Capitulo 6

Superficies e Curvas no Espaco

6.1 Quadricas

Nesta secdo estudaremos as superficies que podem ser representadas pelas equagdes
quadr aticas nas variaveis x, y e z, ou seja, da forma

ax® + by* + c2* + dvy +exz + fyz + gr +hy +iz+j =0,

emaquea,b,c,d,e, f,g,h,i,7 € R, coma,b,c,d, e, f ndo simultaneamente nulos. Vamos nos limitar
neste capitulo ao estudo de casos especiais da equac¢ao acima.

6.1.1 Elips 6ide

Um elips 6ide € um conjunto de pontos que em algum sistema de coordenadas satisfaz a equacao

380
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2

Figura 6.1: Elipsoide de equacao ﬁ—; + g—z +5 =1

z
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Figura 6.2: Elipsoide e intersecdes com os planos z = k
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2 2 2
%+2+%=L 6.1)
em gue a, b e ¢ sdo nimeros reais positivos.

Observe que se o ponto (x,y, z) satisfaz (6.1), entdo o ponto simétrico em relagdo ao plano xy,
(x,y, —z), também satisfaz, por isso dizemos que o elipsoide (6.1) é simétrico em relagdo ao plano
xy. Também (z, —y, z) satisfaz (6.1), por isso dizemos que o elipsoide (6.1) € simétrico em relagéo ao
plano xz. O mesmo acontece com (—,y, z), por isso dizemos que o elipsoide (6.1) & simétrico em
relacdo ao plano yz. Se o ponto (z, y, z) satisfaz (6.1), entdo o ponto simétrico em relacdo ao eixo z,
(—z, —vy, z), também satisfaz, por isso dizemos que o elipsoide (6.1) é simétrico em relagéo ao eixo
z. O mesmo acontece com (—z, y, —z), por isso dizemos que o elipsdide (6.1) & simétrico em relagéo
ao eixo y. O mesmo acontece com (z, —y, —z), por isso dizemos que o elipsoide (6.1) & simétrico em
relagdo ao eixo x. Finalmente se o ponto (z, y, z) satisfaz (6.1), entdo o ponto simétrico em relagéo a
origem, (—x, —y, —z), também satisfaz, por isso dizemos que o elipsoide (6.1) é simétrico em relacéo
a origem.

Se |k| < ¢, o plano z = k intercepta o elipsoide (6.1) segundo a elipse

72 y2
(-5 P-E)

c2

=1, z=k.

Observe que os eixos da elipse diminuem a medida que |k| aumenta.
As intersecdes do elipsoide (6.1) com o plano z = k, para |k| < a e com o plano y = k, para
|k| < b, sdo também elipses. Se a = b = ¢, o elipsbide é uma esfera deraior = a = b = c.
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Figura 6.3: Elipsoide e interse¢des com os planos y = k
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6.1.2 Hiperbol 6ide
Hiperbol 6ide de Uma Folha

Um hiperbol 6ide de uma folha €& um conjunto de pontos que em algum sistema de coordenadas
satisfaz a equacéao

2 2 2
%+%—%=L 6.2)
em gue a, b e ¢ sdo nimeros reais positivos.

Observe que o hiperbol6ide de uma folha (6.2) &€ simétrico em relagao aos planos coordenados,
aos eixos coordenados e a origem. Pois, se (z,vy, z) satisfaz (6.2), entdo (—z,y, 2), (z,—vy, 2),
(x,y,—2), (—z, -y, 2), (¢, —y, —2), (—x,y, —2) e (—x, —y, —z) também satisfazem.

O plano z = k intercepta o hiperbolbide de uma folha (6.2) segundo a elipse

ZEZ y2

-1 2=k
aﬂl+§)+w(y+§) -

Observe que os eixos da elipse aumentam a medida que |k| cresce.
O plano y = k intercepta o hiperbolbide de uma folha (6.2) segundo uma curva cuja equagao é

x? 22 k2

2 c2 b2 ’

a
Se |k/b| # 1, entdo a intersecdo &€ uma hipérbole e se |k/b| = 1, entdo a intersecdo &€ um par de
retas concorrentes.
Consideragdes semelhantes sao validas para a interse¢éo do hiperbol6ide de uma folha (6.2) com
oplano x = k.

y=k.
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2

Figura 6.5: Hiperboloide de uma folha de equagao Z—i + %’—; -5=1
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Figura 6.6: Hiperboloide de uma folha e interse¢cdes com os planos z = k
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As equacoes

2 2 2
©oy P
a? b 2
€ 2 2 2
Y z
az—i_b_2+02 =1

também representam hiperbol6ides de uma folha.
Hiperbol 6ide de Duas Folhas

Um hiperbol 6ide de duas folhas & um conjunto de pontos que em algum sistema de coordenadas
satisfaz a equacédo

ZL‘2 y2 2,2

_ﬁ_b_Q—i_g:l’ (6.3)
em que a, b e ¢ sdo nimeros reais positivos.

Observe que o hiperbolbide de duas folhas (6.3) é simétrico em relagdo aos planos coordenados,
aos eixos coordenados e a origem. Pois, se (z,y, z) satisfaz (6.3), entdo (—z,y, 2), (z,—v, 2),
(x,y,—2), (—z, -y, 2), (z,—y, —2), (—x,y, —2) e (—x, —y, —z) também satisfazem.

O plano z = k, para |k| > c, intercepta o hiperbolbide de duas folhas (6.3) segundo a elipse

IQ ,y2

2 BT EEo

c2

=1, z=k.

O plano y = k intercepta o hiperbolbide de duas folhas (6.3) segundo a hipérbole

x? 22

- =1
21+ E) a1+

, y==k.
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Figura 6.7: Hiperbolbide de uma folha e interse¢Bes com os planos y = k
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Figura 6.8: Hiperbol6ide de uma folha e interse¢cdes com os planos x = k
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Figura 6.9: Hiperbolbide de duas folhas
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Figura 6.10: Hiperbolbide de duas folhas e interse¢cdes com os planos z = k
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A intersecao do hiperbolbide de duas folhas (6.3) com o plano = = k é também uma hipérbole.
As equacdes

também representam hiperbolb6ides de duas folhas.
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Figura 6.11: Hiperbolbide de duas folhas e interse¢des com os planos y = &
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Figura 6.12: Hiperbolbide de duas folhas e interse¢cdes com os planos x = k
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6.1.3 Parabol 6ide
Parabol 6ide Eliptico

Um parabol 6ide eliptico € um conjunto de pontos que em algum sistema de coordenadas satisfaz
a equacéao
1'2 y2
cz = + = 6.4
PR (6.4)
em que a, b e ¢ sdo nimeros reais, sendo a e b positivos.

O paraboldide eliptico (6.4) é simétrico em relagdo aos planos xz e yz. Pois, se (z,y, z) satisfaz
(6.4), entdo (z, —y, z) e (—x,y, z) também satisfazem. Ele também é simétrico em relacéo ao eixo
z, pois se (x,y, ) satisfaz (6.4), entdo (—z, —y, z) também satisfaz.

A intersecdo do parabolo6ide eliptico (6.4) com o plano z = k, para k tal que ck > 0, é a elipse

.CL"2 y2
—— =1 = k.
cka? * ckb? »c
A intersecdo do paraboloide eliptico (6.4) com plano x = k é a parabola
k’2 y2
Z:ca2+b2’ x=k.

A intersecdo do paraboloide eliptico (6.4) com plano y = k£ também é uma parabola.
As equacdes

2 2

_Yy =z

ax b—2+—

€ 2 2
X y4

bh=mta
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y

»

Figura 6.13: Parabol6ide eliptico de equagéo cz = %5 + Z—j parac > 0
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X y

Figura 6.14: Paraboloide eliptico e intersecGes com os planos z = k
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também representam paraboloides elipticos.
Parabol 6ide Hiperb 6lico

Um parabol 6ide hiperb 6lico € um conjunto de pontos que em algum sistema de coordenadas
satisfaz a equacao

cz=—— = (6.5)

em gue a, b e ¢ sdo nimeros reais, sendo a e b positivos.

O paraboldide hiperbolico (6.5) é simétrico em relacdo aos planos xz e yz. Pois, se (x,y, 2)
satisfaz (6.5), entdo (z, —y, z) e (—x,y, z) também satisfazem. Ele também é simétrico em relacéo
ao eixo z, pois se (z,y, z) satisfaz (6.5), entdo (—x, —y, z) também satisfaz.

A intersecdo do plano z = k£ com o parabolbide hiperbolico (6.5) & dada por

2 2
z Y
— ===k, z=k,
ca®>  cb?
que representa uma hipérbole, se k£ # 0 e um par de retas, se k = 0.

A intersecao do paraboldide hiperbolico (6.5) com plano y = k € a parabola

gue tem concavidade para cima se ¢ > 0 e concavidade para baixo se ¢ < 0.
A intersecdo do paraboloide hiperbolico com plano x = k é a parabola
y2 k2

= —_—— —_— :k‘
N ch+ca2’ v
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X y

Figura 6.15: Parabolo6ide eliptico e interse¢des com os planos y = k
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X y

Figura 6.16: Paraboloide eliptico e intersec6es com os planos = = k
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Figura 6.17: Parabol6ide hiperbdlico de equacgédo cz = 2—2 — z—j parac < 0
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Figura 6.18: Parabolo6ide hiperbolico e intersecdes com os planos z = k
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que tem concavidade para baixo se ¢ > (0 e concavidade para cima se ¢ < 0. O parabol6ide hi-
perbolico é também chamado sela.
As equacodes

2 2
V2
o2 2
e
b x? 22
Y= —5 "=
a? 2

também representam parabolb6ides hiperbolicos.
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Figura 6.19: Parabol6ide hiperbodlico e interse¢des com os planos y = k
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Figura 6.20: Parabolo6ide hiperbolico e intersecées com os planos = = k
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6.1.4 Cone Eliptico

Um cone eliptico & um conjunto de pontos que satisfaz a equacao

332 2
£:¥+%, (6.6)
em que a e b sdo niUmeros reais positivos, em algum sistema de coordenadas. Se a = b, o cone é
chamado cone circular .

Observe que o cone eliptico (6.6) & simétrico em relacao aos planos coordenados, aos eixos
coordenados e a origem. Pois, se (x,y, z) satisfaz (6.6), entdo (—=x,y, 2), (z,—vy,2), (z,y, —2),
(—x,—y,2), (x,—y,—2), (—z,y, —2) e (—x, —y, —z) também satisfazem.

A intersecdo do cone eliptico (6.6) com o plano z = k, para k # 0, é a elipse

2 2

T Y
a2k2+W:1, Z:/{Z.

Observe que os eixos da elipse crescem a medida que |k| aumenta.
Os planos xz e yz cortam o cone eliptico (6.6) segundo as retas

r==2az, y=0 e y==4bz, =0,
respectivamente.
A intersecéo do cone eliptico (6.6) com o plano y = k, para k # 0, € a hipérbole

22 x?

K2/ a?k? /b2

=1, y=k.
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Figura 6.22: Cone eliptico e intersecGes com os planos z = k
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A intersecdo do cone eliptico (6.6) com o plano x = k, para k # 0, & a hipérbole

2 2
< ___Y =1, xz=k.
k?/a?  b?k?/a?
As equacodes
2 2 2 2
s Y z s T z
xT —ﬁ‘l—g e vy —?+C—2

também representam cones elipticos.

6.1.5 Cilindro Qu adrico

Um cilindro qu adrico € um conjunto de pontos do espaco, que em algum sistema de coordenadas
satisfaz a equacao

flz,y) =0 (6.7)
em que f(z,y) = 0 é a equagdo de uma cdnica no plano xy.
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Figura 6.23: Cone eliptico e intersecGes com os planos y = k
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Figura 6.24: Cone eliptico e intersecoes com os planos = = k
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Figura 6.25: Cilindro eliptico de equacéo 2—; + g—j =1
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Figura 6.26: Cilindro hiperbolico de equacao i—i — ?;—; =1
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Figura 6.27: Cilindro hiperbolico de equacao Z—z — i—j =
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Figura 6.28: Cilindro parabdlico de equagéo y? = 4px, p > 0

Marco 2010 Reginaldo J. Santos



418 Superficies e Curvas no Espacgo

N

[T

Figura 6.29: Cilindro parabdlico de equago 2% = 4py, p > 0
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Chamamos o cilindro quadrico de cilindro eliptico , se a cénica de equacdo f(x,y) = 0 & uma
elipse. Por exemplo, a equagdo 22 + 2y? = 1 representa uma elipse no plano, enquanto representa
um cilindro eliptico no espago. Chamamos o cilindro quadrico de cilindro hiperb 6lico, se a cbnica
de equagdo f(x,y) = 0 & uma hipérbole. Por exemplo, a equagdo z? — 2y* = 1 representa uma
hipérbole no plano, enquanto representa um cilindro hiperb6lico no espagco. Chamamos o cilindro
quéadrico de cilindro parab 6lico , se a conica de equagdo f(x,y) = 0 € uma parabola. Por exemplo,
a equagdo x> = 4y representa uma parabola no plano, enquanto representa um cilindro parabélico
no espaco.

A intersecdo do plano z = k com o cilindro &€ a cbnica que o originou, chamada diretriz do
cilindro :

flz,y) =0, z=k.
Se a equacéo f(x,k) = 0 tem m solugdes (m = 0,1 ou 2), entdo o plano y = k intercepta a
superficie segundo m retas
flz,y) =0, y=k

Consideragdes semelhantes sao validas para a intersecao com o plano =z = k.
As equacoes
g(z,z) =0 e h(y,z)=0

também representam cilindros quadricos desde que g(x,z) = 0 e h(y, z) = 0 sejam equacdes de
conicas nos planos xz e yz, respectivamente.
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Exercicios Num éricos (respostas na pagina 634)

6.1.1. Reduzir cada uma das equacdes de forma a identificar a quadrica que ela representa e faca um
esbogo do seu gréafico:

(@) 422 — 22 + 22 =1 () 22 —9* =9
(b) 22 +y+22=0 (d) 422 —9y%* — 362 =0

6.1.2. Obtenha a equacao do lugar geométrico dos pontos equidistantes do plano 7 : © = 2 e do
ponto P = (—2,0,0). Que conjunto é este?

6.1.3. Obtenha uma equacao do lugar geométrico dos pontos que equidistam das retas

r: (z,y,2) = (0,—1,0) +¢(1,0,0) e s: (z,y,2) =(0,1,0) +¢(0,0,1).
Que lugar geométrico € este?

6.1.4. Determine a equacdo do lugar geométrico dos pontos P = (z,vy,z) tais que a soma das
distancias de P aos dois pontos (2,0,0) e (—2,0,0) é igual a 6. Que lugar geométrico é
este?

6.1.5. Determine a equagdo do lugar geométrico dos pontos P = (z,y, z) tais que o modulo da

diferenca entre as as distancias de P = (z,y, z) aos dois pontos (2,0,0) e (—2,0,0) é igual a
3. Que lugar geométrico € este?
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6.2 Superficies Cilindricas, C 0nicas e de Revolu¢ ao

6.2.1 Superficies Cilindricas

Uma superficie cilindrica & uma superficie que pode ser obtida quando uma reta, chamada
geratriz , se move paralelamente passando por uma curva fixa, chamada diretriz .
Suponhamos que a curva diretriz da superficie cilindrica 8 esteja no plano xy e tenha equagéo
neste plano dada por
flz,y) =0 (6.8)

e que as retas geratrizes sejam paralelas a um vetor que nao é paralelo ao plano xy, digamos V' =
(a,b,1). Seja P = (x,y, z) um ponto qualquer sobre 8 e P’ = (z/,4,0) um ponto do plano xy que

—
esta na reta geratriz que passa por P. O ponto (x,y, z) pertence a 8 se, e somente se, o vetor P’ P
é paralelo a V' e P’ € um ponto da curva diretriz, ou seja,

_>
P'P=XV e f(a,y) =0,

que € equivalente a
(v -2,y —y,2) = Ma,b,1) e f(z',y)=0.

Destas equacdes obtemos que A = z, 2’ = z —az e y = y — bz. Assim a equacdo da superficie
cilindrica 8 que tem curva diretriz no plano xy com equacéo (6.8) e retas geratrizes paralelas ao vetor
V =(a,b,1)é

flx —az,y—bz)=0.

Resultados analogos séo obtidos se a curva diretriz esta situada nos planos coordenados yz e
XZ.
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Figura 6.30: Superficie cilindrica
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423

Proposi¢c a0 6.1. Considere uma superficie cilindrica.

(a) Se a sua curva diretriz esta no plano zy com equacao neste plano dada por

flz,y) =0
e as retas geratrizes sdo paralelas ao vetor V' = (a, b, 1), entdo a sua equagdo é

flz —az,y —bz) = 0.

(b) Se a sua curva diretriz esta no plano yz com equacéo neste plano dada por

fly,z) =0
e as retas geratrizes sédo paralelas ao vetor V' = (1, b, ¢), entdo a sua equacdo é

fly—bx,z—cx)=0.

(c) Se a sua curva diretriz esta no plano zz com equacao neste plano dada por

f(z,2)=0

e as retas geratrizes sdo paralelas ao vetor V' = (a, 1, ¢), entdo a sua equacéo é

flx —ay,z —cy) =0.
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Figura 6.31: Superficie cilindrica com diretrizes paralelas ao vetor W = (1,2,3) e curva geratriz
2
¥ —4y=0,2=0
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Exemplo 6.1. Vamos determinar a equacao da superficie cilindrica que tem como curva diretriz no
plano xy a parabola de equagdo z? — 4y = 0 e retas diretrizes paralelas ao vetor W = (1, -2, 3).
Para obtermos um vetor que tem a 3% componente igual a 1 multiplicamos o vetor W por 1/3 obtendo
ovetor V = (1/3,—2/3,1) que também é paralelo as retas geratrizes. A equacdo da superficie &
entao

(x — 2/3)* —4(y +2y/3) = 0.

Consideremos o problema inverso, ou seja, uma superficie de equagao
F(z,y,2) =0
€ uma superficie cilindrica se puder ser escrita na forma

flx —az,y—bz)=0 ou f(y—bx,z—cxr)=0 ou f(zr—ay,z—cy) =0.

Exemplo 6.2. Vamos mostrar que a superficie de equacéo
=32+ 3y* + 2z +dyz + 22 =27
€ uma superficie cilindrica. Fazendo z = 0 obtemos a curva candidata a diretriz no plano xy

—32% 4+ 3y* =27
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Figura 6.32: Superficie cilindrica de equacdo —3z% + 3y? + 2vz + 4yz + 22 = 27

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Marco 2010



6.2  Superficies Cilindricas, C o6nicas e de Revolu¢ ao 427

Agora, substituindo-se x por x — a.z e y por y — Sz na equagéo da candidata a curva diretriz obtemos
—3(x — az)® + 3(y — B2)* = —32% 4 3y + 6axz — 68yz + (—3a* + 33?%)2* = 27.
Comparando-se com a equacgao da superficie obtemos que
a=1/3 e p=-2/3

Portanto a superficie € cilindrica com retas geratrizes paralelas ao vetor V' = (1/3,1,—2/3) e com
curva diretriz —3z2 + 3y = 27.

6.2.2 Superficies C 6nicas

Uma superficie ¢ 6nica é uma superficie que pode ser obtida quando uma reta se move de ma-
neira que sempre passa por uma curva fixa, chamada diretriz , e por um ponto fixo, chamado vértice ,
nao situado no plano da geratriz.

Suponhamos que a curva diretriz da superficie conica S esteja no plano z = ¢ e tenha equacao
neste plano dada por

flz,y) =0 (6.9)

e que o vértice esteja na origem O = (0,0,0). Seja P = (z,y,z) uma ponto qualquer de S e

P’ = (2',y/, ¢) o ponto da curva diretriz situado na reta que une P a origem. O ponto P pertence a 8
— —
se, e somente se, o vetor OP é paralelo a OP’ e P’ € um ponto da curva diretriz, ou seja,

— —
OP=)XOP e f(o,y)=0,
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Figura 6.33: Superficie conica
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gue € equivalente a

(z,y,2) = Az" ¢/ ,c) e f(a',y)=0.
Destas equacgdes obtemos que A\ = z/c, ' = cx/z ey = cy/z. Assim a equacdo da superficie
conica 8 que tem curva diretriz no plano z = ¢ com equacao (6.9) e vértice na origem é

=Yy —o.

zZ Z

Resultados analogos sao obtidos se a curva diretriz esta situada nos planos y = b e x = a.
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Proposi¢c a0 6.2. Considere uma superficie conica.

(a) Se a sua curva diretriz esta no plano z = ¢ com equacgao neste plano dada por

flz,y) =0

e 0 vértice esta na origem, entdo a sua equacgao é
cxr cy

f( ) ):0'

z Z

(b) Se a sua curva diretriz esta no plano = a com equacao neste plano dada por

fly,2)=0

e 0 vértice esta na origem, entdo a sua equacao é
ay az

f( ) ):0

r X

(c) Se a sua curva diretriz esta no plano y = b com equacao neste plano dada por

f(z,z)=0
e 0 vértice esta na origem, entdo a sua equacgao &
bx bz

f(y,y):().
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Figura 6.34: Superficie conica cuja curva diretriz &€ 22 — 2y = 0, z = 1.
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Exemplo 6.3. Considere a parabola situada no plano z = 1 de equacao

A equacao da superficie conica cuja curva diretriz & esta parabola e com vértice na origem O =
(0,0,0) é obtida trocando-se x por x/z e y por y/z na equacdo acima. Ou seja,

(2/2) = 2(y/2).

ou
z? = 2z,

Consideremos o problema inverso, ou seja, uma superficie de equacao
F(z,y,2) =0

é uma superficie conica com vértice na origem O = (0, 0, 0) se sempre que um ponto P = (x,y, z) #
(0,0,0) pertence a ela, entdo a reta que passa pela origem e por P esta contida na superficie.
Ou seja, se um ponto P = (z,y,2) # (0,0,0) satisfaz a equacdo da superficie, entdo o ponto
P’ = (Az, Ay, \z) também satisfaz, para todo A € R.
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Figura 6.35: Superficie conica de equagéo x2 — 3% + 422 = 0.
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Exemplo 6.4. A superficie de equacao
2? — P+ 422 =0,

é uma superficie conica com vértice na origem O = (0,0,0), pois se (z,y, z) satisfaz a equacgéo
acima, entdo também (Az, \y, \z), para todo A € R. Fazendo z = 1 obtemos a curva diretriz no
plano z = 1 de equacao

2> -y +1=0,

que é uma hipérbole.
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6.2.3 Superficies de Revolu¢ ao

Uma superficie de revolu¢ &ao € uma superficie que pode ser obtida pela rotagdo de uma curva
plana, chamada geratriz, em torno de uma reta fixa, chamada eixo (de revolu¢ ao), no plano da
referida curva. Cada ponto em cima da geratriz descreve uma circunferéncia em torno do eixo. Esta
circunferéncia é chamada paralelo da superficie e cada posicédo da curva geratriz € chamada secao
meridiana .

Se 0 eixo de revolucdo é o eixo z e uma curva geratriz que esta situada no plano yz tem equagao
neste plano dada por

fly,z) =0, (6.10)

entdo o paralelo que tem altura igual a z € uma circunferéncia de raio dado por r = \/x? + y2. Por
outro lado, um dos pares (7, z) ou (—r, z) satisfaz a equacdo (6.10), pois o paralelo intercepta o plano
yz nos pontos P’ = (0,r,z) e P = (0, —r, z). Assim o ponto P = (z,y, z) satisfaz a equacgéo

f(WVa2+y%2)=0 ou f(—v22+y%2)=0 (6.11)
Se uma curva geratriz que esta situada no plano xz tem equacgéo neste plano dada por
f@,2) =0, (6.12)

entdo o paralelo que tem altura igual a z € uma circunferéncia de raio dado por » = \/x2 + y2. Por
outro lado, um dos pares (7, z) ou (—r, z) satisfaz a equagdo (6.12), pois o paralelo intercepta o plano
xz nos pontos (7,0, z) e (—r, 0, z). Assim o ponto (x, y, z) satisfaz a equacéo

f(WVx?2+9y%2)=0 ou f(—vVz2+y%z2)=0 (6.13)

Resultados an&logos séo obtidos quando o eixo de revolucé@o € o eixo x e 0 eix0 y.
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Figura 6.36: Superficie de revolugcao em torno do eixo z
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Proposic ao 6.3. Considere uma superficie de revolucao.

(a) Se o seu eixo de revolucdo € o eixo z e a curva geratriz esta situada no plano £z com equacao
neste plano dada por f(z, z) = 0, entdo a equagéo da superficie &

flz,£vVy?+22) =0

e se a curva geratriz esta situada no semiplano zy com equacd@o neste plano dada por
f(z,y) = 0, entdo a equacéo da superficie é

fle, =92+ 22) =0

(b) Se o seu eixo de revolucdo é o eixo y e a curva geratriz estéa situada no plano yz com equacao
neste plano dada por f(y, z) = 0, entdo a equacéo da superficie &

[y, £Va? +2%) =0

e se a curva geratriz esta situada no plano zy com equacéo neste plano dada por f(x,y) = 0,
entao a equacao da superficie é

fly, £Va? +2%) =0

(c) Se o seu eixo de revolucdo é o eixo z e a curva geratriz esta situada no plano yz com equacao
neste plano dada por f(y, z) = 0, entdo a equacéo da superficie &

f(EV22+92,2) =0
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e se a curva geratriz esta situada no plano zz com equacéo neste plano dada por f(z, z) = 0,
entdo a equacao da superficie é

f(EVa?+y2,2)=0

Exemplo 6.5. (a) Considere a elipse situada no plano xz de equacgao neste plano dada por

2 22

2 + 2o 1.
A equacao da superficie de revolugdo gerada pela rotagdo desta elipse em torno do eixo z é
obtida trocando-se x por ++/x? + y? na equagao acima. Ou seja,

gue € a equacao de um elipsoide.

(b) Considere a hipérbole situada no plano xz de equagéo neste plano dada por

2 2P

——-—==1
a2  b?
A equacao da superficie de revolucao gerada pela rotacdo desta hipérbole em torno do eixo z
€ obtida trocando-se x por £+/22 + 12 na equacdo acima. Ou seja,
2 2 2
T z
L
a?  a? b?

que é a equacgdo de um hiperbolbide de uma folha.
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Figura 6.37: Elipsotide de revolucédo em torno do eixo z
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Figura 6.38: Hiperbolbide de uma folha de revolugdo em torno do eixo z
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(c) Considere a hipérbole situada no plano xy de equacéo neste plano dada por

2 2
vy _r _q.
a? b2

A equacdo da superficie de revolucdo gerada pela rotacdo desta hipérbole em torno do eixo y
€ obtida trocando-se = por £v/22 + 2?2 na equacéo acima. Ou seja,

que € a equacao de um hiperbolobide de duas folhas.

(d) Considere a parabola situada no plano xz de equacgao neste plano dada por
. T
Ta
A equacao da superficie de revolugcdo gerada pela rotacao desta parabola em torno do eixo z é

obtida trocando-se x por ++/x? + y? na equagdo acima. Ou seja,

Yy
FE AT
a a

que é a equacdo de um paraboloide eliptico.

(e) Considere a reta situada no plano xz de equacéo neste plano dada por

T
Z = —.
a
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Figura 6.39: Hiperbolbide de duas folhas de revolu¢do em torno do eixo y

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Marco 2010



6.2  Superficies Cilindricas, C 06nicas e de Revolug ao 443

X y

Figura 6.40: Paraboloide eliptico de revolucdo em torno do eixo z
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A equacao da superficie de revolucao gerada pela rotacdo desta reta em torno do eixo z é
obtida trocando-se x por ++/x2 + y2? na equacéo acima. Ou seja,

+ x2+y2
=
a

gue é equivalente a equacao

2 2
2 _ 7 Y

a?  a?
que é a equacdo de um cone circular.

Consideremos o problema inverso, ou seja, uma superficie de equacao
F(z,y,z)=0
€ uma superficie de revolugdo em torno de um dos eixos coordenados se as intercessodes da superficie
com planos perpendiculares ao referido eixo sao circunferéncias com centros no referido eixo.
Exemplo 6.6. A superficie de equacdo
2+ y* = (cos(mz) — 3/2)?

€ de uma superficie de revolucao, pois fazendo z = k obtemos a equacao de uma circunferéncia
neste plano

2 + y* = (cos(nk) — 3/2)?
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Figura 6.41: Cone eliptico de revolucdo em torno do eixo z
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Figura 6.42: Superficie de revolugio em torno do eixo z de equagéo 22 + y* = (cos(mz) — 3/2)?
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Exemplo 6.7. (2) Um elipsbide que tem dois dos seus parametros iguais € um elipsbide de
revolucdo. Por exemplo,

oy z
¥+—+$=1,

sdo equacodes de elipsoides de revolucdo. O primeiro, em torno do eixo z, 0 segundo, em torno
do eixo x e o terceiro, em torno do eixo y.

(b) O hiperbolbide de uma folha que tem os parametros iguais associados aos termos de sinal
positivo € um hiperbol6ide uma folha de revolugéo. Por exemplo,

ZL’2 y2 22_
rER R A
2 2 2

y: 22
—¥+b—2+b—2—1,
IZ 2 22
__y__|__—1’

sao equacles de hiperbolbides de uma folha de revolugdo. O primeiro, em torno do eixo z, o
segundo, em torno do eixo x e o terceiro, em torno do eixo y.
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(c) O hiperbolbide de duas folhas que tem os parametros iguais associados aos termos de sinal
negativo & um hiperbol6ide duas folhas de revolugcédo. Por exemplo,

2y 2 :
a @ 2
2 22 :
a2 v o
2 22
— ]_,

a?  b?  a?
sdo equacdes de hiperbolbides de duas folhas de revolucdo. O primeiro, em torno do eixo z, o
segundo, em torno do eixo x e o terceiro, em torno do eixo y.

(d) O cone circular de equagéo
9 $2 y2

pode ser obtido pela rotagdo da reta situada no plano xz de equagdo z = £ em torno do €ixo z.
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Exercicios Num éricos
6.2.1. Dadas as equacOes da curva diretriz e um vetor paralelo as retas geratrizes determine a
equacao da superficie cilindrica
(@ y*=4dx,2=0eV =(1,-1,1) © 22—y*=1,2=0eV =(0,2,-1)
(b) 22+22=1,y=0eV =(2,1,—-1) d) 42> +2°+42=0,y=0eV = (4,1,0)
6.2.2. Mostre que cada uma das equacdes representa uma superficie cilindrica e determine a equacao
da curva diretriz e um vetor paralelo as retas geratrizes
(@) 22 +1y? +222 + 202 —2yz =1 (€) 1722 42y* + 2% —8xy—622—2 =0
(b) 22 +y+522+2xz+4yz —4=0 (d) zz+2yz—1=0
6.2.3. Dadas as equacgdes da curva diretriz determine a equacgao da superficie cénica que tem vértice
na origem O = (0,0, 0).
(@ 22 +y*=4ez=2 Cy=2*ez=2
b) zz=1ey=1 (d) 22 —422 =4ey=3
6.2.4. Mostre que cada uma das equacgdes representa uma superficie cbnica com vértice na origem
O = (0,0,0) e determine a equagdo de uma curva diretriz
(@) 22 — 2> +422 =0 (c) 8y* —yz* =0
(b) 423 — 2%y =0 (d) 2y + 2z +yz =0
6.2.5. Determine a equacéo da superficie de revolugdo gerada pela rotacdo da curva dada em torno

do eixo especificado.
(@) 922 + 4y?> = 36 e z = 0 em torno do eixo y (c) yz=1ex =0emtorno do eixo z
(b) 22 =222 +42 =6ey=0emtornodoeixox (d) z=e”ey = 0emtorno do eixo z
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6.2.6. Mostre que cada uma das equacoes representa uma superficie de revolugdo e determine o seu
eixo de revolucdo e a equacao de uma curva geratriz
(@ 22 +1y>—23=0 () 0 —a2—-22=0
(b) 22+ 22 =4 (d) 22y? + 2222 =1

Exercicios Te Oricos

6.2.7. Mostre que conjunto dos pontos do espaco que satisfazem uma equacéo da forma

flx,y) =0 ou f(z,2)=0 ou f(y,2)=0

representa uma superficie cilindrica que tem retas geratrizes paralelas ao eixo cuja variavel
nao aparece na equacao. Equacao esta que é também a equacdo da curva diretriz no plano
coordenado correspondente as variaveis que aparecem na equagao.

6.2.8. Mostre que a equacdo de uma superficie conica com vértice num ponto Py = (g, Yo, 20) €
curva diretriz situada no plano z = ¢ com equagéo f(x,y) =0é

C— 2 cC— 2
(x—l’o)a%‘f‘
zZ— 20 Z— 20

f <$0 + (y — yo)) =0.
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6.3 Coordenadas Cilindricas, Esf éricas e Equac des Pa-
ram étricas

6.3.1 Coordenadas Cilindricas

Até agora vimos usando o chamado sistema de coordenadas cartesianas , em que um ponto no
espaco € localizado em relagéo a trés retas fixas perpendiculares entre si. Vamos definir um outro
sistema de coordenadas chamado de sistema de coordenadas cilindricas  em que um ponto do
espaco € localizado em relacao a duas retas (usualmente o eixo z e 0 eixo x do sistema cartesiano)
e um ponto (usualmente a origem O do sistema cartesiano).

No sistema de coordenadas cilindricas um ponto no espacgo é localizado da seguinte forma.
Passa-se por P uma reta paralela ao eixo z. Seja P’ o ponto em que esta reta intercepta o plano
xy. Sejam (7, 6) as coordenadas polares de P’ no plano xy. As coordenadas cilindricas do ponto P
sdo as coordenadas polares de P’ juntamente com a terceira coordenada retangular, z, de P e sdo
escritas na forma (r, 0, z).

Segue facilmente as relacdes entre as coordenadas cartesianas e as coordenadas cilindricas.

Proposic @o 6.4. Suponha que o polo e o eixo polar do sistema de coordenadas polares no plano zy
coincidem com a origem e o eixo z do sistema de coordenadas cartesianas no plano zy, respecti-
vamente. Entdo a transformacéo entre os sistemas de coordenadas cilindricas e o de coordenadas
cartesianas podem ser realizadas pelas equacdes

r=rcosf e y=rsend
r=a? vyt
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N

Figura 6.43: Coordenadas cilindricas e cartesianas de um ponto P no espaco
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COSQZL e senf = Y

se 22+ 1> #0
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Exemplo 6.8. Vamos determinar a equacédo em coordenadas cilindricas do parabol6ide eliptico de
equacao
2 +y? = a’z.

Substituindo = por r cos # e y por sen # obtemos

Exemplo 6.9. Vamos determinar a equagao em coordenadas cilindricas do parabol6ide hiperbolico
de equacéo

=y =a"z.
Substituindo = por r cos f e y por sen # obtemos

r? cos 20 = a’z.

Exemplo 6.10. Vamos determinar a equagdo em coordenadas cartesianas da superficie cuja
equacao em coordenadas cilindricas é
r=asenfb.

Multiplicando-se ambos os membros da equacao por r obtemos
r? = arsend.
Como r? = 22 + 3% e rsen § = y, entdo obtemos
v’ +y* = ay,
que é a equacao de um cilindro gerado pela circunferéncia no plano xy de equacdo em coordenadas

polares é r = asen #, ou seja, uma circunferéncia com raio a/2 e centro no ponto cujas coordenadas
cartesianas séo (0, a/2).

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Marco 2010



6.3 Coordenadas Cilindricas, Esf éricas e Equac des Param étricas 455

X y

Figura 6.44: Paraboloide eliptico de equac&o em coordenadas cilindricas r? = a’z
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Figura 6.45: Paraboloide hiperbolico de equacdo em coordenadas cilindricas 72 cos 20 = a?z
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Figura 6.46: Cilindro circular de equagédo em coordenadas cilindricas r = a sen 6
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6.3.2 Coordenadas Esf éricas

Vamos definir um outro sistema de coordenadas chamado de sistema de coordenadas esf éricas
em gue um ponto do espaco é localizado em relagdo a duas retas (usualmente o eixo z e 0 eixo x do
sistema cartesiano) e um ponto (usualmente a origem O do sistema cartesiano).

No sistema de coordenadas esféricas um ponto no espaco € localizado da seguinte forma. Passa-
se por P uma reta paralela ao eixo z. Seja P’ o ponto em que esta reta intercepta o plano xy. Seja f a
segunda coordenada polar de P’ no plano xy. As coordenadas esféricas do ponto P s&o a distancia

*) —
de P a origem, r = dist(P,O), o angulo, ¢, entre os vetores OP e k = (0,0,1) e a segunda
coordenada polar de P, . As coordenadas esféricas de um ponto P sdo escritas na forma (7, ¢, 0).
Segue facilmente as relagdes entre as coordenadas cartesianas e as coordenadas esféricas.
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N

Figura 6.47: Coordenadas esféricas e cartesianas de um ponto P no espago

Marco 2010

Reginaldo J. Santos



460 Superficies e Curvas no Espacgo

Proposi¢c @o 6.5. Suponha que o polo e o eixo polar do sistema de coordenadas polares no plano zy
coincidem com a origem e o eixo z do sistema de coordenadas cartesianas no plano zy, respecti-
vamente. Entdo a transformacédo entre os sistemas de coordenadas esféricas e o de coordenadas
cartesianas podem ser realizadas pelas equacoes

r=rsen¢cost, y=rsengsenf e z=1cose

24,2
r=+\2x2+y>+ 22, tangb:x—w, se z # 0, gb:g, se z =0,
z

x
cosf) = ———— e senf = y

se 22 + y* #£ 0.

Exemplo 6.11. Vamos determinar a equacdao em coordenadas esféricas do parabol6ide eliptico de

equacao

2+ y2 =a’z.

Substituindo z por r sen ¢ cos 6, y por r sen ¢ sen f e z por r cos ¢ e dividindo por r obtemos

rsen® ¢ = a® cos ¢.
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X y

Figura 6.48: Paraboloide eliptico de equac&o em coordenadas esféricas r sen? ¢ = a? cos ¢

Marco 2010 Reginaldo J. Santos



462 Superficies e Curvas no Espacgo

Figura 6.49: Paraboloide hiperbolico de equacio em coordenadas esféricas r sen? ¢ cos 20 = a? cos ¢
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Exemplo 6.12. Vamos determinar a equacao em coordenadas esféricas do parabolbide hiperbolico
de equacéao
2 —y® = a’z.

Substituindo = por r sen ¢ cos 6, y por r sen ¢ sen f e z por r cos ¢ e dividindo por r obtemos

rsen? ¢ cos 20 = a® cos ¢.

Exemplo 6.13. Vamos determinar a equacdo em coordenadas cartesianas da superficie cuja
equacao em coordenadas esféricas é
rsen ¢ = a.

Elevando-se ao quadrado a equacédo acima obtemos

r?sen? ¢ = a’.

Substituindo-se sen? ¢ por 1 — cos? ¢ obtemos

r? —r?cos® ¢ = a’.

como r? = 22 + y?® + 2% e r cos ¢ = z, entdo obtemos
2

2?42 = a2,

que é a equacgdo de um cilindro circular.
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Figura 6.50: Cilindro circular de equacdo em coordenadas esféricas rsen ¢ = a
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6.3.3 Equacdes Param étricas de Superficies

Seja
F(z,y,2) =0 (6.14)

a equacao de uma superficie 8 em coordenadas retangulares. Sejam x,y e z fungdes de um par de
variaveis (s,t) numa regido, R, do plano, ou seja,

x = f(s,t), y=g(s,t) e z=h(st), paratodo (s, t) € R. (6.15)

Se para quaisquer (s,t) € R, os valores de x,y e z determinados pelas equacdes (6.15) satisfa-
zem (6.14), entdo as equacgdes (6.15) sdo chamadas equag 6es param étricas da superficie S e as
variaveis independentes s e ¢t sdo chamadas parametros . Dizemos também que as equacoes (6.15)
formam uma representa¢ ao param étrica da superficie 8.

Exemplo 6.14. Seja a um namero real positivo fixo. A esfera de equacao
2+ y2 + 22 =42 (6.16)
pode ser representada parametricamente pelas equacoes
T =asenscost, y=asenssent € 2z =acoSs (6.17)

para todo s € [0, 7] e para todo ¢ € [0,27]. Pois elevando ao quadrado cada uma das equacdes
(6.17) e somando os resultados obtemos

r? + y2 + 2?2 = a*sen’scos’t + a’sen’® ssen’t + a® cos® s

= a”sen”s(cos’t +sen’t) + a’ cos® s = a’.
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Figura 6.51: Esfera de equacdo 22 + 3> + 2° = a*
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A esfera definida por (6.16) pode também ser representada parametricamente por
r=s, y==t e z:m, (6.18)
para todo par (s, t) pertencente ao circulo de raio a. Ou ainda por
r=s, y=t e z=—Va®>—s>—1? (6.19)

para todo par (s,t) pertencente ao circulo de raio a. Apenas que com (6.18) obtemos somente a
parte de cima da esfera e com (6.19) obtemos somente a parte de baixo.

Exemplo 6.15. O elipsbide de equacao

2

x? y z
_2+b_+_2:1 (6.20)
pode ser representada parametricamente pelas equacoes
r=asenscost, y=bsenssent e 2z = ccoss (6.21)

para todo s € [0, 7] e paratodo ¢ € [0, 27]. Pois elevando ao quadrado e dividindo por a? a primeira
equacdo em (6.21), elevando ao quadrado e dividindo por b a segunda equagéo em (6.21), elevando
ao quadrado e dividindo por b? a terceira equacéo em (6.21) e somando os resultados obtemos

.TQ y2 22
—+Z i + Z = sen?scos’t + sen® ssen’t + cos® s

= sen?s(cos?t +sen’t) + cos® s = 1.

Marco 2010 Reginaldo J. Santos



468 Superficies e Curvas no Espacgo

Figura 6.52: Elipsoide
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Figura 6.53: Hiperbolbide de uma folha
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Exemplo 6.16. O hiperbolbide de uma folha de equacao

2 2 2
R TE
¥+b—2—c—2:1 (6.22)

pode ser representado parametricamente pelas equacoes
xr =asecscost, y=bsecssent e z=ctans, (6.23)

para todo s € [0,27], s # 7/2,37/2 e para todo ¢t € [0, 27]. Pois elevando ao quadrado e dividindo
por a? a primeira equacéo em (6.23), elevando ao quadrado e dividindo por b? a segunda equacéo em
(6.23), somando os resultados e subtraindo do quadrado da terceira equacao em (6.23) dividida por
c? obtemos
2 2 2
$—2 + vz sec? scos® t + sec’ ssen’t — tan® s
a b2 2

= sec’s(cos®t +sen’t) — tan®s = 1.

Usando as funcdes hiperbolicas, o hiperbolbide de uma folha definido por (6.22) pode, também,
ser representado parametricamente, por

x =acoshscost, y=0bcoshssent e 2z =csenhs, (6.24)

para todo s € R e paratodo ¢ € [0,27]. Pois elevando ao quadrado e dividindo por a® a primeira
equacdo em (6.24), elevando ao quadrado e dividindo por b? a segunda equacéo em (6.24), somando
os resultados e subtraindo do quadrado da terceira equacdo em (6.24) dividida por ¢ obtemos

2?2 2
4+ -2 = cosh®s cos®t + cosh®s sen?t — senh? s
a?  b? 2

— cosh? s (cos®t +sen?t) — senh® s = 1.
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Figura 6.54: Paraboloide eliptico
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Exemplo 6.17. O parabol6ide eliptico de equagao

.1‘2 y2
==+ (6.25)

pode ser representado parametricamente pelas equacdes
r=ascost, y=bssent e z=s> (6.26)

para todo s € [0,+o00) e para todo ¢ € [0,2n]. Pois elevando ao quadrado e dividindo por a* a
primeira equacdo em (6.26), elevando ao quadrado e dividindo por b? a segunda equacéo em (6.26),
somando os resultados e subtraindo da terceira equacéo em (6.26) obtemos

2 2
z Y 2

—+——z = s?cos’t+ s?sen?t — s?

= s%(cos®t +sen’t) — 5% = 0.

6.3.4 Equacdes Param étricas de Curvas no Espaco

Ja estudamos a representacdo paramétrica de uma curva no plano. Este conceito pode ser esten-
dido a curvas no espacgo. Sejam z, y e z fungdes de uma variavel t em um subconjunto, J, do conjunto
dos nameros reais, R, ou seja,

x=f(t), y=g(t) e z=h(t), paratodot € J. (6.27)

Quando ¢ assume todos os valores em J, o ponto P(t) = (f (), g(t), g(t)) = f(t)i + g(t)] + h(t)k
descreve uma curva C no espaco. As equacdes (6.27) sdo chamadas equac 6es param étricas de C.
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A representacao paramétrica de curvas no espaco também tem um papel importante no tracado de
curvas pelo computador. Ja vimos um exemplo de representacdo paramétrica de curvas no espaco
guando estudamos a reta no espaco.

Exemplo 6.18. Considere a curva parametrizada por

r=acost, y=bsent e z=ct, paratodot € R.

Vamos eliminar ¢ nas duas primeiras equacdes. Para isso elevamos ao quadrado as duas primeiras
equacdes, dividimos a primeira por a?, a segunda por b*> e somamos obtendo

Portanto a curva esta contida em um cilindro eliptico. Esta curva & chamada hélice .

Exemplo 6.19. Vamos determinar uma parametrizacdo para a curva obtida da intersecao do cone de
equacdo 22 + y?> = z? comoplanoy — z = V2. Uma parametrizacdo para o cone €

T =scost, y=ssent e z=a,.

Vamos usar a equacao do plano para eliminar s na parametrizacdo do cone. Substituindo-se a
parametrizacdo do cone na equacao do plano obtemos

ssent—s:\@.

Assim,
V2

§ = ————.
sent — 1
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VaY

Figura 6.55: Hélice
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Portanto,

\/icost \/§sent \/§

— — e _
T sent—1 YT sent—1 T sent—1
parat € (—m/2,7/2) € uma parametrizagdo para a curva.
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Figura 6.56: Curva obtida pelo corte do cone 2% 4 3> = 2% pelo plano y — z = V2
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Exercicios Num éricos (respostas na pagina 643)
6.3.1. Encontre uma equacéo em coordenadas cilindricas da superficie cuja equacéo em coordenadas
cartesianas é dada
(@) 22 +1y? +42° =16 (c) 2% —y? = 322
(b) 2> —y* =9 (d) 2% +y* = 2*
6.3.2. Encontre uma equacao em coordenadas esféricas da superficie cuja equacao em coordenadas
cartesianas é dada
(@) 22 +9y?> +22 =92 © 2> +y*=9
(b) 2%+ y? = 22 d) 22 +9y? =22
6.3.3. Encontre uma equac¢ao em coordenadas cartesianas da superficie cuja equacao em coordena-
das cilindricas é dada
(@ r=4 (€) r?cos20 = 23
(b) r = 3cosf (d) 2%*senf =3
6.3.4. Encontre uma equac¢ao em coordenadas cartesianas da superficie cuja equacao em coordena-
das esféricas é dada
(@ p=m/4 () r=2tanf
(b) » =9sec o (d) » =6sen¢senf + 3 cos ¢
6.3.5. Determine representacdes paramétricas para as seguintes superficies:
2?2 22 -
@ -+ -5=1 (d)f(wy) 0
2y (e) f( )
b) z2=—-—=+ 5
K (M) f(\/ +y%,2) =0
© 2=5+2% @ flz—azy—1bz)=0.
a b?
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6.3.6. Mostre que a clbica retorcida
T =1, y:t2 e z=1t
2

esta contida no cilindro de equagado y = z~.

6.3.7. Mostre que a hélice cbnica
x=+tcost, y=tsent e z=1

esta contida no cone de equacdo 2% = z% + y>.

6.3.8. Determine uma parametrizacdo para a curva obtida da intersecdo do cilindro de equacao
22 + y> =1comoplanoy + z = 2
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Capitulo 7

Mudanca de Coordenadas

7.1 Rotacao e Transla¢ ao

*)
Se as coordenadas de um ponto P no espaco séo (z, y, z), entdo as componentes do vetor O P

também sdo (z,y, z) e entdo podemos escrever

H
OP = (z,y,2)=(2,0,0) 4 (0,y,0) + (0,0, 2)
= 2(1,0,0) +y(0,4,0) + 2(0,0,1) = wi + yj + 2k,

em que i = (1,0,0), j = (0,1,0) e k= (0,0,1). Ou seja, as coordenadas de um ponto P s&o
—)

iguais aos escalares que aparecem ao escrevermos O como uma combinacao linear dos vetores

479
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Mudanca de coordenadas

— - = -
Figura7.1: OP= zi +yj + zk

Figura 7.2: Dois sistemas de coordenadas
ortogonais {O, i, j, k} e {O', Uy, Uy, Us}
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candnicos. Assim, o ponto O = (0,0,0) e os vetores i ]’e i determinam um sistema de coordena-
das ortogonal, {O,Zf, Ig} Para resolver alguns problemas geométricos € necessario usarmos um
segundo sistema de coordenadas ortogonal  determinado por uma origem O’ e por vetores U, U,
e Us unitarios e mutuamente ortogonais.* Por exemplo, se O’ = (2,3/2,3/2), U; = (v/3/2,1/2,0),
Uy = (—1/2,4/3/2,0) e Us = (0,0,1) = k, entdo {O', Uy, U, Us} determina um novo sistema de
coordenadas: aquele com origem no ponto (), cujos eixos z’, 1’ e 2’ sé@o retas que passam por O’
orientadas com os sentidos e dire¢cdes de Uy, U; e Us, respectivamente.

As coordenadas de um ponto P no sistema de coordenadas {O’, Uy, U,, U3} é definido como
—

sendo os escalares que aparecem ao escrevermos O’ P como combinagéo linear dos vetores Uy, Us
e Us, ou seja, se

—

O,P: ZL‘/U1 + y'UQ + Z,Ug,
entdo as coordenadas de P no sistema {O’, Uy, Us, U3} sdo dadas por

I/

[Plioovausy = | ¥
Z/

N
Vamos considerar inicialmente o caso em que O = O’. Assim, se OP= (z,y, z), entdo 2'U; +y'Us +

—
Z'Us =0 P pode ser escrito como

i i
(LU Us) |y | =]y
Z z

*Em geral, um sistema de coordenadas (ndo necessariamente ortogonal) é definido por um ponto O’ e trés vetores
V1, V5 e V3 ndo coplanares (ndo necessariamente ortogonais e unitarios) (veja o Exercicio 7.1.6 na pagina 493).
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Multiplicando-se a esquerda pela transposta da matriz () = [ U; U, U3 |, obtemos

Ut ' Ui T
Uy | (Ui Us] |y | = | Us y
Ul -4 Ul z

Mas, como Uy, U; e Us sao unitarios e mutuamente ortogonais, entao

Ut UtU, UU, UtU, Uy Uy U -Us Uy-Us
QQ=|UL | [0, U, U] = | UL, U, Us | = | Up- Uy U Uy Up-Us | = I
Ul UL, ULU, ULU, Uy Uy Us-Up Us-Us

Assim, a matriz Q = [U; U, U3 ] € invertivel e Q' = Q'. Desta forma as coordenadas de um ponto
P no espaco em relagdo ao sistema {O, Uy, Us, U} estdo bem definidas, ou seja, 2/, y' e 2’ estdo
unicamente determinados e sao dados por

T T
[P]{O,Ul,Uz,Ug,} =y | = Qt Yy | = Qt[P]{o,Z,j,E}‘
Z z

Também no plano temos 0 mesmo tipo de situagao que é tratada de forma inteiramente analoga.

As coordenadas de um ponto P no plano em relacédo a um sistema de coordenadas {O’, Uy, U, }, em

que U; e U, sao vetores unitarios e ortogonais, € definido como sendo os escalares que aparecem
—

ao escrevermos O’ P como combinacdo linear de U; e Us, ou seja, se

—
O/P: l'lUl + y/UQ,
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entdo as coordenadas de P no sistema {O’, Uy, U, } séo dadas por

.CE/
[P]{O’,Ul,UQ} = |: y, :| .

—
Vamos considerar, também no plano, inicialmente o caso em que O = O'. Assim, se OP= (z,v),

.
entdo x'U; + y'Us, =0 P pode ser escrito como

wel[y ][]

Multiplicando-se a esquerda pela transposta da matriz () = [ U; U, |, obtemos

U! z’ Ut T

U- = ! .
[Ué}wl 2][1/ U; ] Ly
Novamente, como U; e U, sao unitarios e mutuamente ortogonais, entao

in_ [ UL (U U _[U-Un U0y
QQ_[Ug e /7 A Il WA A A B

Assim, a matriz Q = [U; U, ] & invertivel e Q~! = Q'. Desta forma as coordenadas de um ponto P

no plano em relagdo a um sistema de coordenadas {O, Uy, U, } estdo bem definidas, ou seja, =’ e i/
estdo unicamente determinados e sao dados por

[Pliouvsy = { i: ] = Q' [ z ] = Q'[Pli0,51,E5}
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emque £, = (1,0) e E5 = (0,1). Observe que, tanto no caso do plano quanto no caso do espaco, a
matriz () satisfaz, Q—' = Q. Uma matriz que satisfaz esta propriedade é chamada matriz ortogonal .

Exemplo 7.1. Considere o sistema de coordenadas no plano em que O’ = O e U, = (v/3/2,1/2) e
Uy, = (=1/2,/3/2). Se P = (2,4), vamos determinar as coordenadas de P em relagdo ao novo
sistema de coordenadas. Para isto temos que encontrar z’ e ¢/ tais que

— —
ZL‘/Ul + y'UQ :O/P:OP,

ou
7' (V3/2,1/2) + 9/ (—1/2,/3/2)

A equacao acima é equivalente ao sistema linear

{Wﬁ/w — 2y =2
(/2 + (V3/2)y =4

s sl

x’ 2
o[y 1-17]
em que (Q = [ U; Uy | com U; e U, escritos como matrizes colunas. Como

V3/2 —1/2 } { V3/2  1)2 } .
1/2 V3/2 || —1/2 V3/2 | 7%

(2,4)

ou

ou ainda,

QtQZ[
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entao as coordenadas de P em relacdo ao novo sistema de coordenadas sao dadas por
P _o]?] - utll2] [v3/2 127[2] [ 2+V3
on.uz = 40 US| 4] | —1/2 VB2 4] | 2v3-1]°

Exemplo 7.2. Considere o0 mesmo sistema de coordenadas do exemplo anterior, mas agora seja
P = (z,y) um ponto qualquer do plano. Vamos determinar as coordenadas de P em relagcdo ao
novo sistema de coordenadas. Para isto temos que encontrar 2’ e 1/ tais que

— —
I/Ul + y’Ug :O/P:OP,

ou
'(V3/2,1/2) +4/(=1/2,V/3/2) = (2.y)

A equacdo acima é equivalente ao sistema linear nas variaveis z’ e ¢/
V3/2 =122 ] [«
1/2 V32 |y | |y’

oy ]=17]

em que @ = [ Uy U, | com U; e U, escritos como matrizes colunas. Como Q'Q) = I, entdo as
coordenadas de P em relagdo ao novo sistema de coordenadas sao dadas por

[P]{O,Ul,Uz}:Qt[i]:{gﬂ {i]:{fg \/%g} [i]:[((—\ff:;é/%??}

ou
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y

=
N

e \ |

Figura 7.3: Coordenadas de um ponto P em dois sistemas
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Exemplo 7.3. Vamos agora considerar um problema inverso aqueles apresentados nos exemplos
anteriores. Suponha que sejam validas as seguintes equacdes

ou equivalentemente

/
T ~ .
entre as coordenadas [ J } de um ponto P em relagdo a um sistema de coordenadas {O, U, Us} e

as coordenadas de P, [ z ] , em relacdo ao sistema de coordenadas original {O, E; = (1,0), Ey =
(0,1)}. Queremos determinar quais séo os vetores U; e Us.
1 .
Os vetores U; e U, da nova base possuem coordenadas [ 0 } e { (1) } respectivamente, em

relacdo ao novo sistema de coordenadas, {O,U;,Us}. Pois, Uy = 1U; +0Us e Uy = 0U; +
1 Us. Queremos saber quais as coordenadas destes vetores em relagdo ao sistema de coordenadas
original, {O, E; = (1,0), E» = (0,1)}. Logo,

L 2774 [
| VB V5 | V6
[ L 2 ] [ 2
no- |8 _E Y] -1 A
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Ou seja, U; e U, séo as colunas da matriz () = [

Shsi-
|
Sl

7.1.1 Rotacao

Suponha que o novo sistema de coordenadas {O,U;,U,} seja obtido do sistema original
{O0,E, = (1,0), E5 = (0,1)} por uma rotacdo de um angulo #. Observando a Figura 7.4, obte-
mos

U = (cosf,send)
Uy = (—senb,cosb)
seja P = (x,y) um ponto qualquer do plano. Vamos determinar as coordenadas de P em relagéo

ao novo sistema de coordenadas. Para isto temos que encontrar =’ e 3/ tais que
/ / s
X U1 + Yy U2 =0P .

A equacdo acima é equivalente ao sistema linear

(cosf)x’ — (senb)y ==z 7.1)
(senf)z’ + (cosO)y =y '
ou
RyX = P,
em que Ry = cosf —senf eP=|"|. Asolucdo é dada por
g 7 | send  cosh oy | ¢ P

{Z}:RelszZP:{ cos 6 Senﬁ} [x}

—senf cost Y
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y y ‘
/EJ] _ x
U2 9 A
RS cosf U
/ W\ |y
/ 8 >
g
y/ 6 -
N 1}
| - | -
T I -
' —senf \Ey X
\

Figura 7.4: Rotacdo de um angulo ¢
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O sistema de coordenadas que aparece nos dois primeiros exemplos desta secdo podem ser

obtidos por uma rotacdo de um angulo # = 7/6 em relacdo ao sistema original.
A matriz Ry € chamada matriz de rota¢ ao.

7.1.2 Transla¢ ao

Vamos considerar, agora, o caso em que O" # O, ou seja, em que ocorre uma translag do dos

eixos coordenados.
Observando a Figura 7.5, obtemos

O'P=0P — 00 .
Assim, se OO'= (h, k), entéo

O'P=(2',yf) = (2.) — (hok) = ( — hy — k)

Logo, as coordenadas de PP em relagdo ao novo sistema sao dadas por

x! x—h
[P]{o/,El,EQ} = [ y ] = [ y—k ] .

O eixo x’ tem equagdo ¢y = 0, ou seja, y = keoeixoy’, 2’ = 0, ou seja, x = h.

(7.2)

(7.3)
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y A A

O/

<Y

Figura 7.5: Coordenadas de um ponto PP em dois sistemas (translacao)
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Exercicios Num éricos (respostas na pagina 646)

7.1.1. Encontre as coordenadas do ponto PP com relacdo ao sistema de coordenadas 8, nos seguintes
casos:

(@ 8= {Oa (1/\/57 _1/\/5)7 (1/\/57 1/\/5)} epP = (173);
(b) 8 ={0,(1/v2,-1/4/2,0),(0,0,1),(1/v2,1//2,0)} e P = (2, —1,2);

7.1.2. Encontre o ponto P, se as coordenadas de P em relagcdo ao sistema de coordenadas 8, [P]s,

sao:
[ 2
(@ [Pls=| | |.emaque8 ={0,(-1/v2,1/v2).(1/v2,1/V2)}.
[ —1
) [Pls=| 1 |,emque8={0,(0,1/v2,-1/v?2),(1,0,0),(0,1/v2,1/v2)};
2
T
7.1.3. Sejam [P]gx = | y | as coordenadas de um ponto P em relagdo ao sistema de coordenadas
z
x/
R={0,i.j,k}e[Pls= | ¥ |,emrelagio ao sistema de coordenadas $ = {O, U, Uy, Us}.
Z/

Suponha que temos a seguinte relacao:
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x 1 0 0 x
y | =10 1/2 —/3/2 Y
z 0 v3/2 1/2 2

Quais sao os vetores Uy, Uy e Us?

i

7.1.4. Determine qual a rotacao do plano em que as coordenadas do ponto P = (\/5, 1) sédo [

Exercicios Te o6ricos
7.1.5. Mostre que R91R92 = R91+92.

7.1.6. Definimos coordenadas de pontos no espaco em relagdo a um sistema de coordenadas por
um ponto O’ e trés vetores ndo coplanares V7, 1V, e V3 da mesma forma como fizemos quando
0s vetores sao unitarios e mutuamente ortogonais. As coordenadas de um ponto P no sis-

tema de coordenadas {O’, V, V5, V3} é definido como sendo os escalares que aparecem ao
—

escrevermos O’ P como combinacéo linear dos vetores Vi, V5 e Vs, ou seja, se

_)
O/P: x/‘/l +y/‘/2 +ZI‘/3’

entdo as coordenadas de P no sistema {O’, V}, V5, V3} sdo dadas por

a:,/

[Pliorvivesy = | ¥
Z/

/
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— —

Assim, se O'P= (z,y, z), entdo z'V; + 3V, + 2'V3 =0’ P pode ser escrito como

/

x T
(ViVaVa] |y | =1y
2 z

() Mostre que a matriz @ = [V} V5 V3] € invertivel.

(b) Mostre que as coordenadas de um ponto P no espaco em relacdo ao sistema
0", V1, Vs, V3} estdo bem definidas, ou seja, 2/, 3/ e 2’ estdo unicamente determinados
Y
e sao dados por

xXr xXr
Plioviww =¥ | =Q7 | v | =Q  [Plsin
Z z
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7.2 Identifica¢c ao de Conicas

Vamos determinar um angulo 6 tal que uma rotacéo de 6 elimina o termo xy na equacgao

az® +bry+cy? +dr+ey+ f=0 (7.4)
transformando-a em
da? +dy?+da + ey + f =0. (7.5)
Ou seja, fazendo a mudanca de coordenadas em (7.4) dada por
x cosf —senf x’
[y} N [sen& COSQ‘| {y'} (7:6)

para um angulo ¢# adequado, obtemos a equacao (7.5).
A equacdao (7.4) pode ser escrita na forma

X'AX + KX+ f =0, (7.7)
a b/2 x
emque A = b2 e | K = [ d e } e X = y | Fazendo a mudanca de coordenadas dada
/
por (7.6) (ou seja, X = RyX',emque X' = z, ) em (7.7) obtemos a equagao
X'"BX' +K' X'+ f =0,
a /2 t / . : .
em que B = N RiARje K' = [ d' ¢ | = KRy. Agora, como a inversa de Ry é

R}, entdo a matriz identidade I, = R}, Ry e dai podemos deduzir que
det(B — \,) = det(RyARy — \) = det(RY ARy — AR, Ry)
= det(RY(A — M) Ry) = det(RY) det(A — Ay) det(Ry) = det(A — AI).
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Assim, escolhido 6 de forma que b’ = 0," obtemos que

/_
det(A — A\Ib) = det(B — \I,) = det [ " A C,EA} — (A —d)A— ).

Logo, os coeficientes a’ e ¢’ sédo as raizes da equagdo de 2° grau

p(\) = det(A — AI5) = det { a&; be 2A } =0 (7.8)

Vamos, agora, determinar o angulo 6. Observe que a matriz Ry é tal que
B = R,ARy.
Multiplicando-se a esquerda pela matriz Ry, obtemos

RyB = ARy.
cosf) —send cos 6 —send
ARQ_A{seHG COSH:|_|:A{SGHH:| A[ COSGH’

, | cos6 , | —senf
= |a c
sen @ cos
TDeixamos como exercicio a verificacdo de que sempre existe um angulo 6 tal que a mudanca de coordenadas dada
por X = RpX' étalqued’ =0

Por um lado,

por outro lado

o

RyB =

~

[ cosf —senf } [ a

sen 6 cos 0

@
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~ - ~ . 01,
Como RyB = ARy, entdo segue-se das das duas Ultimas equagdes acima que U; = [ SCOS ] é tal

enf
que
AU1 = CLIUl
Mas, esta equacao pode ser escrita como
AUl = a’IQUl
ou
(A - a’IQ)Ul = (_)

Logo, U; € uma solugédo de norma igual a 1 do sistema linear
(A - CLIIQ)X = (_)

—send

elz = os 6
componente.
Portanto, com a mudanca de coordenadas dada por X = RyX', emque Ry = [ U; U, |, a
equacao (7.4) se transforma em (7.5). Os vetores U; e U, dao a direcdo e o sentido dos novos eixos
x’ey’.
Vamos resumir no proximo resultado o que acabamos de provar.

} é obtido de U, trocando-se as componentes de posicao e depois o sinal da 12
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Uy

Figura 7.6: Elipse do Exemplo 7.4
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Teorema 7.1. Considere a equacao
az® 4+ bry 4+ cy® +dr +ey+ f =0, (7.9)

coma,b,c,d, e, f € R, sendo a, b e c ndo simultaneamente nulos. Entdo por uma rotagédo do sistema
de coordenadas, ou seja, por um mudanca de coordenadas da forma

X = RpX',

/ p—
em que X' = { z, ] , X = { z ] e Ry = [ sgsz Scizz ] a equacao (7.9) pode sempre ser

transformada em
G//.I'/2+C/y/2+d/x/+€/y/+f:O,

em que ', ¢ séo raizes de

“M:d“{%ﬁAc%i]'

cos 6

Mais ainda, U; = { son 0 ] € uma solucédo de norma igual a 1 do sistema linear
n

o S]] )
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Exemplo 7.4. Vamos eliminar o termo xy ha equacao
522 —dxy + 8y* — 36 =0 (7.10)

através de uma rotacao. Esta equacao pode ser escrita da forma

X'AX — 36 =0,
emque A = { _g _8 ] . Pelo que vimos, @ e ¢’ sdo as raizes da equacéo
p(A) =det(A—AL) =det | © 7 o 7\ | = A —13A+36=0.

Assim, podemos tomar o’ = 4 e ¢ = 9. Para determinarmos os vetores U; e U, e por conseguinte o
angulo 0 temos que resolver o sistema linear

(A—4L,)X =0

EIMEN
Wi = {(20,0) | a € R}

Como ||(2a, @)|| = 1 se, e somente se, o = 4-1/1/5, entdo podemos tomar os vetores

Uy = (cosh,senf) = (2/v/5,1/V/5)
Uy = (—senf,cosf) = (—1/v5,2/v5)

ou

gue tem solucao geral
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para caracterizar 0os novos eixos. Portanto a mudanca de coordenadas dada pela rotacdo de 6 =
arccos(2/+/5) aplicada na equagéo (7.10) fornece a equagéo

42" + 9y” = 36,

gue € a equacao de uma elipse.

Para fazer o esboco do gréafico, em primeiro lugar temos tragar os eixos x’ e y’. O eixo x’ passa
pela origem, é paralelo e possui 0 mesmo sentido do vetor U; e o eixo y’ passa pela origem, € paralelo
e possui 0 mesmo sentido que U (Figura 7.6).

Exemplo 7.5. Considere a conica cuja equacéao é dada por

20 80
52 — 4oy + 8y* + =1 — —=y + 4 = 0. (7.112)

V5 V5

Vamos eliminar o termo xy através de uma rotagdo. Os coeficientes a,b e ¢ sdo os mesmos do
exemplo anterior. Pelo exemplo anterior, «’ = 4 e ¢ = 9 e os vetores U; e U, que déo a direcéo e o
sentido dos novos eixos sao dados por

Uy = (cosf,senf) = (2/v5,1/V/5)
U, = (—senf,cosf) = (—1/v5,2/V5)

O coeficiente f' = f e os coeficientes d’ e ¢’ sdo dados por

wole elonm-[a cln-[% 3]

S-S
Sl

]:[—8 —36 | .
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Us Uy

Figura 7.7: Elipse do Exemplo 7.5
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Portanto a mudanca de coordenadas dada pela rotacdo de # = arccos(?/\/g) aplicada na
equacéo (7.11) fornece a equacao

42" 4+ 9y"* — 82’ — 36y’ +4 = 0.

Ou ainda,
4(2" - 22) + 9y — 4y ) +4 =0

Completando os quadrados, obtemos
4l(z? =22+ 1) = 1]+ 9[(y* — 4y +4) -4 +4=0

ou
4(x" —1)* +9(y — 2)* — 36 = 0.

Fazendo mais uma mudanca de variaveis

2 = 2 —-1e (7.12)
y' o=y =2 (7.13)
obtemos
41‘//2 _I_ 9y//2 o 36 _ O
ou 112 112
T + vy =1
9 4

gue € a equacao de uma elipse cujo esboco € mostrado na Figura 7.7. Para fazer o esboco do grafico,
em primeiro lugar temos que tragar os eixos x” e y”, que por sua vez sdo translacoes dos eixos x’ e
y’. O eixo x’ tem a dire¢éo e o sentido do vetor U;. O eixo y’ tem a diregéo e o sentido do vetor Us.
O eixo x” tem equacdo y” = 0. Usando a equacéo (7.12) obtemos ' = 2. O eixo y” tem equacéo
2" = 0. Usando a equacgéo (7.13) obtemos 2’ = 1.
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Deixamos como exercicio para o leitor a demonstracdo do seguinte resultado que classifica o
conjunto solucdo de todas as equactes de segundo grau em duas variaveis.

Teorema 7.2. Seja C o conjunto dos pontos do plano que satisfazem a equacao
az® +bxy +cy® +dr+ey+ f =0,

coma,b,c,d, e, f € R, sendo a, b e ¢ ndo simultaneamente nulos. Sejam o’ e ¢ raizes de

p(A\) = det { “J; Cbz QA} .

(a) O produto a'c’ = ac — b*/4.
(b) Se a’d > 0, entdo C é uma elipse, um ponto ou o conjunto vazio.
(c) Se d'd < 0, entdo C & uma hipérbole, ou um par de retas concorrentes.

(d) Se d’¢ = 0, entdo C & uma parabola, um par de retas paralelas, uma reta ou o conjunto vazio.
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2 2 2 2
x—2+‘z—2:1,a>b Elipse —+x—:1,a>b
a A

y y
(b,0)

(~a,0) /\(a,m (=b,0) (v,0)

(=b,0)

Hip érbole

(0, =a)
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Y2 =4dpx, p>0 Parabola a? =4py, p> 0
P y
Il
riy=-p
Y2 =dpx, p<0 a? =4dpy, p <0
Y B riy=—p ’

Figura 7.8: Conicas nado degeneradas com equacdes na forma padrao
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Exercicios Num éricos (respostas na pagina 649)

Identifique a cbnica, ache a equacao no Ultimo sistema de coordenadas utilizado e faca um esboco
do grafico.

7.2.1.

7.2.2.

7.2.3.

7.2.4.

7.2.5.

7.2.6.

7.2.7.

7.2.8.

7.2.9.

7.2.10.

7.2.11.

922 — 4ay + 6y% = 30;

32?2 — S8xy — 12y + 81 = 0;
202 — 4oy — y? = —24;

2122 + 6xy + 13y? — 132 = 0;

4x% — 20xy + 25y% — 15z — 6y = 0;

922 + 4% + 62y — 10v/ 102 + 10v/10y + 90 = 0;

522 4 5y° — 62y — 302z + 182y + 82 = 0;
52 + 12xy — 124/13z = 36;
622 + 9y? — 4oy — 45z — 185y = 5;

2 — 12 + 24/3xy + 62 = 0;

822 + 8y? — 16xy + 33v/2x — 312y + 70 = 0;

Exercicios usando o M ATLAB ®
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Comandos do pacote GAAL:

>> subst (expr, [x;y], [a;b]) substitui na expressdo expr as variaveis x,y por a,b, res-
pectivamente.

>> elipse(a,b) desenha a elipse %5 -+ y2 =1

>> elipse(a,b, [U1 U2]) desenha a elipse <> + %2 = 1, emque 2’ e ¥’ sdo as coordenadas
em relacdo a base ortonormal U1 e U2.

>> elipse(a,b, [U1 U2],X0) desenha a elipse £ 5 ° 4 yQ = 1, em que =" e 3" sdo as coor-
denadas em relacéo ao sistema de coordenadas determlnado pela base ortonormal Ul e U2 e
pelo ponto XO.

>> hiperbx(a,b) desenha a hipérbole 2—5 — ?;—j =1.

>> hiperbx(a,b, [Ul U2]) desenha a hipérbole z—f — b2 =1, em que 2’ e 3/ sdo as coor-
denadas em relacéo a base ortonormal U1 e U2.

>> hiperbx(a,b, [U1 U2],X0) desenha a hipérbole ;- — yb—; =1, em que 2" e y” s@o as
coordenadas em relacao ao sistema de coordenadas determlnado pela base ortonormal Ul e
U2 e pelo ponto XO.

2

>> hiperby(a,b) desenha a hipérbole Z—i — = =1L

>> hiperby(a,b, [U1 U2]) desenha a hipérbole Z—lj - %’2 = 1, em que 2’ e ¥/’ séo as coor-
denadas em relacdo a base ortonormal U1l e U2.

>> hiperby(a,b, [U1 U2],X0) desenha a hlperbole I — "';—2 = 1,em que z” e ¢’ sé@o as

coordenadas em relacdo ao sistema de coordenadas determlnado pela base ortonormal Ul e
U2 e pelo ponto XO.

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Marco 2010



7.2 Identifica¢ o de Cdnicas 509

>> parabx (p) desenha a parabola y? = 4px.
>> parabx(p, [U1 U2]) desenha a parabola 3> = 4pz’, em que 2’ e iy’ sdo as coordenadas
em relacao a base ortonormal Ul e U2.
>> parabx(p, [U1 U2],X0) desenha a parabola y”? = 4pz”, em que z” e 3" séo as coorde-
nadas em relacao ao sistema de coordenadas determinado pela base ortonormal U1 e U2 e por
X0.
>> paraby(p) desenha a parabola z2 = 4py.
>> paraby(p, [U1 U2]) desenha a parabola 2> = 4py’, em que 2’ e 3y’ sdo as coordenadas
em relagdo a base ortonormal U1 e U2.
>> paraby(p, [U1 U2],X0) desenha a parabola 2”2 = 4py”, em que z” e 3" séo as coorde-
nadas em relacdo ao sistema de coordenadas determinado pela base ortonormal Ul e U2 e por
XO0.

7.2.12. Use o MATLAB® para resolver os Exercicios Num éricos
Exercicios Te 6ricos

: o a b/2
7.2.13. Considere o polindmio p(\) = det(A — A1), em que A = b2 ¢ |

(a) Mostre que p(\) tem somente raizes reais.

(b) Mostre que se b # 0, entdo as raizes sdo distintas, ou seja, a’ # .
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(c) Sejam a’ e ¢ raizes distintas de p(\). Mostre que se X é solugdo de (A — a'[;)X =0
e X, é solugdo de (A — ;)X = 0, entdo X, e X, sdo ortogonais. (Sugestdo: Mostre
que G,/Xl : X2 = C/Xl : XQ)

(d) Mostre que se X = (x,y) € ortogonal a V' = (v, ve) com || X|| = [|V]], entdo X =
(—vg,v1) ou X = (vg, —v1).

!/

(e) Mostre que sempre existe um angulo 6 tal que Ry ARy = [ C(L)

mudanca de coordenadas dada por X = QX' transforma (7.4) em (7.5 na pagina 495.

0
W ] e portanto tal que a

7.2.14. Seja C o conjunto dos pontos do plano que satisfazem a equacao
ax® + bry +cy® +dr +ey+ f =0,

coma,b,c,d,e, f € R, sendo a, b e ¢ ndo simultaneamente nulos. Sejam o’ e ¢ raizes de

p(A\) = det { “b7; be QA} .

b/2

(b) Mostre que se a/¢’ > 0, entdo € & uma elipse, um ponto ou o conjunto vazio.

(a) Mostre que a’'c’ = ac — b*/4 = p(0) = det { a bé2 ]

(c) Mostre que se a’¢’ < 0, entdo C € uma hipérbole, ou um par de retas concorrentes.

a'cd =0, entd : é , ,
d) Mostre que se a’'cd = 0, entdo € é uma parabola, um par de retas paralelas, uma reta ou
0 conjunto vazio.
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7.3 ldentifica¢c ao de Qu adricas

Vamos determinar uma mudanca de coordenadas que elimina os termos zy, £z € yz ha equacao
ax® + by* + c2* + drvy +exz + fyz+gr +hy +iz+j =0, (7.14)

transformando-a em
dr? + VY + P g+ Wy +iz+ 5 =0. (7.15)

Ou seja, fazendo uma mudanca de coordenadas em (7.14) dada por

x x
y | =Q|v [, (7.16)
z 2

emque Q = [ U; Uy Us |, para vetores Uy, Uy e Us unitarios e ortogonais, escolhidos adequada-

mente, obtemos a equacdao (7.15).
A equacéo (7.14) pode ser escrita na forma

X'AX+ KX +5=0, (7.17)
a dj2 e/2 x
emque A = | d/2 b f/2|,K=1[g h i]eX = |y |. Fazendo a mudanca de
e/2 f/2 ¢ z
x/
coordenadas dada por (7.16) (ou seja, X = QX’, emque X' = | ¢ |) em (7.17) obtemos a
Z/

equacao
X"BX'+ K'X'+j =0,
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a d/2 €/2
emque B= | d/2 V [f'/2 | =Q'AQeK' =g N i ]=KQ. Agora, como a inversa
e/2 f/2
de Q é !, entdo a matriz identidade I, = Q'(Q) e dai podemos deduzir que
det(B — \3) = det(Q'AQ — \I3) = det(Q"'AQ — \Q'Q)
= det(Q"'(A — \3)Q) = det(Q") det(A — \3) det(Q) = det(A — \3).

Assim, escolhida a matriz () de forma que d’ = ¢’ = f’ = 0,* obtemos que

a — A\ 0 0
det(A — \I3) = det(B — \I3) = det 0 vV-Xx 0 =—-A=d)N=b0)N={).
0 0 Jd—=2A

Logo, os coeficientes a’, b’ e ¢’ sdo as raizes da equacéo de 2° grau

a—X d/2 e/2
p(\) =det(A—A3)=det | d/2 b—X f/2 | =0 (7.18)
e/2  f/2 c—A

Vamos, agora, determinar a matriz (). Observe que a matriz () é tal que

B = Q'AQ.

tpPode-se mostrar que sempre existe uma matriz () tal que a mudanga de coordenadas dada por X' = QX é tal
que d = €' = f’ = 0. Deixamos como exercicio a prova da existéncia de uma tal matriz Q) no caso em que p(\) =
det(A — AI3) tem trés raizes reais distintas. A demonstracdo do caso geral pode ser encontrada por exemplo em [21].
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Multiplicando-se a esquerda pela matriz (), obtemos

OB = AQ.

Por um lado,
AQ = A[U, Uy Us| = [ AU, AU, AUs |,

por outro lado

a 0 0
QB = [Ul UQ Ug ] 0 b/ 0 = [CLIUl b/UQ C,Ug]
0 0 ¢

Assim, Uy, U, e U; satisfazem as equagdes
AUl = CL/U1, AUQ = b/UQ e AU3 = C/Ug.

A 12 equacéo pode ser escrita como
AUl = CL/IgUl

ou
(A - alfg)Ul = 6

Logo, U; € uma solucédo de norma igual a 1 do sistema linear
(A — (1/13>X = 6
Analogamente, U, € uma solugcdo de norma igual a 1 do sistema linear

(A— V)X =0,

Marco 2010
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que seja ortogonal a U;. Anélogo também é o caso do terceiro vetor /3. Mas como ja temos dois
vetores ortogonais U; e U, entdo Us pode ser tomado igual ao produto vetorial de U; por Us,

U3:U1 X UQ.

Portanto com a mudanca de coordenadas dada por X = QX’, para @ = [ U; Uy Us |, a equagdo
(7.14) se transforma na equacéo (7.15). Os vetores U;, U, e U3 dao a diregao e o sentido dos novos
eixosx’,y’ez’.

Vamos resumir no préximo resultado o que acabamos de provar.
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Teorema 7.3. Considere a equacao
az? +by? + c2* +doy +exz + fyz+gr+ hy+iz+5 =0, (7.19)

com a,b,c,d,e, f,g,h,i,5 € R, sendo a,b,c,d,e e f ndo simultaneamente nulos. Entdo por uma
mudanca de coordenadas tal que

X =QX',
x’ x
emque X' = | v/ | , X = |y |eQ=[U Uy Us| aequagio (7.19) pode sempre ser
2 z

transformada em
a2 + b/y/2 + o2 + g’x' + h’y' + 'z +7=0,

em que o, b, ¢ sdo raizes de

a—X\ d/2 e/2
pN) =det | d/2 b—A f/2
e/2  f/2 c¢— A

Mais ainda, U; € uma solucao de norma igual a 1 do sistema linear

a—dada dj2  e/2 x 0
d/2 b—d f/2 yl=10],
e/2  f/2 c—d z 0

Marco 2010 Reginaldo J. Santos



516 Mudanca de coordenadas

U, é uma solucéo de norma igual a 1 do sistema linear

a—b d/2 e/2 x 0
/2 b=V f/2 y | =10
e/2  f/2 c—=V z 0
e
U3 = U1 X UQ.

Exemplo 7.6. Considere a quadrica de equacao

2 = 2yz (7.20)
Esta equacédo pode ser escrita como
X'AX =0,
em que
10 0
A=1]10 0 -1
0 -1 O
As raizes de
1—-X 0 0
p(A) = det(A — \I3) = det 0 X -1 |=01-)2=-0-N=>1-NN\~-1)
0 -1 =\
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Figura 7.9: Cone circular do Exemplo 7.6
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sdoa' =b =1ecd = —1.
A forma escalonada reduzida de

0 0 0 01 1
A-ILi=]10 -1 -1| & |00 0
0 —1 —1 000

Portanto a solugdo geral de (A — I3)X =0 é

Wl - {(/Ba —()é7()[) | Oé7ﬂ € R}7
Agora, (o, —f3,8) = a(1,0,0)+ (0, —1, 1). Assim, toda solu¢éo do sistema & combinacéo linear
de V1 = (1,0,0) e Vo = (0,—1,1).
Como a' = I/ teremos que encontrar dois vetores U; e U, unitarios e ortogonais que séo solucdo
de (A — I3)X = 0. Os vetores V; e V; ja sdo ortogonais e assim podemos tomar

1
U, = C—Jvzmzu@m
vl

1
%G@ﬂwm—m@wﬁ)

%::mx@:@;uﬁﬁuﬂ)

Portanto com a mudanca de coordenadas dada por X = QX’, para @ = [ U; Uy Us |, a equagdo
(7.20) se transforma em

$l2 4 y/2 o 2/2 _ O,

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Marco 2010



7.3 Identifica¢c do de Qu adricas 519
ou
x/Q + y/2 — Z/2
que é a equacgdo de um cone circular no novo sistema de coordenadas.
Exemplo 7.7. Considere a quadrica de equacao
7%+ 10y? 4+ 72° — 4oy + 222 — dyz — 6 = 0. (7.21)

Esta equacdo pode ser escrita como

em que

As raizes de

sdod =0 =6ecd =12.

X'AX —6=0,

7 -2 1

A=1| -2 10 -2

1 -2 7
T\ =2 1
det(A—A3)=det | —2 10—X =2
1 -2 T-=A
(7T—XN)?(10—=X)+8— (10 — \) — 8(7 — \)

= (10=N[(7T—XN?*=1]—-8(6—)\)

)
= (10=X)(6=X2)(8—A) —8(6—A) = (6 —1)*(12—\)
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A forma escalonada reduzida de

1 -2 1 1 -2 1
A—-6l;=| -2 4 =2 é 0 00
1 -2 1 0 00

Portanto a solug&o geral de (A — 613)X =0 é

Wi ={(-a+28,8,a) | o, € R},
Agora, (—a+206,6,a) = a(—1,0,1)+ 4(2,1,0). Assim, toda solugcdo do sistema é combinacéo
linearde V; = (—1,0,1) e V5 = (2,1,0).
Como o’ = I’ teremos que encontrar dois vetores U; e U, unitarios e ortogonais que séo solucédo
de (A —613)X = 0. O vetor
Wy =V, — projy, Vo = (1,1, 1)

€ ortogonal a 1/ e assim podemos tomar

1
U, = (m)mz(—ux/ﬁ,o,u\/ﬁ)

U, = (HW%II> W, = (1/V3,1/v3,1/V3)

Us = U xUy=(-1/V6,2/V6,-1/V6).

Portanto com a mudanca de coordenadas dada por X = QX’, para @ = [ U; U, U; |, a equagdo
(7.21) se transforma em

2/2

62 +6y* + 1227 =6 ou 2 +y”+ 2

L,
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gue € a equacao de um elipsbide de revolucdo no novo sistema de coordenadas.

Deixamos como exercicio para o leitor a demonstracdo do seguinte resultado que classifica o
conjunto solucéo de todas as equactes de segundo grau em trés variaveis.

Teorema 7.4. Seja S o conjunto dos pontos do espaco que satisfazem a equacao
ax® + by* + c2* + drvy +exz + fyz+gr +hy +iz+j =0,

coma,b,c,d,e, f,g,h,1,7 € R, sendo a,b, c,d, e e f ndo simultaneamente nulos. Sejam o',V e ¢
raizes de
a—X d/2 e/2
p(\)=det | d/2 b—X f/2
e/2  f/2 c¢— A

(@) Se d, b e tiverem mesmo sinal, entdo 8 € um elipsbide, um ponto ou o conjunto vazio.

(b) Se d’, V' e ¢ forem ndo nulos e nédo tiverem mesmo sinal, entdo 8§ & uma hiperboloide de uma
folha, de duas folhas, ou um cone eliptico.

(c) Se apenasum entre a’, b’ e ¢ for nulo, entdo 8 & um paraboloide eliptico, hiperbolico, um cilindro
eliptico, hiperbolico, dois planos concorrentes, uma reta ou o conjunto vazio.

(d) Se exatamente dois entre o', i’ e ¢’ forem nulos, entdo 8§ € um cilindro parabolico, um par de
planos paralelos ou um plano.
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Figura 7.10: Elipsoide de revolucado do Exemplo 7.7

Marco 2010
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Uz

Uz

Us

Figura 7.11: Novo sistema de coordenadas do Exemplo 7.7
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Elips 6ide
$2 y2 22
ﬁ + = + z =1

Hiperbol 6ide de Uma Folha
$2 y2 22

S AT

a? b2 2
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7.3
Parabol 6ide Eliptico Parabol 6ide Hiperb 6lico
2 2 2 2
T T
y—c>0 cz:ﬁ—‘z—wc<0

cz = — +
a2 b2’

y
Cone Eliptico
) $2 y2
PR

z

Figura 7.12: Algumas Quadricas nao degeneradas com equacdes na forma padrao

Reginaldo J. Santos
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Exercicios Num éricos (respostas na pagina 682)

Identifiqgue a quadrica, ache a equacao no Gltimo sistema de coordenadas utilizado e faga um
esboco do grafico.

7.3.1.

7.3.2.

7.3.3.

7.3.4.

7.3.5.

222 + 30y% + 2322 + 72x2 + 150 = 0;

1442% 4+ 100y? + 8122 — 21622 — 540z — 720z = 0;
2zy + 2z = 0;
2y 4+ 2x2 4+ 2yz — 6 — 6y — 4z =9;

722 4+ Ty? + 1022 — 20y — 4oz + dyz — 120 + 12y + 602 = 24;

Exercicios usando o MATLAB®

Comandos do pacote GAAL:

>> subst (expr, [x;y;2z], [a;b;c]) substitui na expressdo expr as variaveis x,y,z por
a,b,c, respectivamente.

>> elipso(a,b,c) desenha o elipsoide i—z + Z—j + i—; = 1.
>> elipso(a,b,c, [Ul U2 U3]) desenha o elipsoide “%22 + %—; + %2 =1,emque 2’ e i/ sdo
as coordenadas em relacao a base ortonormal U1l e U2.

>> elipso(a,b,c, [Ul U2 U3],X0) desenha o elipsdide %2 + yl;—f + # =1,emquez”ey”
sdo as coordenadas em relacéo ao sistema de coordenadas determinado pela base ortonormal
U1l e U2 e pelo ponto XO.
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>> hiperbolx(a,b,c) desenha o hiperboloide de uma folha —i—i + Z—j + i—j = 1.

212

>> hiperbolx(a,b,c, [Ul U2 U3]) desenha o hiperboloide de uma folha —%,2 + %22 +Z =

c2
1, em que z’ e ¥’ sdo as coordenadas em relagdo a base ortonormal U1 e U2.
12

>> hiperbolx(a,b, [Ul U2 U3],X0) desenha o hiperboloide de uma folha —%2 + yb—2 +

Z"2

3 = 1,em que 2" e y” s&o as coordenadas em relagéo ao sistema de coordenadas determi-
nado pela base ortonormal U1 e U2 e pelo ponto XO.

>> hiperboly(a,b,c) desenha o hiperbolbide de uma folha i—i — z—; + ‘z—j =1.

>> hiperboly(a,b,c, [Ul U2 U3]) desenha o hiperbolbide de uma folha %22 — %22 + %2 =1,
em que z’ e ' sdo as coordenadas em relagédo a base ortonormal U1l e U2.

>> hiperboly(a,b,c, [Ul U2 U3],X0) desenha o hiperboloide de uma folha i—f — 3";—;2
Zé—f = 1, em que z” e y” sdo as coordenadas em relacéo ao sistema de coordenadas determi-
nado pela base ortonormal U1 e U2 e pelo ponto XO.

>> hiperbolz(a,b,c) desenha o hiperboloide de uma folha z—z + Zb’—z — j—; = 1.

/2 2

>> hiperbolz(a,b,c, [Ul U2 U3]) desenha o hiperbol6ide de uma folha Z—’; + %—2 -5 =1,
em que z’ e ¢/ sdo as coordenadas em relagéo a base ortonormal U1,U2 e U3.
>> hiperbolz(a,b,c, [Ul U2 U3],X0) desenha o hiperboldide de uma folha ”ﬁ;—f + yb/—f —

z//2

Z3 = 1,em que 2" e 3" s&o as coordenadas em relacéo ao sistema de coordenadas determi-
nado pela base ortonormal U1,U2 e U3 e pelo ponto XO.

>> hiperbo2x(a,b,c) desenha o hiperboloide de duas folhas 2—; -5 -z =1,

>> hiperbo2x(a,b,c, [Ul U2 U3]) desenha o hiperbolbide de duas folhas 2 yE =

a? b2 c

1, em que z’ e ¢/ sdo as coordenadas em relagédo a base ortonormal U1,U2 e U3.

Marco 2010 Reginaldo J. Santos



528

Mudanca de coordenadas

12

>> hiperbo2x(a,b, [Ul U2 U3],X0) desenha o hiperboloide de duas folhas ‘Z—f - ¥ —

b2
"2 ~ ~ - .
3 = 1,em que 2" e y” s&o as coordenadas em relagéo ao sistema de coordenadas determi-
nado pela base ortonormal U1,U2 e U3 e pelo ponto X0.

2

>> hiperbo2y(a,b,c) desenha o hiperboldide de duas folhas —23—2 + z—j -5 =1

>> hiperbo2y(a,b,c, [Ul U2 U3]) desenha o hiperbolbide de duas folhas —%—k%—% =
1, em que 2’ e ¥’ séo as coordenadas em relacdo a base ortonormal U1,U2 e U3.

>> hiperbo2y(a,b,c, [Ul U2 U3],X0) desenha o hiperbolbide de duas folhas —i—f + yl:—f —
112

3 = 1, em que 2" e y” s&o as coordenadas em relagéo ao sistema de coordenadas determi-
nado pela base ortonormal U1,U2 e U3 e pelo ponto X0.

>> hiperbo2z(a,b,c) desenha o hiperbolbide de duas folhas e ?;—2 + i—z = 1.

a2
/2 12

>> hiperbo2z(a,b,c, [Ul U2 U3]) desenha o hiperboldide de duas folhas —%2 — yb—2+ZC—2 =
1, em que 2’ e ¥’ séo as coordenadas em relacdo a base ortonormal U1,U2 e U3.

112 112

>> hiperbo2z(a,b,c, [Ul U2 U3],X0) desenha o hiperboldide de duas folhas — %5 — LA

b2
12

3 = 1, em que 2" e y” s&o as coordenadas em relagéo ao sistema de coordenadas determi-
nado pela base ortonormal U1,U2 e U3 e pelo ponto X0.

>> parabolx(a,b,c) desenha o parabolbide eliptico ax = b—; + i—;

>> parabolx(a,b,c, [U1l U2 U3]) desenha o parabolbide eliptico az’ = %2 + ZC; em que
2’ e 1/ sdo as coordenadas em relacéo a base ortonormal U1 e U2.

>> parabolx(a,b, [U1 U2 U3],X0) desenha o paraboldide eliptico az” = y;—f + ZCI—;Q em que
2" e y” sdo as coordenadas em relacdo ao sistema de coordenadas determinado pela base
ortonormal U1 e U2 e pelo ponto XO.
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>> paraboly(a,b,c) desenha o paraboldide eliptico by = 2—2 + i—z =1.

>> paraboly(a,b,c, [Ul U2 U3]) desenha o paraboldide eliptico by’ = ‘Z—’; + %2 =1, em
que 2’ e i/ sdo as coordenadas em relagdo a base ortonormal U1,U2 e U3.

12 Z//2

>> paraboly(a,b,c, [U1 U2 U3],X0) desenha o parabolbide eliptico by” = A = =1,

a2

em que z” e y” s@o as coordenadas em relagdo ao sistema de coordenadas determinado pela
base ortonormal U1,U2 e U3 e pelo ponto X0.

>> parabolz(a,b,c) desenha o parabolbide eliptico cz = ‘(’;—z + Z—j

>> parabolz(a,b,c, [Ul U2 U3]) desenha o paraboloide eliptico ¢z’ = %j + 3{)422 em que

e y' séo as coordenadas em relacdo a base ortonormal U1,U2 e U3.
112

>> parabolz(a,b,c, [U1 U2 U3],X0) desenha o paraboldide eliptico cz” = i—f + yb_z em
que z” e y” sdo as coordenadas em relacdo ao sistema de coordenadas determinado pela base
ortonormal U1,U2 e U3 e pelo ponto XO.

2 Z2
2

>> parabo2x(a,b,c) desenha o paraboloide hiperbolico ax = Z— -5 =1

>> parabo2x(a,b,c, [Ul U2 U3]) desenha o parabol6ide hiperbolico ax’ = v = =1,
em que z’ e ¢/ sdo as coordenadas em relagédo a base ortonormal U1,U2 e U3.

>> parabo2x(a,b, [U1 U2 U3],X0) desenha o parabolbide hiperbolico ax” = %—;Q—i—f =1,
em que z” e y” s@o as coordenadas em relagdo ao sistema de coordenadas determinado pela
base ortonormal U1,U2 e U3 e pelo ponto X0.

>> parabo2y(a,b,c) desenha o parabolbide hiperbolico by = Z’—z — i—; = 1.

2 /2

>> parabo2y(a,b,c, [Ul U2 U3]) desenha o paraboloide hiperbolico by’ = % — 45 =1,
em que x’ e ¥’ sdo as coordenadas em relagdo a base ortonormal U1,U2 e U3.
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>> parabo2y(a,b,c, [Ul U2 U3],X0) desenha o paraboldide hiperbdlico by” = "”(;;2 — ch—f =
1, em que 2" e y” séo as coordenadas em relacdo ao sistema de coordenadas determinado
pela base ortonormal U1,U2 e U3 e pelo ponto X0.
>> parabo2z(a,b,c) desenha o paraboldide hiperbdlico cz = z—i — Z—j
>> parabo2z(a,b,c, [Ul U2 U3]) desenha o parabolbide hiperbolico ¢z’ = fl—f — 3,’%22 em
que 2’ e iy sdo as coordenadas em relagdo a base ortonormal U1,U2 e U3.
>> parabo2z(a,b,c, [U1 U2 U3],X0) desenha o parabolbide hiperbdlico cz” = “;—;2 — yb/—f
em que x” e ¢y’ sdo as coordenadas em relacdo ao sistema de coordenadas determinado pela
base ortonormal U1,U2 e U3 e pelo ponto XO.

7.3.6. Use o MaTLAB® para resolver os Exercicios Num éricos .
Exercicios Te 6ricos

7.3.7. Considere o polindmio p(\) = det(A — Al3), em que

a d/2 e/2
A=|d2 b f)2
e/2 f/2 ¢

(a) Sejam « e f3 raizes reais distintas de p()\). Mostre que se X; é solugdode (A—aly)X =0
e X, é solugdo de (A — B1,)X = 0, entdo X, e X, sfo ortogonais. (Sugestdo: Mostre
que aX; - Xy = X - Xy)
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(b) Mostre que se p(\) tem raizes reais distintas, entdo sempre existe uma matriz () tal que
a 0 0
Q'AQ =10 b 0
0 0 ¢
e portanto tal que a mudanca de coordenadas dada por X = QX' transforma (7.14) em
(7.15 na pagina 511.
7.3.8. Mostre que a superficie conica cuja geratriz € uma parabola y?> = 4px em um plano z = k é
um cone eliptico.
7.3.9. Mostre que a intersecéo de um plano by +cz+d = 0, em que b*>+c? = 1, com o cone 22+ =
2% & uma cénica que pode ser uma elipse, uma hipérbole ou uma parabola. (Sugestdo: mude
para um sistema de coordenadas {O, Uy, U, Us} tal que Uy = i = (1,0,0), Uy = (0,b,¢) e
U3 - (07 —C, b))
7.3.10. Seja § o conjunto dos pontos do espaco que satisfazem a equacao

ax® + by* + c2* + dwvy +exz + fyz +gr +hy +iz+j =0,

coma,b,c,d,e, f,g,h,i,5 € R, sendo a,b, c,d, e e f ndo simultaneamente nulos. Sejam a’, i/
e ¢ raizes de
a—X\ d/2 e/2
p(A)=det | d/2 b—X f/2
e/2  f/2 c— A

Mostre que
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Figura 7.13: Elipse obtida seccionando-se o cone 2% + y? = 2% com um plano by + cz +d = 0
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Figura 7.14: Hipérbole obtida seccionando-se o cone 2% 4 y? = 2% com um plano by +cz +d = 0
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Figura 7.15: Parabola obtida seccionando-se o cone 22 4 y? = 2% com um plano by + cz +d = 0
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(a) Se d’, V' e ¢ tiverem mesmo sinal, entdo S8 &€ um elipsoide, um ponto ou o conjunto vazio.

(b) Se d’, b e ¢ forem n&o nulos e nédo tiverem mesmo sinal, entdo 8 € uma hiperboloide de
uma folha, de duas folhas, ou um cone eliptico.

(c) Se apenas um entre a’, b’ e ¢ for nulo, entdo 8§ € um paraboloide eliptico, hiperbolico, um
cilindro eliptico, hiperbélico, dois planos concorrentes, uma reta ou o conjunto vazio.

(d) Se exatamente dois entre a’, b’ e ¢’ forem nulos, entdo 8 € um cilindro parabolico, um par
de planos paralelos ou um plano.

7.3.11. Mostre que a intersecao de um cone circular com plano que ndo passa pelo seu vértice € uma
cOnica seguindo 0s seguintes passos:

(a) Considere dois sistemas de coordenadas R = {O,Z,f, E} es§ =10, i, Us, Us}, em que
Uy = (0,cos6,senf) e Us = (0, —sen @, cos ), ou seja, o sistema 8 é obtido do sistema
R por uma rotagdo do angulo # em torno do eixo x. Mostre que é valida a seguinte relacao
entre as coordenadas, (2/,%/,2’), em relacdo ao sistema 8 e (z,y, z), em relagdo ao

sistema R
x 1 0 0 x x
y | =10 cosf senf y | = | (cos@)y+ (senb)z
4 0 —send cosé z —(sen @)y + (cos )z
(b) Mostre que o cone circular de equacao
IL’IQ + y/2 _ 12

no sistema 8 tem equacao

2% + (cos 20)y”® + (2sen 20)yz — (cos20)z* = 0

Marco 2010 Reginaldo J. Santos



536 Mudanca de coordenadas

no sistema .

(c) Mostre que a intersecdo do cone com o plano z = 1 é a cbnica no plano de equacgao
2% + (cos 20)y® + (2sen 20)y = cos 20
(d) Mostre que se ¢ = +7, entéo a conica € a parabola no plano de equagao
? £+ 2y =0.
(e) Mostre que se 0 # +7, entdo a conica no plano tem equagéo

z? N (y +tan20)® )
sec 26 sec220

. : . - . .
que é uma elipse se || < 7 e uma hipérbole se 7 < 0| < 7.
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Figura 7.16: Elipse intersec&do do cone circular Figura 7.17: Parabola intersecao do cone circu-
com um plano lar com um plano
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Figura 7.18: Hipérbole intersecao do cone circular com um plano
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Respostas dos Exercicios

1.1. Matrizes (p agina 19)

1.1.1. >> A=[2,0;6,7]; B=[0,4;2,-8]; C=[-6,9,-7;7,-3,-2];
>> D=[-6,4,0;1,1,4;-6,0,6]; E=[6,9,-9;-1,0,-4;-6,0,-1];
>> AxB-B*A

-24 -20
58 24
>> 2%C-D
7?77 Error using ==> - Matrix dimensions must agree.
>> 2xD-3*E
-30 -19 27
5 2 20
6 0 15
>> D*(D-E)

539
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80 34 -22
-10 -4 45
72 30 -12

No item (c) foram usadas as propriedades (I) e (n) do Teorema 1.1 na pagina 10 e no item (d)
foi usada a propriedade (i).

11.2. A(B+C) = AB + AC, B'A' = (AB)!, C'A' = (AC)!, (ABA)C = (AB)(AC).

1.1.3. (a) > A=[-3,2,1;1,2,-1];B=[2,-1;2,0;0,3];
>> C=[-2,1,-1;0,1,1;-1,0,1];
>> syms dl d2 d3
>> D=diag([d1,d2,d3]);
>> E1=[1;0;0] ;E2=[0;1;0] ;E3=[0;0;1]1;

>> B*A
=7 2 3
-6 4 2
3 6 -3
>> AxB
-2 6
6 -4
(b) >> [A*xE1-A(:,1),AxE2-A(:,2) ,A*xE3-A(:,3)]
0 0 0
0 0 0
>> E1.°*B-B(1,:)
0 0
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>> E2.7*B-B(2,:)

0 0
>> E3.’*B-B(3,:)
0 0

(c) > C1=C(:,1);C2=C(:,2);C3=C(:,3);
>> CxD-[d1*C1,d2*C2,d3*C3]
[ 0, 0, 0]
[ 0, 0, O]
[ 0, 0, O]

(d) >> C1=C(1,:);C2=C(2,:);C3=C(3,:);
>> D*C-[d1*C1;d2*C2;d3*C3]
[ 0, 0, O]
[ 0, 0, O]
[ 0, 0, 0]

(e) >> B1=B(:,1);B2=B(:,2);
>> A*B-A*[B1,B2]
0 0
0 0
(f) >> A1=A(1,:);A2=A(2,:);
>> AxB-[A1;A2] *B
0 0
0 0

1.14. >> syms x y z
>> A=[1,-3,0;0,4,-2]; X=[x;y;z];
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1.1.5.

1.1.6.

1.1.7.

>> AxX

[ x-3xy]

[ 4xy-2xz]

>> xxA(:,1)+y*xA(:,2)+z*A(:,3)
[ x-3xy]

[ 4xy-2xz]

>> syms x

>> A=[x,4,-2]; B=[2,-3,5];
>> solve(A*B.’)

11

>> syms y

>> A=[1,1/y;y,1];
>> AT2-2%A

[ 0, 0]

[ 0, O]

>> syms Xy zZ2 W

>> X=[x,y;z,w]; M=[0,1;-1,0];
>> X*xM-M*xX

[ -y-z, =x-w]

[ x-w, z+y]

>> syms a b cd

>> A=[x,y;-y,x]; B=[a,b;-b,al;
>> AxB-BxA
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. z 0 a b
1.1.8. (a) SejamA—[O y]eB—[c d]'

>> syms Xy Zz W
>> syms a b c d
>> A=[x,0;0,y];B=[a,b;c,d];

>> AxB
[ x*a, x*b]
[ y*c, y*d]
>> B*A
[ x*a, bxy]
[ c*x, y*d]

Como yb = xb, para todo b, em particular para b = 1, obtemos que y = x. Assim, a
matriz A que além de ser diagonal tem os elementos da diagonal iguais.
. Ty a b
(b) Sejam A = [ p w} e B= [ . d}'
>> A=[x,y;z,w];B=[a,b;c,d];
>> AxB
[ x*aty*c, x*b+yx*d]
[ zxa+wkc, z¥xb+wkd]
>> B*A
[ x*a+zxb, a*xy+b*w]
[ cxx+d*z, y*c+wxd]
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Comparando os elementos de posicdo 1,1 obtemos que cy = bz, para todos os valores
de b e c. Em particular parab = 0 e ¢ = 1, obtemos que y = O eparab =1ec = 0,
obtemos que z = 0. Ou seja, a matriz A tem que ser diagonal. Assim, pelo item anterior
temos que a matriz A tem que ser diagonal com os elementos da diagonal iguais.

1.1.9. (a) > A=[1,1/2;0,1/3]

0.5000
0.3333

>> A"2,A"3,A"4,A75

0.6667
0.1111

0.7222
0.0370

0.7407
0.0123

0.7469
0.0041

>> A"6,A"7,A"8,A79

A=
1.0000
0

ans =
1.0000
0

ans =
1.0000
0

ans =
1.0000
0

ans =
1.0000
0

ans =
1.0000
0

0.7490
0.0014
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ans

1.0000 0.
0 0

ans =
1.0000 0.
0 0

ans =
1.0000 0.
0 0.

A sequéncia parece estar convergindo para a matriz [

(b) >> A=[1/2,1/3;0,-1/5]

A =

0.5000 0.
0 -0.

7497

.0005

7499

.0002

7500
0001

3333
2000

>> A"2,A"3,A74,A75

0.2500 0.
0 0.
ans =
0.1250 0.
0 -0.
ans =
0.0625
0 0.

0.

1000
0400

0633
0080

0290
0016

0.75
0

|
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ans =
0.0312 0.0150
0 -0.0003
>> A”6,A"7,A"8,A79
ans =
0.0156 0.0074
0 0.0001
ans =
0.0078 0.0037
0 0.0000
ans =
0.0039 0.0019
0 0.0000
ans =

o

.0020 0.0009
0 0.0000

A . . 0 0
A segliéncia parece estar convergindo para a matriz nula [ 00 } .

1.1.10. (a) >> A=[0,0,1;1,0,0;0,1,0];
>> A=sym(A)
[ 0, O, 1]
[ 1, 0, O]
[ 0, 1, 0]
>> A°2
1

[0, 1, 0]
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(b)

>> A=[0,1,0,0;-1,0,0,0;0,0,0,1;...

[ 0, 0, 1]

[ 1, 0, 0]

>> A"3

[ 1, 0, O]

[ 0, 1, O]

[ 0, 0, 1]

Para k = 3, A* = I,
0,0,1,0];

>> A=sym(A)

[ 0, 1, 0, O]
[ -1, 0, 0, 0]
[ 0, 0, 0, 1]
[ o, 0, 1, O]
>> A°2

[ -1, 0, 0, 0]
[ 0, -1, 0, 0]
[ 0, 0, 1, 0]
[ 0, 0, 0, 1]
>> A°3

[ 0, -1, 0, 0]
[ 1, 0, 0, 0]
[ 0, 0, 0, 1]
[ 0, 0, 1, 0]
>> A4
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(1, 0, 0, O]

Para k = 4, AF = I,.

(c) > A

(0,1,0,0;0,0,1,0;0,0,0,1;0,0,0,0];

sym(A)

>> A

[ 0, 0, 0, 1]

L B o B g |

o O O

o O O

L B g B |

o

o

o

o O O

o O O

£

EN

o O O

—_
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[ 0, 0, 0, 0]
Para k = 4, A¥ = 0.

1.1.11. Concluimos que é muito raro encontrar matrizes cujo produto comute.

1.1.12. Concluimos que matrizes diagonais em geral comutam. Pode-se mostrar que elas sempre
comutam (Exercicio 27 na pagina 31).

1.1.13. Se a matriz A for diagonal, entdo o produto comuta, se os elementos da diagonal de A sao
iguais. (ver Exercicio 16 na pagina 27). A probabilidade de um tal par de matrizes comute é
aproximadamente igual a probabilidade de que a primeira matriz tenha os elementos da sua
diagonal iguais, ou seja, 11/11% = 1/11% ~ 1%.

1.2. Sistemas Lineares (p agina 62)

1.2.1. As matrizes que estao na forma reduzida escalonada séo A e C.

[ 8+ Ta

Y 2 — 3«

1.22. (@) X = = , Vo e R.

z -5 —«
| w o'
[ 2y —2—-3a+63

T B

by X=| 23 | = 7 — 4o , Vo, B € R.

Tq 8 — b
_.’L’5 (0%
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1.2.3.

T 6
O x=1|Y]=] 3 | vaer
z 2—a |’
| w o
_xl —3+806—75
T2 5
d X=| 23 | = 5 — 6a ,Va, 5 € R.
T4 9 — 3«
_1'5 (0%

(a) >> A=[1,1,2,8;-1,-2,3,1;3,-7,4,10];

>> escalona(A)

eliminacgdo 1:

1*linha 1 + linha 2 ==> linha 2
-3*%linha 1 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, 1, 2, 8]

[ o, -1, 5, 9]

[ o0, -10, -2, -14]
eliminagdo 2:

-1*linha 2 ==> linha 2

[ 1, 1, 2, 8]

[ o, 1, -5, -9]

[ o0, -10, -2, -14]

-1*%linha 2 + linha 1 ==> linha 1
10*1inha 2 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, 0, 7, 17]
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[ 0, 1, -5, -9]
[ 0, 0, -52, -104]
eliminacdo 3

(b)

-1/52%1inha 3 ==> linha 3

[ 1, 0, 7, 17]

[ o, 1, -5, -9]

( o, 0, 1, 2]

-7*linha 3 + linha 1 ==> linha 1
Bxlinha 3 + linha 2 ==> linha 2
[ 1, 0, 0, 3]

[ 0, 1]
[ 1, 2]

1,

0,

>> A=[2,2,2,0;-2,5,2,1;8,1,4,-1];
>> escalona(A)

eliminagdo 1:

1/2*1inha 1 ==> linha 1

[ 1, 1, 1, 0]

[ -2, 5, 2, 1]

[ 8, 1, 4, -1]

2*%]linha 1 + linha 2 ==> linha 2

-8%1linha 1 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, 1, 1, o0l

)

OO

N — W
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()

[ o, 7, 4, 1]

[ o, -7, -4, -1]

eliminagdo 2:

1/7*1linha 2 ==> linha 2

[ 1, 1, 1, 0]

L o, 1, 4/7, 1/7]

[ o, -7, -4, -1]

-1*%linha 2 + linha 1 ==> linha 1
7*linha 2 + linha 3 ==> linha 3

[ 1, 0, 3/7, -1/7]

[ 0, 1, 4/7, 1/7]

[ 0, 0, 0, 0]
T —%—%O&

X=1| x| = %—‘—;a ,Va € R.
T3 «

>> A=[0,-2,3,1;3,6,-3,-2;6,6,3,5]
>> escalona(A)

eliminagdo 1:

linha 2 <==> linha 1

[ 3, 6, -3, -2]

[ 0, -2, 3, 1]

[ 6, 6, 3, 5]

1/3%1linha 1 ==> linha 1

[ 1, 2, -1, -2/3]

[ 0, -2, 3, 1]
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[ 6, 6, 3, 5]
-6%1linha 1 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, 2, -1, -2/3]
[ 0, -2, 3, 1]
[ 0, -6, 9, 9]

eliminacgdo 2:
-1/2*linha 2 ==> linha 2

[ 1, 2, -1, -2/3]
[ o, 1, -3/2, -1/2]
[ O, _6’ 9) 9]

-2x]linha 2 + linha 1 ==> linha 1
6*linha 2 + linha 3 ==> linha 3

[ 1, 0, 2, 1/3]
[ 0, 1, -3/2, -1/2]
[ O, O] O) 6]

O sistema n&o tem solucéo!

1.2.4. >> A=[1,-2,1;2,-5,1;3,-7,2];
>> B1=[1;-2;-1]1;B2=[2;-1;2];
>> escalona([A,B1,B2])
eliminacgdo 1:
-2%]linha 1 + linha 2 ==> linha 2
-3*linha 1 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, -2, 1, 1, 2]
[ o, -1, -1, -4, -5]
[ 0, -1, -1, -4, -4]
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eliminagdo 2:

-1*linha 2 ==> linha 2

[ 1, -2, 1, 1, 2]

[ 0o, 1, 1, 4, 5]

[ 0, -1, -1, -4, -4]

2%1linha 2 + linha 1 ==> linha 1
1*linha 2 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, 0, 3, 9, 12]

[ 0, 1, 1, 4, 5]

[ 0, 0, O, O, 1]

T 9 — 3«
@ X=|2x2|=| 4—a | ,VaeR.
XT3 «

(b) O sistema nao tem solucao!

1.25. (a) > A=[1,0,5;1,1,1;0,1,-4];
>> B=A+4x*eye(3);
>> escalona([B,zeros(3,1)])
eliminagdo 1:
linha 2 <==> linha 1
(1, 5, 1, 0]
[ 5, 0, 5, 0]
(o0, 1, 0, 0]
(-5)*1linha 1 + linha 2 ==> linha 2
[ 1, 5, 1, 0]
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[ 0, -25, 0, 0]

[ o, 1, o0, 0]
eliminagdo 2:

linha 3 <==> linha 2

[ 1, 5, 1, 0]

[ o, 1, o0, 0]

[ o0, -25, 0, 0]

(-5)*1linha 2 + linha 1 ==> linha 1
(25)*1inha 2 + linha 3 ==> linha 3

[ 1, 0, 1, 0]
[0, 1, 0, 0]
[ 0, 0, 0, 0]
x —
X=|y|= 0 |,VaeR.
z [0

(b) >> B=A-2xeye(3);
>> escalona([B,zeros(3,1)])
eliminagdo 1:
(-1)*1inha 1 ==> linha 1
[ 1, 0, -5, 0]
1, -1, 1, 0]
0o, 1, -6, 0]
)*linha 1 + linha 2 ==> linha 2
1, 0, -5, 0]
0

[
[
(-1
[
[ o, -1, 6, 0]
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([ o, 1, -6, 0]
eliminagdo 2:

(-1)*1inha 2 ==> linha 2
[ 1, 0, -5, 0]

[ 0o, 1, -6, 0]

([ o, 1, -6, 0]

(-1)*linha 2 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, 0, -5, 0]
[ o, 1, -6, 0]
[ 0, 0, 0, O]
T 5%}
X=|y|=] 6a|,YVaeR.
z Q

1.2.6. (a) >> syms a
>> A=[1,2,-3,4;3,-1,5,2;4,1,a"2-14,a+2];
>> escalona(A)
eliminacgdo 1:
-3*%linha 1 + linha 2 ==> linha 2
-4*x]linha 1 + linha 3 ==> linha 3

[ 1! 2, _3, 4]
[ 0, -7, 14, -10]
[ 0, -7, a”2-2, a-14]

eliminagdo 2:
-1/7*1inha 2 ==> linha 2
[ 1, 2, -3, 4]
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[ 0, 1, -2, 10/7]
[ 0, -7, a”2-2, a-14]

(b)

-2%1linha 2 + linha 1 ==> linha 1
7*1inha 2 + linha 3 ==> linha 3

10 1 8/7
01 -2 10/7
00 a2—16 a—4

i. Sea’? —16 = 0ea — 4 = 0, entdo o sistema tem infinitas solucdes. Neste caso,
a =4;
i. Sea?—16=0ea— 4 # 0, entdo o sistema nao tem solugdo. Neste caso, a = —4;
ii. Sea?— 16 # 0, entdo o sistema tem solugéo Gnica. Neste caso, a # +4;
>> A=[1,1,1,2;2,3,2,5;2,3,a"2-1,a+1];
>> escalona(A)
eliminacgdo 1:

-2%linha 1 + linha 2 ==> linha 2
-2%linha 1 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, 1, 1, 2]
[ 0, 1, 0, 1]
[ 0, 1, a”2-3, a-3]
eliminagdo 2:
-1*%linha 2 + linha 1 ==> linha 1
-1*%linha 2 + linha 3 ==> linha 3
1 0 1 1
01 0 1
0 0 a>?=3 a—4
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i. Sea’ —3 =0ea—4 = 0, entdo o sistema tem infinitas solucdes. Este caso ndo
pode ocorrer;

i. Sea’—3=0ea—4 # 0, entdo o sistema nao tem solucdo. Neste caso, a = i\/g;
ii. Sea?— 3 # 0, entdo o sistema tem solugéo Gnica. Neste caso, a # ++/3;

1.2.7.
XY Z
gramas de A/kg 2 1 3
gramas de B/kg 1 3 5
preco/kg 3 2 4
T kg de X 1900 gramas de A
Y kg de Y 2400 gramas de B
z kg de zZ 2900 arrecadacao
2 1 3 x 1900
1 3 5 y | = | 2400
3 2 4 z 2900

>> A=[2,1,3,1900;1,3,5,2400;3,2,4,2900] ;
>> escalona(A)

eliminacgdo 1:

linha 2 <==> linha 1

[ 1, 3, 5, 2400]
[ 2, 1, 3, 1900]
L 3, 2, 4, 2900]

(-2)*1linha 1 + linha 2 ==> linha 2
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(-3)*1linha 1 + linha 3 ==> linha 3

[ 1, 3, 5, 2400]
[ 0, -5, -7, -2900]
[ 0, -7, -11, -4300]

eliminagdo 2:
(-1/5)*1linha 2 ==> linha 2

[ 1, 3, 5, 2400]
[ 0, 1, 7/5, 580]
[ 0, -7, -11, -4300]

(-3)*1inha 2 + linha 1 ==> linha 1
(7)*linha 2 + linha 3 ==> linha 3

[ 1, 0, 4/5, 660]
[ o, 1, 7/5, 580]
[ o, 0, -6/5, -240]

eliminacgdo 3:

(-5/6)*1linha 3 ==> linha 3

[ 1, 0, 4/5, 660]

[ o0, 1, 7/5, 580]

[ o0, 0, 1, 200]

(-4/5)*1linha 3 + linha 1 ==> linha 1
(-7/5)*1linha 3 + linha 2 ==> linha 2
[ 1, 0, 0, 500]

[ o, 1, 0, 300]

[ o, 0, 1, 200]

Foram vendidos 500 kg do produto X, 300 kg do produto Y e 200 kg do produto Z.
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1.2.8. Substituindo os pontos na funcéo obtemos:

a —+ b + ¢
270 + 90 + 3¢
64a + 16b + 4c

d = 10
+ d = 7
+ d = —-11°
+ d = 14

Substituindo d = 10 nas outras equacdes e escalonando a matriz aumentada do sistema cor-

respondente:

>> escalona([1,1,1,-3;27,9,3,-21;64,16,4,-24])

eliminacdo 1:

-27+1linha 1 + linha 2
-64*1linha 1 + linha 3
[ 1, 1, 1, -3]
[ 0, -18, -24, 60]
[ 0, -48, -60, 168]
eliminacgdo 2:

==> linha 2
==> linha 3

-1/18%1inha 2 ==> linha 2

[ 1, 1, 1, -3]
[ 0, 1, 4/3, -10/3]
[ 0, -48, -60, 168]
-1%linha 2 + linha 1 ==> linha 1
48*1inha 2 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, 0, -1/3, 1/3]
[ 0, 1, 4/3, -10/3]
[ 0, 0, 4, 8]

eliminacdo 3:
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1/4%1inha 3 ==> linha 3

[ 1, 0, -1/3, 1/3]
[ 0, 1, 4/3, -10/3]
[ 0, 0, 1, 2]

1/3%1linha 3 + linha 1 ==> linha 1
-4/3*1linha 3 + linha 2 ==> linha 2
[ 1, 0, o0, 1]
[ 0, 1, 0, -6]
[ 0, 0, 1, 2]

Assim, os coeficientes sdo a = 1,0 = —6,c = 2 e d = 10 e o polindmio p(z) = 2* — 622 +
2z + 10.
1.2.9. Substituindo os pontos na equacéo do circulo obtemos:
—2a + b + ¢ = —[(-2)*+7 = -53
—4a + 5b + ¢ = —[(-4)?+5Y = —41 .
4a — 3b + ¢ = —[42+3% = -25

>> A=[-2,7,1,-53;-4,5,1,-41;4,-3,1,-25];
>> escalona(A)

eliminacgdo 1:

-1/2*1linha 1 ==> linha 1

[ 1, -7/2, -1/2, 53/2]

[ -4, 5, 1, -41]

[ 4, -3, 1, -25]

4*x]linha 1 + linha 2 ==> linha 2
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-4%]linha 1 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, -7/2, -1/2, 53/2]

[ 0, -9, -1, 65]

[ 0, 11, 3, -131]
eliminagdo 2:

-1/9%1inha 2 ==> linha 2

[ 1, -7/2, -1/2, 53/2]
[ 0, 1, 1/9, -65/9]
[ 0, 11, 3, -131]

7/2xlinha 2 + linha 1 ==> linha 1
-11*linha 2 + linha 3 ==> linha 3

[ 1, o0, -1/9, 11/9]
[ 0, 1, 1/9, -65/9]
[ 0, 0, 16/9, -464/9]

eliminacgdo 3:
9/16%1inha 3 ==> linha 3

[ 1, 0, -1/9, 11/9]
[ 0, 1, 1/9, -65/9]
[ 0, 0, 1, -29]

1/9*%1inha 3 + linha 1 ==> linha 1
-1/9%1inha 3 + linha 2 ==> linha 2
[ 1, o0, o0, -2]

[ o, 1, 0, -4]

[ o, o0, 1, -29]

Os coeficientes sdoa = —2,b = —4 e c = —29 e a equagao do circulo & 22 4y?—2x—4y—29 =
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1.2.10.

(a)

(b)

>> syms bl b2 b3

>> A=[1,-2,5,b1;4,-5,8,0b2;-3,3,-3,b3];
>> escalona(A)

eliminacgdo 1:

-4*x]linha 1 + linha 2 ==> linha 2
3*%linha 1 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, -2, 5, b1]

[ 0, 3, -12, b2-4xbi]

[ 0, -3, 12, b3+3%bi]
eliminagdo 2:

1/3*1inha 2 ==> linha 2

[1, -2, 5, bi]
[0, 1, -4, 1/3%b2-4/3%Db1]
[0, -3, 12, b3+3%b1]

2%]linha 2 + linha 1 ==> linha 1
3*%linha 2 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, 0, -3, -5/3*xb1+2/3%b2]
[ 0, 1, -4, 1/3%b2-4/3%b1]
(0, 0, O, b3-b1+b2]

O sistema € consistente se, e somente se, b3 — by + by = 0.

>> syms bl b2 b3
>> A=[1,-2,-1,b1;-4,5,2,b2;-4,7,4,b3];
>> escalona(A)
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eliminacgdo 1:

4%1inha 1 + linha 2 ==> linha 2
4%1inha 1 + linha 3 ==> linha 3
[1, -2, -1, b1l

[ 0, -3, -2, b2+4xDb1]

[ 0, -1, 0, b3+4xbi]
eliminacgdo 2:

linha 3 <==> linha 2

[1, -2, -1, b1l

[ 0, -1, 0, b3+4x%bi]

[ 0, -3, -2, b2+4xDb1]

-1*linha 2 ==> linha 2

(1, -2, -1, b1]

[ 0, 1, 0, -b3-4*bi]

[ 0, -3, -2, Db2+4%xb1]

2%linha 2 + linha 1 ==> linha 1
3*%1linha 2 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, 0, -1, -7*b1-2%b3]

[0, 1, O, -b3-4x*Db1]

[ 0, 0, -2, b2-8*b1-3%b3]

O sistema € consistente para todos os valores reais de by, by e bs.

1.2.11. >> A=[0,1,7,8;1,3,3,8;-2,-5,1,-8];

>> escalona(A)
eliminagdo 1:
linha 2 <==> linha 1
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[ 1, 3, 3, 8]

[ o, 1, 7, 8]

[ -2, -5, 1, -8]
2*1inha 1 + linha 3 =
[ 1, 3, 3, 8]

(o, 1, 7, 8]

(o, 1, 7, 8]

eliminagdo 2:

-3%1linha 2 + linha 1
-1%1linha 2 + linha 3
[ 1, 0, -18, -16]
( o, 1, 7, 8]
[ 0, 0, 0, 0]

=> linha 3

==> linha 1
==> Jlinha 3

>> I=eye(3);E=0e(-1,2,3,1I),...

F=0e(-3,2,1,I),G=0e(2,1,3,I),H=0e(I,1,2)

E=[ 1, 0, OJF=[ 1, -3, 0]
( o, 1, of [ o, 1, 0]
[ o, -1, 11 [ o, 0O, 1]

G=[1, 0, 0OJH =[O0, 1, O]
[ 0, 1, O] [ 1, 0, 0]
[ 2, 0, 1] [ 0, 0, 1]

>> ExF*xGkH*A

[ 1, 0, -18, -16]

[ o, 1, 7, 8]

[ o0, 0, 0, 0]
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1212, (a) > A=[1,2,0,-3,1,0,
1,2,0,-3,2,1,4;3,6
>> escalona(A)

2;1,2,1,-3,1,2,3; ...
1,-9,4,3,9]

b

[ 1, 2, 0, -3, 0, -1, 0]
[ o, 0, 1, 0, O, 2, 1]
[ o, O, O, O, 1, 1, 2]
[ o, 0, O, O, O, O, O]
r1 4 229 — 314 — x6=0
T3 + 25176:1
Trs + l‘6:2

X=a+38—-2y v 1-2a f 2—a af,
Va, 8,7 €R

(b) >> A=[1,3,-2,0,2,0,0;2,6,-5,-2,4,-3,-1;...
0,0,5,10,0,15,5;2,6,0,8,4,18,6]
>> escalona(A)

( 1, 3, 0, 4, 2, 0, 0]
( o, o, 1, 2, o0, o0, 0]
[ o, 0, 0, 0, 0, 1, 1/3]
[ O, 0, 0, 0, 0, 0, 0]
1 + 39 + 4z, + 25 =0
T3 + 224 =0
1'6:%

X=[22-46-3y v —28 5 a 1/3],

Va, 5,7 € R
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1.2.13. >> syms a, B=[4,3,1,6]7;
>> A=[1,1,1,1;1,3,-2,4a;
2,2*%a-2,-a-2,3*a-1;3,a+2,-3,2*a+1]

>> escalona([A,B])

[ 1

(o, 1, 0, O,
(o, o0, 1, O,
(o, o, 0, 1,

, 0, 0, 0, (4xa-11)/(a-5)]
-4/ (a-5)]
-4/ (a-5)]
-1/(a-5)]

>> solve(-3/2%a+5/4+1/4*a~2,a)

ans = [ 1] [ 5]

Sea#lea#5, entdo X = [*

>> C=subs(A,a,1)

>> escalona([C,B])
[1, 0, O, 1, 2]
[0, 1, 0, 0, 1]
[0, 0, 1, 0, 1]
[ 0, 0, O, 0, O]

b

a—

—4
5

a—

1
a—>

Sea=1,entdo X =[2—a,1,1,a]' Va € R.

>> D=subs(A,a,5)

>> escalona([D,B])
[ 1, 0, 5/2,
[ 0, 1, -3/2,

0]
0]

I
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1.2.14.

0, 0, 0, 0, 1]
0, 0, 0, 0, 0]

Se a = 5, entdo o sistema n&do tem solucao.

(a) > A=[1,2,3,1,8;1,3,0,1,7;1,0,2,1,3];

>> escalona(A)

[1, 0, 0, 1, 1]
(o0, 1, o 0, 2]
[0, 0, 1, 0, 1]

{1—-0,2,1,0) | « € R}

(b) > A=[1,1,3,-3,0;0,2,1,-3,3;1,0,2,-1,-1];

>> escalona(A)

[ 1, O, o0, 1, 1]
[ o, 1, o0, -1, 2]
[ 0, O, 1, -1, -1]

{Il-a,24a,-14+a,a)| aeR}

(c) >> A=[1,2,3,0;1,1,1,0;1,1,2,0;1,3,3,0];

>> escalona(A)
(1, 0, 0, 0]
[ 0, 1, 0, O]
[ 0, 0, 1, 0]
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[ 0, 0, 0, 0]
{(0,0,0)}
1.2.15. >> P=randi(4,2)
P= 5 4
-3 3
1 0
0 -5
>> A=matvand(P(:,1),3),B=P(:,2)
A =125 25 5 1
=27 9 -3 1
1 1 1 1
0 0 1
B= 4
3
0
-5

>> R=escalona([A,B])

R =[1, 0, 0, 0, -163/480]
[0, 1, 0, 0,  99/80]
[ O, O, 1, 0, 1969/480]
[o, o0, 0, 1, -5]

J J

b 3 b

>> p=poly2sym(R(:,5),x)
p = -163/480%x~3+99/80%x~2+1969/480%*x-5
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>> c1f,po(P),syms x,plotfi(p,[-5,5])
>> eixos

Pode nao ser possivel encontrar o polinbmio, se mais de um ponto tiver a mesma abscissa x;.

x

Observac ao. A sua resposta pode ser diferente da que esta aqui.
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1.2.16. >> P=randi(5,2)

P= 3 2
-1 -3
1 -1
3 4
4 4

>> A=matvand(P,2)

A= 9 6 4 3 2 1
1 3 9 -1 -3 1
1 -1 1 1 -1 1
9 12 16 3 4 1
16 16 16 4 4 1

>> R=escalona([A,zeros(5,1)])

R = [1, 0, 0, 0, 0, -35/8, 0]
(0, 1, 0, 0, 0, 45/8, 0]
(0, 0, 1, 0, 0, -2, 0]
(o, 0, 0, 1, 0, 65/8, 0]
(o, 0, 0, 0, 1, -39/8, 0]

>> p=poly2sym2([-R(:,6);1],x,y)

p =35/8%x"2-45/8%x*xy-65/8*x+1+2xy~2+39/8%*y
>> clf,po(P),syms x y,

>> plotci(p, [-5,5],[-5,5])

>> eixos
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Observag ao. A sua resposta pode ser diferente da que esta aqui.

1.2.17. (a) Ainversa da operacao elementar de trocar duas linhas é ela mesma.

(b) A inversa da operacédo elementar de multiplicar uma linha por um escalar, « # 0, € a
operacéo de multiplicar a mesma linha pelo escalar 1/«.
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1.2.18.

(c) Ainversa de somar a linha k, o vezes a linha [, € somar a linha k£, —« vezes a linha (.

(a) Basta multiplicar qualquer linha da matriz pelo escalar 1.

(b) Pelo exercicio anterior cada operacao elementar, e, tem uma operacao elementar inversa,
e~!, do mesmo tipo que desfaz o que a operacdo e fez. Se aplicando as operacdes ele-
mentares e, . . ., ¢, ha matriz A chegamos na matriz B, entdo aplicando-se as operacoes

elementares e,;l, o ,el_l na matriz B chegamos na matriz A.

(c) Se aplicando as operacdes elementares eq, ..., €, na matriz A chegamos na matriz B
e aplicando as operacgdes elementares ¢ 1, ..., e; na matriz B chegamos na matriz C,
entdo aplicando-se as operacdes elementares ey, . . ., ¢; na matriz A chegamos na matriz
C.
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2.1. Matriz Inversa (p agina 102)

2.1.1. A matriz € singular, pois o sistema homogéneo tem solugédo nao trivial (Teorema 2.8 na pagina
94).

2.1.2. (a) > A=[1,2,3;1,1,2;0,1,2];
>> B=[A,eye(3)];
>> escalona(B)
(1, 0, 0, 0, 1,-1]
[0, 1, 0, 2,-2,-1]

[0, o, 1,-1, 1, 1]
(b) [1, 0, 0, 3, 2,-4]
(o, 1, 0,-1, 0, 1l
(o, o, 1, 0,-1, 1]
(c) [1, o, o, 0, 7/3,-1/3,-1/3,-2/3]
[0, 1, 0, 0, 4/9,-1/9,-4/9, 1/9]
[0, o, 1, 0,-1/9,-2/9, 1/9, 2/9]
[0, 0, 0, 1,-5/3, 2/3, 2/3, 1/3]
(d) (1, 0o, o, 1, -1, 0]

0
[0, 1, 0,3/2,1/2,-3/2]
[0, o, 1, -1, o, 1]
1
1
0

e) [ 1
[ O
[ O

= O O
=N
—_ e —

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Marco 2010



Capitulo 2. Invers ao de Matrizes e Determinantes 575

Continua ? (s/n) n

(f 1, 0, 0,1/4, 5/4,-3/4, 1/2, 0]
o, 1, o0,1/2,-1/2, 1/2, 0, 0]
(0, 0, 1,1/4, 1/4, 1/4,-1/2, 0]
(o, o, o, o, -2, -1, -2, 1]

Continua ? (s/n) n

2.1.3. >> syms a
>> A=[1,1,0;1,0,0;1,2,a];
>> escalona(A)

o O =
O = O
< OO

Continua ? (s/n) n
Para valores de « diferentes de zero a matriz A tem inversa.

2.1.4. >> invA=[3,2;1,3]; invB=[2,5;3,-2];
>> invAB=invB*invA
invAB = 11 19
7 0

2.1.5. >> invA=[2,3;4,1]; B=[5;3];
>> X=invAxB
X = 19

Marco 2010 Reginaldo J. Santos



576

Respostas dos Exercicios

23

2.2. Determinantes (p agina 139)

2.2.1. det(A?%) = 9; det(A3) = —27; det(A™') = —1/3; det(A") = —3.
2.2.2. det(A'B™!) = det(A)/ det(B)

2.2.3. (a) det

det

det

(b) det

det

det

@11 a2
G21 Q22
az1 a3z
a1 G12
21 (22
azr a3z
a11  Ai12
21 22

| @31 a32
ai; + a2
a21 + a2
azy + as2
11 dil
Q21 Q21
az1  Aasi
@11 —a12
A1 —@22
a3z1  —as2

929 = det(A) +0=3

a13 + a2
Q23 + 22
a33 + a3z
a3
ags | +
ass |
12
asz |
a1 — G12
21 — (22
az1 — 432
@13
923 +
ass
a3
Qg3 | +
a33

—2/3.

13
23
33
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Q12 Q11 a3

det o2 921 Q923 +
Q32 dA31 (33

Q12 —a12 13

det 99 —a22 A3 = -2 det(A) = —6
| d32 —a3z2 Aass
B ert tert
22.4. (a) det | (1 + rt)er ] =

I
2rt __ 2rt
¢ det[r (1+1t) } = ¢
cos ft sen [t B cos ft sen [t
(b) det { acos St — Bsen Bt acsen St + [ cos St ] = avdet { cos ft sen [t ]

cos ft  sen [t
B det [ —sen t  cos ft } =5

2.25. (a) > A=[1,-2,3,1;5,-9,6,3;-1,2,-6,-2;2,8,6,1];
>> detopelp(A)
[ 1, -2, 3, 1]
[ 5, -9, 6, 3]
[ -1, 2, -6, -2]
[ 2, 8, 6, 1]
eliminacgdo 1:
-5*%linha 1 + linha 2 ==> linha 2
1*linha 1 + linha 3 ==> linha 3
-2%linha 1 + linha 4 ==> linha 4
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[ 1, -2, 3, 1]
[ o, 1, -9, -2]
[ 0, 0, -3, -1]
[ 0, 12, 0, -1]

eliminacdo 2:

-12*%1linha 2 +

[ 1, -2,
[ o, 1,
[ 0, O,
[ 0, O,

3,
_9’
-3,

108,

eliminacdo 3:

-1/3%1inha 3 ==> linha 3

L 1, -2,
[ o0, 1,
L 0, O,
L 0, O,

3,
-9,
1,
108,

linha 4 ==> linha 4

1]
-2]
-1]
23]

1]
-2]
1/3]
23]

det(A) = -3*det(A)

-108%1inha 3 + linha 4 ==> linha 4

[ 1, -2,
[ o, 1,
[ 0, O,
[ 0, O,
ans = 39

>> detopelp(A)

1]
-2]
1/3]
-13]

(b) >> A=[2,1,3,1;1,0,1,1;0,2,1,0;0,1,2,3]

b
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, 1]

, 1]

, 0]

, 3]
eliminacdo 1:

linha 2 <==> linha 1
(1, 0, 1, 1]

[ 2, 1, 3, 1]

[ 0, 2, 1, 0]

[ 0, 1, 2, 3]

det(A) = (-1)*det(A)

-2*%linha 1 + linha 2 ==> linha 2
([ 1, o0, 1, 1]

[ o, 1, 1, -1]

[ 0, 2, 1, 0]

[ o, 1, 2, 3]

eliminacgdo 2:

-2%linha 2 + linha 3 ==> linha 3
-1*%linha 2 + linha 4 ==> linha 4
[ 1, 0, 1, 1]

[ o, 1, 1, -1]

[ o, 0, -1, 2]

[ o, O, 1, 4]

eliminacgdo 3:

-1*%linha 3 ==> linha 3

3 3

[ 2, 1
[1, 0,
[ 0, 2,
[0, 1,

RN~ P W

>
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2.2.6.

2.2.7.

[ 0, 1, 1]

[ 1, 1, -1]

[ 0, O, 1, -2]

[ 0 1, 4]

det(A) = (-1)*x(-1)*det(A)
-1*%linha 3 + linha 4 ==> linha 4
[ 1, o0, 1, 1]
[ 0, 1 1, -1]
[ 0o, O, 1, -2]
[ O 0 0, 6]

5
ans = 6

(a) >> A=[0,1,2;0,0,3;0,0,0];
>> p=det (A-x*eye(3))
p =—x"3
>> solve(p)
(o] [o] [0]

(b) p =(1-x)*x(3-x)*(-2-x) [ 11[ 3]1[-2]
(c) p =(2-x)*(4-5xx+x~2) [2] [4] [1]
(d) p =-8-2%x+5%x~2-x"3 [ 2][ 4][-1]
(a) >> A=[2,0,0;3,-1,0;0,4,3];

>> B=A-x*eye(3);

>> p=det (B)
p =(2-x)*x(-1-x)*(3-x)
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>> solve(p)
[ 21[-1]1[ 3]

(b) p =(2-x)"2%(1-x) [2][2][1]
() p =(1-x)*(2-x)*(-1-x)*(3-x) [ 1]1[ 2] [-1]1[ 3]
(d) p =(2-x)"2*(1-x) "2 [2][2] [1] [1]

228, (a) > Bml=subs(B,x,-1);
>> escalona(Bml)
(1, 0, O]
(0, 1, 1]
[0, 0, 0]

v

0
Wl{[—a]aeR}.

>> B2=subs(B,x,2);
>> escalona(B2)
[1, 0, 1/4]

[0, 1, 1/4]

[0, 0, 0]

Wg{[—glOéER}.

4o
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>> B3=subs(B,x,3);
>> escalona(B3)
[1, 0, O]

[0, 1, 0]

[0, 0, 0]

(b) [1, 3, 0]
(0, 0, 1]
(0, 0, 0]

(0, 1, 0]
(0, 0, 0]
(0, 0, 0]

0
Wgz{ 0 |O[€R}.
—3a
W, ={| «a | @ € R}.
0
(@
Wgz{ 0 |OC,BGR}.
5
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(¢ 1,
[o,
[0,
[0,

(o,
(o,
(o,
(o,

(1,
(o,
(o,
(o,

(1,
(o,
(o,
(o,

0, 0]
1, 0]
0, 1]
0, 0]

0, 0]
1, 0]
0, 1]
0, 0]

0, 29/3]
0, 7/3]
1, 3]
0, 0]

-9/4, 0]
-3/4, 0]
0, 1]
0, 0]

W={[-a a 0 O]t\aeR}.

W,={[a 00 0] |acR}.

Wy = {[ 290 -7 —9« 3a]t | @ € R}
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Ws = {[ 9o 3o 4« O]t|oz€R}.
(d [1, 0, -3, 0]

(o,
(o,
(o,

(o,
(o,
(o,
(o,

1,

3, 0]
0, 1]
0, 0]

Wi ={[3a —-3a « 0]t|a€R}.

0, 0]
1, 0]
0, 1]
0, 0]

Wy={[a 0 0 0] |aecR}.

2.2.9. Concluimos que é muito raro encontrar matrizes invertiveis.
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3.1. Soma de Vetores e Multiplicag ao por Escalar (p agina 169)

3.1.1. >> 0A=[0,-2];0B=[1,0];

>> AB=0B-0A
AB =1 2
>> AC=2xAB
AC = 2 4
>> 0C=0A+AC
0c = 2 2
C=(2,2).

H
3.1.2. Os pontos P, = (0,1) e P, = (1,3) sdo pontos da reta. Assim o vetor V' =P, P,= (1,2) é
paralelo a reta.

3.1.3. Ainclinagdo da reta € a = Z—f = % Assim uma equacgao da reta tem a forma y = %x + 0.

FP _ _ _ 1 = A _ 3 1
Substituindo-se x = 1 e y = 2 obtemos b = 5. Uma equagéo paraaretaéy = 5 + 3.

3.1.4. Aequagdo 3X — 2V = 15(X — U) é equivalente a 3.X — 2V = 15X — 15U. Somando-se
—15X + 2V obtemos —15X + 3X = 2V — 15U ou —12X = 2V — 15U multiplicando-se por
—5 obtemos X = 2U — V.

3.1.5. Multiplicando-se a segunda equacgao por 2 e somando-se a primeira, obtemos 12X = 3U + 2V
ou X = U + V. Substituindo-se X na primeira equagéo obtemos, 3U + V — 2V = U ou
2Y =iU+VouY =1iU+1v.

3.1.6. > op=[ 2, 3, -5]; v=[ 3, 0, -3];
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>> 0Q=0P+V
0qQ = 5 3 -8
Q = (5,3,-3).
3.1.7. >> 0P=[1,0,3]; OM=[1,2,-1];
>> MP=0P-0M; O0OPlinha=0M-MP
OPlinha = 1 4 -5
P’ = (1,4,-5).
3.1.8. (a) > 0A=[5,1,-3]1;08=[0,3,4];0C=[0,3,-5];
>> AB=0B-0A, AC=0C-0A,
AB = -5 2 7
AC = -5 2 -2 R R
Os pontos nao sao colineares, pois AC# X\ AB.
(b) >> 0A=[-1,1,3];0B=[4,2,-3];0C=[14,4,-15];
>> AB=0B-0A, AC=0C-0A,
AB = 5 1 -6
AC = 15 3 -18 . _,
Os pontos sao colineares, pois AC= 3 AB.
3.1.9. >> 0A=[1,-2,-3];0B=[-5,2,-1];0C=[4,0,-1];

>> DC=0B-0A, 0D=0C-DC

DC = -6 4 2
0D = 10 -4 -3
O ponto &€ D = (10, —4, —3).
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9 — y = —4
3.1.10. (a) A equagao xV + yW = U é equivalente ao sistema ¢ —12z + 7y = —6 , cuja
—6r + y = 2

matriz aumentada é a matriz que tem colunas V, W e U.

>> V=[9,-12,-6];W=[-1,7,1];U=[-4,-6,2];
>> escalona([V;W;U]’)

[ 1, 0, -2/3]
[ 0, 1, -2]
[ 0, 0, 0]

Assim, U = —2/3V — 2.

(b) >> v=[5,4,-3]1;W=[2,1,11;U=[-3,-4,1];
>> escalona([V;W;U]’)

[ 1, 0, -5/3]
[ 0, 1, 8/3]
[ 0, 0, -20/3]

Assim, U nao € combinagao linearde V' e WW.

— — —
3.1.11. Para ser um paralelogramo um dos vetores AB, AC' e AD tem que ser igual a soma dos outros

dois.

(a) >> 0A=[4,-1,1];0B=[9,-4,2];
>> 0C=[4,3,4];0D=[4,-21,-14];
>> AC=0C-0A
AC =0 4 3
>> AB=0B-0A
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AB =5 -3 1
>> AD=0D-0A
AD =0 -20 -15
Nao & um paralelogramo.
(b) Somente o vértice D é diferente.
>> 0D=[9,0,5];
>> AD=0D-0A
AD =5 1 4

E um paralelogramo de vértices consecutivos A, B, D e C.

3.1.12. Resolvendo a equacéo vetorial U = V' obtemos que

2 2
U= (6.—4,-2) = —5(~9,6,3) = —3V.

Fazendo o mesmo para U = xV obtemos que nao existe solugdo, logo somente os vetores U
e V' sao paralelos.

3.2. Produtos de Vetores (p agina 208)

3.2.1. Umponto P = (x,y) pertence a reta se, e somente se,

—
PyP-N =0.
ou seja, se, e somente se,
ou
204+3y—1=0
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3.2.2. Uma esfera de raio igual a 2. Se for no espaco & um cilindro de raio igual a 2, se for no plano é

3.2.3.

3.2.4.

3.2.5.

3.2.6.

uma circunferéncia de raio igual a 2.

>> V=[1,2,-3]; W=[2,1,-2];

>> Va=(V+W) /no (V+W) , Vb=(V-W)/no(V-W), ...

>> Ve=(2%V-3*W) /no (2*xV-3%W)

va=[ 5 o v ]
Ve= [-—;%§ ;%; O:
>> syms x

>> V=[x,3,4];Ww=[3,1,2];

>> solve(pe(V,W))

-11/3

Parax = —11/3, V e W s&o perpendiculares.

>> V=[x,2,4];W=[x,-2,3];

>> pe(V,W)

x"2+8

A equagio 22 + 8 ndo tem solugéo real.

>> Va=[2,1,0];Wa=[0,1,-1];Vb=[1,1,1];
>> Wb=[0,-2,-2];Vc=[3,3,0];Wc=[2,1,-2];

>> cosVaWa=pe(Va,Wa)/(no(Va)*no(Wa)), ...
>> cosVbWb=pe (Vb,Wb) / (no(Vb)*no(Wb)), . ..
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3.2.7.

3.2.8.

3.2.9.

>> cosVcWe=pe(Vc,Wc)/(no(Vc)*no(Wc))

cosVaWa=11—0 V52, costWb=—% V32, cochWc=% V2. 0 angulo entre Va e Wa é
arccos(y/10/10) entre Vb e W & arccos(—+/6/3) e entre Vc e We € arccos(v/2/2) = /4.

>> W=[-1,-3,2]; v=[0,1,3];

>> Wi=(pe(W,V) /pe(V,V))*V, W2=W-W1

Wil = 0 3/10 9/10
w2 = -1 -33/10 11/10

>> V=[2,2,1]; w=[6,2,-3];
>> X=V/no (V) +W/no (W), U=X/no(X)
X=[32/21, 20/21, -2/21]

U=[ 28 VITVaL 22 VITVal —5k vITV2T |

>> A=[2:2’1],B=[3,1,2],C=[2,3,0] ,D=[2,3,2],
>> M=[B-A;C-A;D-A], detM=det(M)

M = 1 -1 1
0 1 -1
0 1 1 detM=2

>> A=[2,0,2];B=[3,2,0];C=[0,2,1];D=[10,-2,1];
>> M=[B-A;C-A;D-A], detM=det (M)

M= 1 2 -2
-2 2 -1
8 -2 -1 detM=0

No item (a) os pontos ndo sao coplanares e no item (b) eles sdo coplanares.

Matrizes Vetores e Geometria Analitica

Marco 2010



Capitulo 3. Vetores no Plano e no Espacgo

591

3.2.10. >»> A=[2,1,6];B=[4,1,3];C=[1,3,2];D=[1,2,1];
>> M=[B-A;C-A;D-A], detM=det(M)

M= 2 0 -3
-1 2 -4
-1 1 -5 detM=-15

O volume do paralelepipedo é 15 unidades de vol.

3.2.11. >> A=[1,0,1];B=[2,1,3];C=[3,2,4];
>> V=pv(A-B,C-B), norma=no (V)
AD = 1 -1 0
norma=\/§
A area do paralelogramo é v/2 unidades de area.

3.2.12. >> A=[1,2,1];B=[3,0,4];C=[5,1,3];
>> V=pv(B-A,C-A), norma=no (V)

AD = -1 8 6
norma=+/101

A area do triangulo € 1/101/2 unidades de area.

3.213. >> syms x y z
>> X=[x,y,z]; V=[1,0,1]; w=[2,2,-2];
>> exprl=pv(X,V)-W, expr2=pe(X,X)-6
exprl = [ y-2, z-x-2, -y+2]
expr2 = x"2+y~2+z"2-6
>> S=solve(exprl(1),expri1(2),expr1(3),expr2)
S =x: [2x1 sym] y: [2x1 sym] =z: [2x1 sym]

Marco 2010

Reginaldo J. Santos



592 Respostas dos Exercicios

>> S8.x, S.y, 8.z
ans =[ -1][ -1] ans =[ 2][ 2] ans =[ 1][ 1]
Logo, X = (—1,2,1).

3.2.14. >> X=[x,y,z]; v=[1,1,0]; w=[-1,0,1]; U=[0,1,0];
>> exprl=pe(X,V), expr2=pe(X,W),...
>> expr3=pe(X,X)-3, exprd=pe(X,U)
exprl=x+y,expr2=z-x,expr3=x"2+y~2+z"2-3,exprd=y
>> solve(exprl,expr2,expr3)
S = x: [2x1 sym] y: [2x1 sym] =z: [2x1 sym]
>> 38.x, S.y, S.z
ans =[ -1][ 1] ans =[ 1][ -1] ans =[ -1][ 1]
Como y tem que ser maior que zero, X = (—1,1,—1).

3.2.15. >> A=[3,0,2];B=[4,3,0];C=[8,1,-1];
>> pe(B-A,C-A), pe(A-B,C-B), pe(A-C,B-C)
14,0,21
Portanto o angulo reto esta no vértice B.

3.2.16.

3.2.17.

3.2.18.

3.2.19.
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_)
3.2.20. Seja AB a base do triangulo isosceles e M o seu ponto médio. Vamos mostrar que C'M
_>
- AB= 0.
— — 1 — — —
CM-AB = —-(CA+CB)-AB

2
1 — — — —
= §(CA + CB)-(CB - CA)
1 — — —
§(CA -CB —|| CA H2 +
|| CB |~ CB-CA) =0
3.2.21. Seja AB o lado situado no didmetro da circunferéncia e O seu centro. Vamos mostrar que
— —
CA-CB=0.
— — — — — —
CA-CB = (OO + OA) . (CO + OB)
— ||CO|]P+CO - OB +
— — —
+ OA-CO—||OB|?=0

3.2.22. Se as diagonais sdo perpendiculares, entdo (U + V) - (U — V) = 0. Mas,
(U+V)-(U=V)=U[” = [IVI*

Entao, os lados adjacentes tém o mesmo comprimento e como ele & um paralelogramos todos
os lados tém 0 mesmo comprimento.
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3.2.23. Vamos mostrar que U - V' = 0.
U+ VI[P =|[U|*+20 -V +][|[V]|}

|U = VI[P =[[U]]* =2U -V + [[V]?
Assim ||[U + V|| = ||U — V|| implicaque U - V' = 0.
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4.1. Equacg 6es de Retas e Planos (p agina 247)

4.1.1.

1/5

1/2 1/3

@ « y

OF y
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1/2
1/3
(c) ~ ’
1/3
1/2
(d) * ’
1/3 1/2
(e) * ’
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4.1.2.

2/5
(f) * ’
2/3
(@ * g
1/2
(h) * g
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vV =(1,3/2,

vV =(1,0,2)
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V'=(0,0,2)

P

(" » y
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=(0,2,0)

(@) x Y

V =(2,0
(h) » y

4.1.3. Como o novo plano é paralelo ao plano 2z — y + 5z — 3 = 0, entdo o vetor N = (2,—1,5) é
também vetor normal do plano procurado. Assim, a equagao dele é 2x — y + 5z 4+ d = 0. Para
determinar d substituimos o ponto P = (1, —2, 1) na equag&o do plano:

>> syms x y z d

>> expr=2*x-y+b*xz+d

expr = 2*x-y+b*xz+d

>> subst (expr, [x,y,2z],[1,-2,1])
ans = 9+d
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Assim a equacdo do plano é 22 — y + 52 — 9 = 0.

4.1.4. Os vetores normais dos outros planos, N; = (1,2, —3) e Ny = (2,—1,4), sdo paralelos a ao

4.1.5.

plano procurado 7. Assim o produto vetorial N1 x Ny € um vetor normal a 7.

>> N1=[1,2,-3];N2=[2,-1,4];
>> N=pv(N1,N2)
N=5 -10 -5

Assim, a equacdo de 7 € bx — 10y — 5z + d = 0. Para determinar d substituimos o ponto
P = (2,1,0) na equagéo do plano:

>> expr=5%x-10*y-5*z+d

expr = 5*x—-10*y-bxz+d

>> subst (expr, [x,y,2],[2,1,0])
ans = d

Assim, a equacao do plano 7 & 5x — 10y — 5z = 0.

Como o plano procurado passa pelos pontos P = (1,0,0) e @ = (1,0,1) e é perpendicular
—
ao plano y — z = 0, entdo os vetores PQ= (0,0,1) e o vetor normal do plano y — z = 0,

_)
N; = (0,1, —1) sao paralelos ao plano procurado 7. Assim o produto vetorial P() xN; é um
vetor normal a 7.

>> PQ=[0,0,1];N1=[0,1,-1];
>> N=pv(PQ,N1)
N =-1 0 0
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4.1.6.

4.1.7.

Assim, a equacdo de m € —x + d = (. Para determinar d substituimos o ponto P = (1,0,0) na
equacao do plano, obtendo que a equagcdode mé —x + 1 = 0.

A equacdo dareta é (z,y, z) = (t,2t, t). Substituindo-se o ponto da reta na equagéo do plano
obtemos o valor de ¢

>> v=[1,2,1];

>> syms t

>> t=solve (2*xt+2xt+t-5)
t =1

Substituindo-se este valor de ¢ nas equacbes paramétricas da reta obtemos o ponto P =
(1,2,1).

Um ponto da reta r & da forma P. = (9¢,1 + 6t, —2 + 3t) e um ponto da reta s é da forma
P, = (1+ 25,3+ s,1). As retas se cortam se existem ¢ e s tais que P, = P;, ou seja, se 0
sistema seguinte tem solucao

9t = 1+ 2s
1+6t = 3-+s
—243t = 1

>> escalona([9,-2,1;6,-1,2;3,0,3])

[ 9, -2, 1]
[ 6, -1, 2]
[ 3, 0, 3]

eliminacdo 1:
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(1/9)*1inha 1 ==> linha 1

[ 1, -2/9, 1/9]

[ 6, -1, 2]

[ 3, 0, 3]

(-6)*1linha 1 + linha 2 ==> linha 2
(-3)*linha 1 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, -2/9, 1/9]

[ 0, 1/3, 4/3]

[ 0, 2/3, 8/3]

eliminagdo 2:

(3)*1inha 2 ==> linha 2

[ 1, -2/9, 1/9]

[ 0, 1, 4]

[ 0, 2/3, 8/3]

(2/9)*1inha 2 + linha 1 ==> linha 1
(-2/3)*linha 2 + linha 3 ==> linha 3
[1, 0, 1]

[0, 1, 4]

[ 0, 0, O]

A solucdo do sistema ét = 1 e s = 4. Substituindo-se out = 1 na equagcédo daretar ou s = 4
na equacdo da reta s obtemos o ponto da intersecdo P = (9,7, 1).

4.1.8. Os vetores diretores das retas, V; = (2,2,1) e V5, = (1,1, 1), séo paralelos ao plano procurado
7. Assim, o produto vetorial V; x V5 € um vetor normal a 7.

>> Vi=[2,2,1]; v2=[1,1,1]; P1=[2,0,0];
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4.1.9.

>> N=pv(V1,V2)

N =

1 -1 0

Assim, a equacdo de 7 é x — y + d = 0. Para determinar d substituimos o ponto P, = (2,2,1)
da reta r na equacéo do plano:

>> expr=x-y+d

expr =x-y+d

>> subst (expr, [x,y,z] ,P1)
ans =2+d

Assim, a equacdo doplanorézxz —y — 2 = 0.

(@)

(b)

Substituindo-se o ponto P = (4, 1, —1) nas equacdes da reta r obtemos valores diferentes
de t:

>> solve(’4=2+t’), solve(’1=4-t’), ...

>> solve(’-1=1+2%t’)

ans = 2 ans = 3 ans = -1

Logo ndo existe um valor de ¢ tal que P = (2 +t,4 — t,1 + 2t).

O ponto @ = (2,4,1) é um ponto do plano 7 procurado. Assim, 7 € paralelo aos vetores
_)

PQ= (—2,3,2) e o vetor diretor da reta r, V' = (1,—1,2). Logo, o produto vetorial
—

P xV & um vetor normal ao plano 7:

>> P=[4,1,-1]; Q=[2,4,1]; Vv=[1,-1,2];
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>> PQ=Q-P

PQ = [-2, 3, 2]

>> N=pv(PQ,V)

N= 8 6 -1
expr = 8*x-39+6*xy-z

Substituindo-se o ponto P ou o ponto () na equagdo de 7w obtemos que a equagdo do
plano 7 & 8x + 6y — 2z — 39 = 0.

4.1.10. Ovetor N = (—1,1, —1) é normal ao plano. A equagéo do plano é entdo —x +y — z + d = 0.
Fazendo z = 0 nas equacdes dos planos m; e w5 e resolvendo o sistema resultante, obtemos
x = 0ey = 1. Portanto, o ponto P = (0, 1,0) pertence a 7; e a m,. Substituindo-se o ponto
P = (0,1,0) na equagdo do plano —x + y — z + d = 0 obtemos que a equacgéo procurada é
r—y+z+1=0.

4.1.11. (a) >> N1=[1,2,-3]; N2=[1,-4,2]; V=pv(N1,N2)
V= -8 -5 -6
Os planos se interceptam segundo uma reta cujo vetor diretor € V' = (—8, —5, —6).
(b) >> Ni1=[2,-1,4]; N2=[4,-2,8]; V=pv(N1,N2)
V= 0 0 0
Os planos sao paralelos.
(c) > Ni=[1,-1,0]; N2=[1,0,1]; V=pv(N1,N2)
Vv = -1 -1 1
Os planos se interceptam segundo uma reta cujo vetor diretor € V' = (—1,—1,1).
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4.1.12.

4.1.13.

4.1.14.

O vetor normal ao plano € um vetor diretor da reta procurada. Assim as equacdes paramétricas
dersdo (zr,y,2) = (1 +t,2—1t, 1+ 2t).

O vetor diretor da reta procurada € ortogonal ao mesmo tempo aos vetores normais dos dois
planos, portanto o produto vetorial deles € um vetor diretor da reta procurada.

>> pv([2,3,1],[1,-1,11)
4 -1 -5

(x,y,2) = (1 +4t,—t, 1 — 5t).

>> escalona([1,1,-1,0;2,-1,3,1]1)
1 0 2/3 1/3
0 1 -5/3 -1/3

A reta intersecdo dos planos é (x,y,2) = (1/3 — 2/3t,—1/3 4+ 5/3t, t). O vetor diretor V' =
(—2/3,5/3,1) desta reta & paralelo ao plano procurado. O ponto P = (1/3,—1/3,0) é um
—

ponto da reta e € também portanto um ponto do plano procurado 7. O vetor AP é também um
—

vetor paralelo a 7. Assim o produto vetorial AP xV & um vetor normal a 7.

>> A=[1,0,-1]; P=[1/3,-1/3,0];
>> V=[-2/3,5/3,1];

>> AP=P-A

AP = [-2/3, -1/3, 1]

>> N=pv(AP,V)

N=[ -2, 0, -4/3]
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4.1.15.

Substituindo-se o ponto A ou o ponto P na equacdo —2x — 4/3z + d = 0 obtemos a equagéo
do plano 6x + 4z — 2 = 0.

>> syms t s

>> A=[0,1,0];B=[1,1,0];C=[-3,1,-4];D=[-1,2,-7];
>> BA=B-A, CD=D-C,

BA = 1 0 0

Ch = 2 1 -3

P, = (t,1,0) & um ponto qualquer daretar e P; = (—3+2s, 1+ s, —4 — 3s) € um ponto qual-
ﬁ

quer da reta s. Precisamos encontrar pontos P, e P tais que P, P.,= «V/, ou seja, precisamos
encontrar t e s tais que (t — 2s + 3, —s,3s + 4) = (a, —ba, —a).

>> escalona([1,-2,-1,-3;0,-1,5,0;0,3,1,-4])
[ 1, -2, -1, -3]

[ 0, -1, 5, 0]

[ 0, 3, 1, -4]

eliminagdo 2:

(-1)*1inha 2 ==> linha 2

[ 1, -2, -1, -3]

[ 0, 1, -5, 0]

[ 0, 3, 1, -4]

(2)*linha 2 + linha 1 ==> linha 1
(-3)*linha 2 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, o0, -11, -3]

[ 0, 1, -5, 0]
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4.1.16.

[

e

0, 0, 16, -4]
liminagdo 3:

(1/16)*1linha 3 ==> linha 3

[ 1, o, -11, -3]

[ 0, 1, -5, 0]

[ 0, 0, 1, -1/4]
(11)*linha 3 + linha 1 ==> linha 1
(5)*linha 3 + linha 2 ==> linha 2
[ 1, 0, 0, -23/4]

L 0, 1, 0, -5/4]

[ 0, 0, 1, -1/4]

Pr0 = [-23/4, 1, 0]

PsO = [-11/2, -1/4, -1/4]

V = [1/4, -5/4, -1/4]

Encontramos que t = —23/4, s = —5/4 e « = —1/4. Substituindo-se ou t = —23/4 em
P, = (t,1,0) obtemos que a equacdo dareta é (x,y, z) = (—23/4 +t, 1 — 5t, —t).

(a) >> N1=[2,-1,1]; N2=[1,2,-1]; V=pv(N1,N2)

V=-1 3 5

Os planos se interceptam segundo uma reta que tem vetor diretor V' = (—1, 3, 5).

(b) >> escalona([2,-1,1,0;1,2,-1,1])
[ 2, -1, 1, 0]
[ 1, 2, -1, 1]
eliminacdo 1:
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linha 2 <==> linha 1

L 1, 2, -1, 1]

[ 2, -1, 1, 0]

(-2)*1linha 1 + linha 2 ==> linha 2
[ 1, 2, -1, 1]

[ 0, -5, 3, -2]

eliminacgdo 2:

(-1/5)*linha 2 ==> linha 2

[ 1, 2, -1, 1]
[ 0, 1, -3/5, 2/5]
(-2)*linha 2 + linha 1 ==> linha 1
[ 1, 0, 1/5, 1/5]
[ 0, 1, -3/5, 2/5]

Um ponto qualquer daretar & P. = (1/5 —t,2/5 + 3t, 5t). Vamos determinar o valor de
—

t tal que AP, seja perpendicular ao vetor diretor da reta r.

>> syms t

>> Pr=[1/5-t,2/5+3*t,5*t];A=[1,0,1];
>> APr=Pr-A

APr = [ -4/5-t, 2/5+3%t, 5xt-1]
>> expr=pe(APr, [-1,3,5])

expr = -3+35*t

>> t=solve(expr)

t = 3/35

%
Substituindo-se t = 3/35 em AP,.= (—4/5 —t,2/5 + 3t, 5t — 1), obtemos o vetor diretor
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da reta procurada e assim a equacgéo da reta é (z,y,z) = (1 — (31/35)t, (23/35)t,1 —
(4/7)t).

4.1.17. >> Vi=[1,2,-3]; P1=[0,0,0];
>> V2=[2,4,-6]; P2=[0,1,2];
>> pv(V1,V2)
ans = 0 0 0
>> syms x y z; X=[x,y,z];
>> M=[X-P1;V1;P2-P1], expr=det (M)
M=[ x, y, zl
[ 1, 2, -3]
[ 0, 1, 2] expr = 7*x-2%y+z

Como o produto vetorial de V; e V5 (os dois vetores diretores das retas) é igual ao vetor nulo,

—
entao as retas sao paralelas. Neste caso, os vetores 1} e P, P, sdo nao colineares e paralelos
ao plano procurado. Assim, 7x — 2y + z = 0 é a equacéo do plano.

4.1.18. (a)
T ('I7y7 Z) :t(07172)

s: (z,y,2) =1(1,0,2)

t: (z,y,2) =(0,1,2) + s(1,—1,0)
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X y

(b) A=(0,0,2), B=(0,1,2)eC = (1,0,2).

N 0 0 2
vol =2 OA (OB x OC)|=|det | 0 1 2 |[=2=1.
1 0 2

— —
(c) area = || OB x OC || = 3|[(2,2,-1)|| = 3

(d)

-2

h = dist(m, A) = 3

2
3

4.2. Angulos e Dist ancias (p agina 291)
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4.2.1. >> v=[1,3,2];w=[2,-1,1]1;0=[1,-2,0];
>> N=pv(W,U), projecao=(pe(V,N)/pe(N,N))*N
N =2 1 -3 projecao = -1/7 -1/14 3/14
4.2.2. >> N1=[2,-1,1]; N2=[1,-2,1];
>> costh=pe(N1,N2)/(no(N1)*no(N2))
costh = 5/6
>> acos(5/6)*180/pi
ans = 33.5573
O angulo é arccos(5/6) ~ 33, 5°.
4.2.3. >> A=[1,1,1];B=[1,0,1];C=[1,1,0];
>> N1=pv(B-A,C-A), N2=pv(Q-P,V),...
>> costh=pe(N1,N2)/(no(N1)*no(N2))
N1 =1 0 0, N2 =1 -1 0,
costh = 1/2x27(1/2)
O angulo é arccos(v/2/2) = 45°.
4.2.4. O vetor diretor da reta procurada V' = (a, b, ¢) faz angulo de 45° com o vetor i e 60° com o vetor

j. Podemos fixar arbitrariamente a norma do vetor V. Por exemplo, podemos tomar o vetor V'

com norma igual a 2.

V =(a,b,c)
VI =a*+b*+c* =4
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4.2.5.

Substituindo-se estes valores em a? + b + ¢ = 4:

2+1+c=4, = |c|=1

Assim, existem aparentemente, oito retas que passam pelo ponto P = (1,—2,3) e fa-
zem angulo de 45° com o eixo x e 60° com o eixo y. Elas sdo (z,y,2) = (1,—2,3) +
t(iﬁ, +1,+1). Na verdade existem quatro retas (distintas), pois um vetor diretor e o seu
simétrico determinam a mesma reta. Elas sdo (z,y, 2) = (1, —2,3) + t(v/2, 1, £1).

Existem, aparentemente, oito retas que passam pelo ponto P = (1, —2, 3) e fazem angulo de
45° com o eixo x e 60° com o eixo y. Elas séo (r,y,2) = (1, —2,3) +t(+v/2/2,+£1/2,4+1/2).
Na verdade existem quatro retas (distintas), pois um vetor diretor e 0 seu simétrico determinam
a mesma reta. Elas séo (z,v, z) = (1, —2,3) + t(v/2/2, £1/2, £1/2).

>> syms t, A=[1,1,0]; Vv=[0,1,-1]; Pr=[0,t,-t];
>> PrA=A-Pr, exprl=pe(PrA,V)

PrA = [1, 1-t, t] exprl = 1-2%t

expr2 = 2*(1-t+t~2)"(1/2)

>> expr2=no (PrA)*no (V)

>> solve((exprl/expr2)~2-1/4)

(0] [1]

>> B=subs(Pr,t,0), C=subs(Pr,t,1)
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4.2.6.

4.2.7.

B = [0, 0, 0] C= [0, 1, -1]

>> A=[1,0,0]; B=[0,1,0]; C=[1,0,1]; 0=[0,0,0];
>> N=B-A

-1 2 0

>> dist=abs (pe(N,C-0))/no(N)

dist =1/27(1/2)

A distancia é igual a 1/+/2.

(@) > syms t s
>> A=[1,0,0]; B=[0,2,0]; Vv2=[1,2,3]; P2=[2,3,4];
>> Pri=A+t*(B-A), Pr2=P2+s*V2
Pr1 = [1-t, 2*%t, 0] Pr2 = [2+s, 3+2%s, 4+3%s]
P,, = (1 —t,2t,0) € um ponto qualquer daretar; e P, = (2+ 5,3 + 25,4 + 3s) €
—

um ponto qualquer da reta ry. Devemos determinar ¢t e s tais que o vetor P, P, seja
perpendicular aos vetores diretores de r; e de rs.

>> Pri1Pr2=Pr2-Prl

PriPr2 = [1+s+t, 3+2%s-2%t, 4+3%s]

>> exprl=pe(PriPr2,B-A), expr2=pe(PriPr2,V2)
exprl = B+3*s-bxt expr2 = 19+14*s-3*t

>> S=solve(’5+3*s-5%t’,?19+14*s-3*t’)

>> S.t, S.s

t = 13/61, s = -80/61

>> Pr10=subs(Pri,t,13/61),

Pri0 = [48/61, 26/61, 0]
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4.2.8.

4.2.9.

>> Pr20=subs(Pr2,s,-80/61)
Pr20 = [42/61, 23/61, 4/61]
>> V=Pr20-Pr10, expr=Pri10+txV
vV = [-6/61, -3/61, 4/61]

expr = [48/61-6/61*t, 26/61-3/61%t, 4/61%t]

A equacdo dareta é (z,y, z) = (48/61 — (6/61)t,26/61 — (3/61)t, (4/61)t).

.
(b) A distancia entre r; e 75 é igual a norma do vetor P, P,,= (—6/61,—3/61,4/61) que é

igual a 1//61.

>> A=[0,2,1]; Pr=[t,2-t,-2+2*t];
>> APr=Pr-A, dist=no(APr)

APr = [t, -t, —-3+2x%t]

dist = 37 (1/2)*(2xt"2+3-4xt) "~ (1/2)
>> solve(dist~2-3)

(1] [1]

>> P=subs(Pr,t,1)

P=1[1, 1, O]

A distancia de A até a reta r € igual a v/3.

>> syms t

>> A=[1,1,1]; B=[0,0,1]; Pr=[1+t,t,t];

>> APr=Pr-A, BPr=Pr-B

APr = [t, -1+t, -1+t] BPr = [1+t, t, -1+t]
>> distlg=pe(APr,APr), dist2q=pe(BPr,BPr)
distlq = 3*t"2+2-4xt dist2q = 2+3*t"2

>> solve(distlq-dist2q)
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4.2.10.

4.2.11.

t=0
>> subs(Pr,t,0)
[1, 0, 0]

O ponto P = (1,0, 0) é equidistante de A e B.

>> A=[1,-1,2]; B=[4,3,1]; X=[x,y,z];
>> AX=X-A, BX=X-B,
= [x-1, y+1, z-2] BX = [x-4, y-3, z-1]
>> distlq=pe(AX,AX), dist2qg=pe(BX,BX)
distlqg = x"2-2*%x+6+y " 2+2%y+z"2-4*z
dist2q = x"2-8*%x+26+y " 2-6*y+z"2-2%z
>> expr=distlq-dist2q
expr = 6*x-20+8xy-2*z
A equacdo do lugar geometncoe6x+8y 22—20 = 0 Este plano passa pelo ponto médio de

AB, pois o ponto médio de AB é M OM— 1/2(OA + OB) (Exercicio 1.18 na pagina 175)
satisfaz a equagéo do plano. O plano é perpendicular ao segmento AB, pois N = (6,8, —2) é

e
paraleloa AB= (3,4, —1).

>> syms Xy z d

>> exprl=2*x+2*xy+2%xz+d;

>> P1=[0,0,-d/2]; N=[2,2,2]; P=[1,1,1];
>> expr2=abs(pe(P-P1,N))/no(N)

expr2 = 1/6 |6 +d| V3

>> solve(expr2-sqrt(3),d)
ans = [ 0][ -12]
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Os planos 2x + 2y + 2z = 0 e 2x 4 2y + 2z — 12 = 0 satisfazem as condi¢des do exercicio.

4.2.12. >> N2=[1,-2,2];N3=[3,-5,7];
>> V=pv(N2,N3)

V= -4 -1 1
N:(a?b7c)7 N].:(lyoal)

NN latc| _ 1

vy = cos(7/3) T = 3

IN|? = 2 = P +E = 2

N-V = 0 —4da—b+c = 0

Da la. equacao (usando a 2a. equacgéo) segue que
la+c=1 = c=%+1—a.

Da 3a. equacgao
b=c—4a=+1— ba,

Substituindo-se os valores de b e ¢ encontrados na 2a. equacao:
a® + (1 —5a)* + (£1 —a)* = 2,
27a®> = £12a, = a =0 ou a = £4/9.
N =(0,1,1) ou N =(4/9,—11/9,5/9)
Osplanos y + z = 0 e 4r — 11y 4 52 = 0 satisfazem as condicdes do exercicio

4213. (@) N-V,=(1,1,1)-(1,-1,0) =0
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4.2.14.

(b) Tomando P, = (0,0,0) e P, = (1,0, 1):

PP, -N 1,0,1)-(1,1,1 2
afrm) = LB PN 10,01 - (L1 Y]

V1] V3 V3

(c) Nao. Pois se s € uma reta reversa a r contida em 7, entao

d(r,s) =d(r,m) = <2

Sl

—
(@) AB= (—7/3,7/2,0)
—
AC= (=7/3,-2,11/6)
— —
AB x AC= (77/12,77/18,77/6)
— —
Ny = (36/77) AB x AC= (3,2,6)
A equacdodoplanoé 3z +2y+ 62 —6 =0
—
(b) DE= (5/2,—5,11)
—
DE x k = (—5,-5/2,0)
— -
Ny =—(2/5) DE x k= (2,1,0)
Aequacdodoplanoé2x +y—2=0
326 6 1 2/3 2 2 1 2/3 2 2
© 12102 2 10 2 0 —1/3 —4 -2
1 2/3 2 2 10 -6 -2
0 1 12 6 01 12 6
As equacdes paramétricas da reta sdo (z,y, z) = (—2 + 6t,6 — 12t,1).
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(d)

-

y
X

o NiNo|
(€) cos(m1, M) = i = 7v3
T . A A_ NOA 6
() OP= projy, OA= H}VIHQ N, = 4—9(3,2,6)

(9) area = || AB x AC'||/2 = ||(77/12,77/18,77/6)||/2 = F]I(3,2,6)|| = 37

72

4.3. Posic¢ 6es Relativas de Retas e Planos (p agina 311)

4.3.1. (a) > A=[1,-2,2,0;3,-5,7,0];
>> oe(-3,1,2,A)
-3*%linha 1 + linha 2 ==> linha 2
1 -2 2 0
0 1 1 0
Aretaé (z,y,z) = (—4t, —t,1).
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(b)

>> V=[-4,-1,1]; N=[0,1,1];

>> pe(V,N)

ans = 0

Como o vetor diretor da reta € ortogonal ao vetor normal ao plano e o ponto O = (0,0, 0)
pertence aos dois, entdo a reta esta contida no plano

4.3.2. > P1=[1,1,1];V1=[2,2,1];
>> P2=[0,0,0];V2=[1,1,0];
>> det ([P1-P2;V1;V2])

4.3.3.

ans

=0

As retas sao concorrentes.

(a)

(b)

()

>> syms m,P1=[1,0,2];V1=[2,1,3];
>> P2=[0,1,-1];V2=[1,m,2*m] ;
>> expr=det ([V1;V2;P2-P1])

expr = -9*m+6
>> solve(expr)
ans = 2/3

Para m = 2/3 as retas sdo coplanares.

Para m = 2/3, os vetores diretores V; = (2,1,3) e V5 = (1,2/3,4/3) nédo séo paralelos,
pois um nao é maltiplo escalar do outro. Portanto, as retas sao concorrentes.

>> syms x y z; P=[x,y,2];
>> V2=subs(V2,m,2/3)

v2 = [ 1, 2/3, 4/3]

>> N=pv (V1,V2)
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Tomando como vetor normal —3N = (2, —1, —1) aequagéo do plano é 2z —y—z+d = 0.
Para determinar d substituimos o ponto P; = (1,0, 2) na equacé&o do plano:

>> subst (2xx-y-z+d, [x,y,z],[1,0,2])
>> ans= d

Assim, a equacao do plano é 2z —y — 2z = 0.

4.3.4. Precisamos determinar m para que os vetores W = (2,m,1), V3 = (1,2,0) e V5 = (1,0, 1)
sejam L.D.

>> syms m

>> W=[2,m,1];N=[2,-1,-2];
>> expr=pe(W,N)

expr = 2-m

Para m = 2 areta é paralela ao plano. A reta ndo esta contida no plano, pois o ponto da reta
Py = (1,1,1) ndo satisfaz a equagéo do plano.

435. (a) > N1=[2,1,1];N2=[1,3,1];N3=[1,1,4];
>> det ([N1;N2;N3])
ans = 17
Os trés planos se interceptam num Gnico ponto.
(b) >> N1=[1,-2,1];N2=[2,-4,2];N3=[1,1,0];
>> det ([N1;N2;N3])
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()

(d)

(e)

(f)

ans = 0

Como N, = 2N, N3 nao é paralelo a eles e as equacdes dos dois primeiros planos nao
sdo proporcionais, o primeiro e o segundo plano sdo paralelos distintos e o terceiro corta
os dois primeiros.

>> N1=[2,-1,1];N2=[3,-2,-1];N3=[2,-1,3];

>> det ([N1;N2;N3])

ans = -2

Os trés planos se interceptam num Gnico ponto.

>> N1=[3,2,-1];N2=[2,-5,2];N3=[1,-1,1];

>> det ([N1;N2;N3])

ans = -12

Os trés planos se interceptam num Gnico ponto.

>> N1=[2,-1,3];N2=[3,1,2];N3=[4,-2,6];

>> det ([N1;N2;N3])

ans = 0

Como N3 = 2N, N, ndo € paralelo a eles e as equacdes do primeiro e do terceiro planos
Nao sao proporcionais, o primeiro e o terceiro plano séo paralelos distintos e o segundo
corta 0s outros.

>> N1=[-4,2,-4];N2=[3,1,2];N3=[2,-1,2];

>> det ([N1;N2;N3])

ans = 0

Como N; = —2N3, Ny ndo é paralelo a eles e as equagdes do primeiro e do terceiro
planos sdo proporcionais, 0 primeiro e o terceiro plano sdo coincidentes e 0o segundo
corta 0s outros.
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(@)

(h)

>> N1=[6,-3,9];N2=[4,-2,6];N3=[2,-1,3];

>> det ([N1;N2;N3])

ans = 0

Como N; = 3N3, N, = 2N3 e quaisquer duas equacgdes ndo sao proporcionais, os trés
planos sao paralelos distintos.

>> N1=[1,-2,3];N2=[3,1,-2];N3=[5,-3,4];

>> det ([N1;N2;N3])

ans = 0

Os vetores normais sao coplanares, mas quaisquer dois vetores ndo sao paralelos.

>> escalona([1,-2,3,2;3,1,-2,1;5,-3,4,4])

ans =

[ 1, 0, -1/7, 0]
[ 0, 1, -11/7, 0]
[ 0, 0, 0, 1]

Como o sistema nao tem solucdo os planos se interceptam dois a dois segundo retas
distintas.
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5.1. Cobnicas n ao Degeneradas (p agina 338)

5.1.1. (a) 422 + 2y?> = 1 pode ser reescrita como %24 + % = 1, que é a equacao de uma elipse

com focos em (0, +c), em que ¢ = \/1/4 +1/2 = \/3/2.
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(b) 22 + y = 0 pode ser reescrita como y = —x2, que é a equacdo de uma parabola com
foco em (0, —1/4) e reta diretriz y = 1/4.

(c) Dividindo 22 — 9y% = 9 por 9 obtemos %2 — y1—2 = 1, que é a equacgdo de uma hipérbole

com focos em (£¢, 0), em que ¢ = /9 + 1 = v/10.
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627

0.6

0.4

0.2

y

-0.6

-0.8

<y

Marco 2010

Reginaldo J. Santos



628

Respostas dos Exercicios

y

<y
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51.2. (@) (@+1)2+y—22+/(z—3)2+(y—2)2=6

Ve +1)?2+(y =22 =6—/(z -3+ (y - 2%

Elevando ao quadrado e simplificando, obtemos

20+ 11 =3y/(z+1)2+ (y — 2)%
Elevando novamente ao quadrado e simplificando, obtemos

52% + 9y? — 10z — 36y — 4 = 0.

0) Vi +1)2+y+1)2+/(z—1)2+(y—1)2 =14

Vet P G+ 2 == V- D2+ (y— 2

Elevando ao quadrado e simplificando, obtemos

4—(x+y)=2/(x—1)2+(y—1)2

Elevando novamente ao quadrado e simplificando, obtemos

32% 4 3y? — 22y — 16 = 0.

513. (@) v/(z =32+ (y+1)2—/(z —3)2+ (y — 4)2=43

VE=32+@y+1)2=43+/(z—-3)2+ (y—4)
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Elevando ao quadrado e simplificando, obtemos

Sy — 12 = +3/(z — 3)2 + (y — 4)2.
Elevando novamente ao quadrado e simplificando, obtemos

16y* — 922 + 54z — 48y — 81 = 0.

O VTP (P 1P+ (y— P==2

VE+1)2+y+1)2 =22+ (z —1)2+ (y — 1)2

Elevando ao quadrado e simplificando, obtemos

(z4y)—1=+y(z—1)2+ (y— 1)

Elevando novamente ao quadrado e simplificando, obtemos

20y — 1 = 0.

51.4. (a) y/2?+ (y —2)? = |y + 2|. Elevando ao quadrado e simplificando obtemos

22— 8y =0

|z +y—2|

V2

v — 2oy +y? +dx+ 4y —4=0.

(b) V/(z—0)2+ (y —0)?

. Elevando ao quadrado e simplificando obtemos
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631

5.1.5.

5.1.6.

Elevando-se ao quadrado

Simplificando-se

ou

que € uma hipérbole.

dist(P, F') = 2dist(P, )

(x—6)2+y2=2 x—g'
( 6)2+y2:4(x—;>2
3% —y? =27

dist(P,r) = 2dist(P, F)

o] = 2¢/(z = 3)2 + (y — 2)?

Elevando-se ao quadrado e simplificando-se

Completando-se o quadrado

32% — 24z + 36 +4(y —2)2 =0

3[(x—4)* —4]+4(y—2)*=0
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gue é uma elipse.
5.2. Coordenadas Polares e Equa¢ 0es Param étricas (p agina 376)

521. (@ r=2
(b) r?cos20 =4
(c) r=2senf
(d) r2cos?f —4rsenf —4 =0
52.2. (a) 16(x + 3/4)*> — 2> = 1 que & uma hipérbole com excentricidade e = 3 e focos em
(—6/4,0) e (0,0)
(b) 22 + (y — 2)? = 4 que & uma circunferéncia com raio a = 2 e centro em (0, 2)
(©) (z—9/2)* + y* = 81/4 que & uma circunferéncia com raio a = 9/2 e centro em (9/2,0)

(d) 22/4+ (y — 1)*/3 = 1 que & uma elipse com excentricidade ¢ = 1/2 e focos em (0, 0) e
(0,2)

(e) (2 +y*) =y
A ar+by+c=0
5.2.3. (a) Pardbolacome=1, d=5/2, V =(5/4,7)
(b) Elipsecome=1/3, d=6, Vi=(3/2,7/2) Vo= (3,—7/2)
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633

5.2.4.

5.2.5.

(c) Hipérbolecome =2, d=3/4, Vi =1(1/2,0) Vo= (-3/2,m)
(d) Hipérbole come =3/2, d=4/3, Vi =(-4,0) Vo= (4/5,7)

@ a=2 C=(2,0)

(b) a=3/2, C=(3/2,—7/2)
(©) a=3/4, C=(3/4,0)

d) a=2/3, C=(2/3,—7/2)

(@) 0 <0 <arctan(4/3), 0<r<5
arctan(4/3) <0 <7/2, 0<r <2

sen 0

b) 0<f<m/4, 0<7r<3V2
7/4<0<m 0<r< 3

— 2sen 6—cosf

(c) arctan(1/2) <O <7/4, 4<r< -2

cos 0

(d) arctan(1/2) <0 <x/2, 0<r <4cosd
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6.1. Quadricas (p agina 420)

6.1.1. (a) 42% — 2y* + 2? = 1 pode ser reescrita como

z” y? 2
- 7 =1
i1 T

gue & um hiperbolbide de uma folha.
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(b) 22 +y + 22 = 0 pode ser reescrita como
Y= —(l‘2 + Z2>7

gue € a equacao de um parabol6ide eliptico.
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(c) Dividindo 2% — 9y = 9 por 9, obtemos

2 2
7 v
9 1

que é a equacgao de um cilindro quadrico.
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N
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(d) Dividindo 422 — 9y% — 36z = 0 por 36 obtemos

132

S &
9 4’

gue é a equacao de parabolbide hiperbolico.
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6.1.2. dist(X, m) = dist(X, P)

o2/ = (& + 2 + 7 + 22
(1 -2 = (x +2)* + 4 + 22
—8z = y* + 2*
Parabolbide eliptico

6.1.3. dist(X,r) = dist(X, s)

Parabolb6ide hiperbdblico.

6.1.4. dist(P, (2,0,0)) + dist(P, (—2,0,0)) =6

V@ =22+ + 224+ /(2 +22+ 12+ 22 =6

V(e =22+ +22=6—/(x+2) + 2 + 22
9+2r=—3v/(z+2)2 + 1y + 22
81 + 36x + 42” = 9[(x + 2)* + 3 + 27
45 = 52 + 9y* + 927

Elipsoide
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6.1.5. | dist(P, (2,0,0)) — dist(P, (=2,0,0))| = 3

Ve =22 +12+ 22— /(2 +2)2 +y2 + 22 = +3

V(e =22+ y2+22 =43+ /(v +2)2 +y2 + 22
(x =27+ 9"+ 28 =9£6\/(+ 22 +92 + 22+ (v +2) +y" + 2
—9 — 8z = £6+/(x + 2)2 + y2 + 22
—63 = —282” + 36y + 362°

Hiperbolbide de duas folhas
6.2. Superficies Cilindricas, C 06nicas e de Revolu¢ &o
6.3. Coordenadas Cilindricas, Esf éricas e Equa¢ 6es Param étricas (p agina 477)

6.3.1. (a) r*4+422=16
(b) r2cos20 =9
(c) r?cos20 = 322
(d) 72 = 22
6.3.2. (a) r* =9rcos¢
(b) p=m/dep=3n/4
(c) r’seng =9
(d) rsen® ¢ = 2cos @
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6.3.3. (a) 22 +y>=16
(b) 2%+ y? = 9x
© 2% —y* =2
(d) 2%y = (22 +y*)"

6.34. (@) 22=a2+9y%2>0
(b) 2=9
(€) 2%(x* + y* + 22) = 4y?

d) 22 +y? 4+ 22 =6y + 3z

6.3.5. (a) xr =atanscost, y=0bsecs, z=ctanssent
(b) x = astant, y =bssect, z= s>

() x=ascost, y=bssent, z=s

(d x = 2(t), y=uy(t), z=s ondex = z(t), y = y(t) & uma parametrizacéo da
curva f(z,y) =0

(e) x = sx(t), y = sy(t), z = s,ondex = z(t), y = y(t) €& uma parametrizacdo da
curva f(z,y) =0

(f) z = x(t)coss, y = z(t)sens, z = z(t), onde z = z(t), z = z(t) € uma
parametrizacdo da curva f(z,z) =0

(@) © =a(t)+as, y=y(t)+bs, z=s,ondex=x(t), y=y(t)éumaparametrizacdo
dacurva f(z,y) =0

6.3.6. y = t> = x?
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6.3.7. 22 4+ y?> = t2cos’t + t?sen’t = t? = 22
6.3.8. Uma parametrizacao para o cilindro é
T =cost, y=sent e z=s.

Vamos usar a equagdo do plano para eliminar s na parametriza¢@o do cilindro. Substituindo-se
a parametrizacao do cilindro na equacao do plano obtemos

sent +s = 2.
Assim,
s =2 —sent.

Portanto
r =cost, y=sent, z=2—sent

parat € [0, 27| € uma parametrizagdo para a curva.
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7.1. Rotac @o e Translac ao (pagina 492)

7.1.1. (a) > vi=sym([1/sqrt(2),-1/sqrt(2)]1);
>> v2=sym([1/sqrt(2),1/sqrt(2)]1);
>> p=[1,3];
>> A=[v1;v2;p].’
>> escalona(A)

(1, 0, -27(1/2)]
(o, 1, 2%27(1/2)]
Assim, as coordenadas de P em relacao ao sistema & sao:

—V2
o]
(b) >> vi=sym([1/sqrt(2),-1/sqrt(2),01);
>> v2=sym([0,0,1]);
>> v3=sym([1/sqrt(2),1/sqrt(2),0]);
>> p=[2,-1,2]; A=[v1;v2;v3;pl.’;
>> escalona(A)

[ 1, 0, 0, 3/2%2°(1/2)1
[ O, 1, 0, 2]
[0, 0, 1, 1/2%2°(1/2)]
Assim, as coordenadas de P em relacdo ao sistema S sao:
3v/2/2
2
V32
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7.1.2. (a) > vi=sym([-1/sqrt(2),1/sqrt(2)]1);
>> v2=sym([1/sqrt(2),1/sqrt(2)]1);
>> v=2%v1+v2

Va2 332
(b) >> vi=sym([0,1/sqrt(2),-1/sqrt(2)]1);
>> v2=sym([1,0,0]);

>> v3=sym([0,1/sqrt(2),1/sqrt(2)1);
>> v=-v1+v2+2%v3

v = 3 1 3
[1 v2/2 3v2/2]
7.1.3. As coordenadas de U;,Us; e Us em relagdo ao sistema 8§ = {0O,U;,U,, Us}
1 0 0
sdao dadas por 01, 1 e 0 , respectivamente. Assim, U, =
0
1 0 0 1 1 1 0 0 0 0
0 1/2 —/3/2 0 0, U=[0 1/2 —/3/2 1= 1/2
0 3/2 1/2 0 0 0 3/2 1/2 0 V3/2
1 0 0 0
elUs=|0 1/2 —/3/2 0| = f/2
0 v3/2 1/2 1 1/2

7.1.4. >> p=sym([sqrt(3),1]).’; pr=sym([sqrt(3),-11).7;
>> A=[cos(th),-sin(th) ;sin(th),cos(th)];
>> expr=A*xpr-p
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expr = [ cos(th)*37(1/2)+sin(th)-37(1/2)]

[ sin(th)*3~(1/2)-cos(th)-1]
>> solve(expr(1,1),expr(2,1),th)
ans = 1/3%*pi

A rotacdo é de 7/3.
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7.2. ldentificac &@o de Coénicas (p agina 507)

(@) >> a=sym(9) ;b=sym(-4) ;c=sym(6) ;
>> A=[a,b/2;b/2,c];
>> syms X
>> p=det (A-x*eye(2))
p = 50-15%x+x"2
>> solve(p)
ans = [ 5][ 10]
>> al=b5;c1=10;
>> escalona(A-5*eye(2))

[ 4, -2]

[ -2, 1]

ans =

[ 1, -1/2]
[ 0, 0]

A solugdo geral de (A —51,)X =0é
Wy = {(e,20) | @« € R}

Como ||(a, 2a)|| = 1 se, e somente se, @ = +1/+/5, entdo podemos tomar os vetores
U, = (1/v/5,2/V/5) e Uy = (—2/+/5,1/+/5) para caracterizar os novos eixos.

>> P=sym([1/sqrt(5),-2/sqrt(5);...
2/sqrt(5),1/sqrt(5)])

p_ V5/5 —2v5/5
L 2vE/s VB
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>> syms x1 yi
>> expr=al*x1”2+cl*y172-30

5x1° + 109> — 30
>> expr=expr/30
21?/6+y:2/3 -1
>> elipse(sqrt(6),sqrt(3),P)
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y A

<y
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(b) >> a=sym(3) ;b=sym(-8) ;c=sym(-12);
>> A=[a,b/2;b/2,c];
>> p=det (A-x*eye(2))
p = -52+9%x+x"2
>> solve(p)
ans = [ -13][ 4]
>> al=-13;cl=4;
>> escalona(A+13*eye(2))

[ 16, -4]

[ -4, 1]

ans =

[ 1, -1/4]
[ 0, 0]

A solugdo geral de (A + 131,)X =0é
Wy = {(o,4a) | @« € R}

Como ||(«,4cr)|| = 1 se, e somente se, « = £1/+/17, entdo podemos tomar os vetores
Uy = (1/v17,4/\/17) e Uy = (—4/+/17,1/+/17) para caracterizar 0s novos eixos.

>> P=sym([1/sqrt(17),-4/sqrt(17);...
4/sqrt(17),1/sqrt(17)1)

P VIT/1T  —4/17/17
| aAT/IT 1T/

>> expr=al*x172+cl*xyl172+81
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—13ZL’12 + 4y12 + 81
>> expr=expr/81
—pr’+ g+l

>> hiperbx(9/sqrt(13),9/2,P)
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y A

<y
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(c) >> a=sym(2) ;b=sym(-4) ;c=sym(-1);
>> A=[a,b/2;b/2,c];
>> p=det (A-x*eye(2))
p = -6-x+x"2
>> solve(p)
ans = [ -2][ 3]
>> al=-2;c1=3;
>> escalona(A+2*xeye(2))

[ 4, -2]

[ -2, 1]

ans =

[ 1, -1/2]
[ 0, 0]

A solugdo geral de (A +20L)X =0é
W, = {(a,200) | @ € R}

Como ||(a, 2a)|| = 1 se, e somente se, = +1/+/5, entdo podemos tomar os vetores
U, = (1/v5,2/V/5) e Uy = (—2/+/5,1/+/5) para caracterizar os novos eixos.

>> P=sym([1/sqrt(5),-2/sqrt(5);. ..
2/sqrt(5),1/sqrt(5)])

p_ V5/5 —2v5/5
L 2vB/5 1VE/5

>> expr=al*x1”2+cl*xyl172+24
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-2z +3y,°+24
>> expr=expr/24
—$12/12+y12/8+ 1

>> hiperbx(sqrt(12),sqrt(8),P)
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y A

<y
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(d) >> a=sym(21) ;b=sym(6) ;c=sym(13);
>> A=[a,b/2;b/2,c];
>> p=det (A-x*eye(2))
p = 264-34%x+x"2
>> solve(p)
ans = [ 12][ 22]
>> al=12;c1=22;
>> escalona(A-12xeye(2))

[ 9, 3]

[ 3, 1]
ans =

[ 1, 1/3]
[ o, 0]

A solucdo geral de (A — 1215)X =0¢é
Wy = {(, =30a) | « € R}

Como ||(a, —3a)|| = 1 se, e somente se, & = £1/4/10, entdo podemos tomar os vetores
U, = (1/v10,—-3/4/10) e Uy = (3/4/10,1/+/10) para caracterizar 0s novos eixos.

>> P=sym([1/sqrt(10),3/sqrt(10);...
-3/sqrt (10),1/sqrt(10)1)

P V10/10  3v/10/10
~ | =3V10/10 /10/10

>> expr=al*x1”2+cl*xy172-132
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12 1312 + 22 y12 — 132
>> expr=expr/132
r1? /11431 /6 — 1

>> elipse(sqrt(11),sqrt(6),P)
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(e) >> a=sym(4) ;b=sym(-20) ;c=sym(25);
>> A=[a,b/2;b/2,c];
>> p=det (A-x*eye(2))
P = —29%x+x"2
>> solve(p)
ans = [ 0][ 29]
>> al=0;c1=29;
>> escalona(A)

[ 4, -10]

[ -10, 25]
ans =

[ 1, -5/2]
L o, 0]

A solugdo geral de AX =0é
W, = {(5¢,2a) | « € R}

Como ||(5a, 2a)|| = 1 se, e somente se, « = +1/1/29, entdo podemos tomar os vetores
Up = (5/v29,2/v29) e Uy = (—2/+/29,5/+/29) para caracterizar 0s novos eixos.

>> P=sym([2/sqrt(29),2/sqrt(29);...
-2/sqrt(29),5/sqrt(29)1)

V29 —2+/29
2 5
229 229

>> e=-15;f=-6;

pP=
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Respostas dos Exercicios

>> [e,f]*P

ans = [ -3*29°(1/2), 0]

>> el=ans(1,1);fl1=ans(1,2);

>> expr=al*x1”2+cl*xyl " 2+elxx1+f1x*yl

29112 — 3291,

>> expr=expr/29

912 - % \/Eﬂh
>> parabx(3/(4*sqrt(29)),P)
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0.5F

<y

-15F

-1 -0.5 0 0.5 1 15 2 25 3
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(f) >> a=sym(9) ;b=sym(6) ;c=sym(1);
>> A=[a,b/2;b/2,c];
>> p=det (A-x*eye(2))
p = —10xx+x"2
>> solve(p)
ans = [ 0][ 10]
>> al=0;c1=10;
>> escalona(A)

[ 9, 3]

[ 3, 1]
ans =

[ 1, 1/3]
[ o, 0]

A solugéo geral de AX =0é
Wy = {(a, =3a) | « € R}

Como ||(a, —3a)|| = 1 se, e somente se, & = +1/+/10, entdo podemos tomar os vetores
Uy = (1/4/10,—3/4/10) e Uy = (3/4/10,1/4/10) para caracterizar 0s novos eixos.

>> P=sym([1/sqrt(10),3/sqrt(10);...
-3/sqrt(10),1/sqrt(10)]1)

P V10/10  3y/10/10
| =3v10/10 /10/10

>> e=-10*sqrt (10) ;f=10*Sth(10) >
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>> [e,f]*P

ans = [ -40, -20]

>> el=ans(1,1);fl1=ans(1,2);

>> expr=al*x172+cl*xyl”2+el*x1+f1*y1+90

10,2 — 20y, — 40 21 + 90

>> syms x2 y2
>> expr=subst (expr,yl,y2+1)

10 yo? + 80 — 40 x4

>> expr=subst (expr,x1,x2+2)
10 y92 — 40 25

>> expr=expr/10

y? — 41y

>> paraby(1,P, [2;1])
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y

_10 1 1
-6 -4 -2
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(@) >> a=sym(5) ;b=sym(-6) ;c=sym(5);
>> A=[a,b/2;b/2,c];
>> p=det (A-x*eye(2))
p = 16-10*x+x"2
>> solve(p)
ans = [ 2][ 8]

>> al=2;cl1=8;

>> escalona(A-2*xeye(2))
[ 3, -3]

[ -3, 3]

ans =

[ 1, -1]

[ 0, O]

A solugdo geral de (A —2,)X =0é
Wi ={(a,@) | @ € R}

Como ||(a,a)|| = 1 se, e somente se, « = 41/+/2, entdo podemos tomar os vetores
U, = (1/v2,1/V/2) e Uy = (—1/+/2,1/+/2) para caracterizar os novos eixos.

>> P=sym([1/sqrt(2),-1/sqrt(2);...
1/sqrt(2),1/sqrt(2)1)

- ]

>> e=-30*sqrt(2);f=18*sqrt(2);
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>> [e,f]*P

ans = [-12, 48 ]

>> el=-12;f1=48;

>> expr=al*x172+cl*xyl™2+elxx1+f1*y1+82

2x12+8y12 - 12x1+48y1 + 82

>> X0=[3;-3];
>> expr=subst (expr,X1,X2+X0)

2292 — 8 + 85>

>> expr=expr/8

22 /4 — 1+ yp?

>> elipse(2,1,P,X0)
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(h) >> a=sym(5) ;b=sym(12) ;c=sym(0) ;
>> A=[a,b/2;b/2,c];
>> p=det (A-x*eye(2))
p = -b*x+x"2-36
>> solve(p)
ans = [ -4][ 9]
>> al=-4;c1=9;
>> escalona(A+4*xeye(2))

[ 9, 6]

[ 6, 4]
ans =

[ 1, 2/3]
[ o, 0]

A solucdo geral de (A +4,)X =0¢é
W, = {20, -3a) | « € R}

Como [|(2c, —=3a)|| = 1 se, e somente se, &« = £1/+/13, entdo podemos tomar os
vetores U; = (2/v/13,-3/v/13) e Uy = (3/4/13,2/+/13) para caracterizar os novos
eixos.

>> P=sym([2/sqrt(13),3/sqrt(13);...
-3/sqrt (13),2/sqrt(10)1)

P 2/V/13  3/V/13
| =3/V13 2/V/13

>> e=-12*sqrt (13) ;£=0;
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>> [e,f]*P

ans = [ -24, -36]

>> el=-24;f1=-36;

>> expr=al*x1”2+cl*xyl”2+el*x1+f1*y1-36

—41’12 +9y12 - 24.771 —36y1 — 36

>> X0=[-3;2];
>> expr=subst (expr,X1,X2+X0)

—4 392 — 36 + 912

>> expr=expr/36
—2°/9 — 1+, /4

>> hiperby(2,3,P,X0)
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_4 1 1 1 1 X 1 1
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(i) >> a=sym(6) ;b=sym(-4);c=sym(9);
>> A=[a,b/2;b/2,c];
>> p=det (A-x*eye(2))
p = 50-15%x+x"2
>> solve(p)
ans = [ 5][ 10]
>> al=b5;c1=10;
>> escalona(A-5*eye(2))

[ 1, -2]
[ -2, 4]
ans =

[ 1, -2]
[ 0, O]

A solugdo geral de (A —51,)X =0é
W, = {(20,) | a € R}

Como ||(2a, a)|| = 1 se, e somente se, @ = +1/+/5, entdo podemos tomar os vetores
U, = (2/v/5,1/V/5) e U, = (—1/4/5,2/+/5) para caracterizar 0s novos eixos.

>> P=sym([2/sqrt(5),-1/sqrt(5);...
1/sqrt(5),2/sqrt(5)]1)

P=[20E 2]

>> e=-4xsqrt(5) ;£=-18*sqrt(5) ;
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>> [e,f]*P

ans = [ -26, -32]

>> el=-26;f1=-32;

>> expr=al*x1”2+cl*xyl " 2+elxx1+f1*yl1-5
5.7}12 + 10y12 - 261’1 — 32y1 -5

>> X0=[26/10;32/20];

>> expr=subst (expr,X1,X2+X0)

5$22 — % -+ 10y22

>> expr=exprx*5/322

25 24 25 2
322 12 L+ 51 42

>> elipse(sqrt(322)/5,sqrt(161)/5,P,X0)
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() >> a=sym(1) ;b=sym(2*sqrt(3));c=sym(-1);
>> A=[a,b/2;b/2,c];
>> p=det (A-x*eye(2))
p = —4+x72
>> solve(p)
ans = [ 2][ -2]
>> al=2;cl=-2;
>> escalona(A-2*xeye(2))

L -1, 37(1/2)]

[ 37(1/2), -3]
ans =

L 1, -37(1/2)]
[ 0, 0]

A solugdo geral de (A —2,)X =0é
W, = {(V3a,a) | a € R}

Como ||(v/3a, a)|| = 1 se, e somente se, a = +1/2, entdio podemos tomar os vetores
Uy, = (V3/2,1/2) e Uy = (—1/2,+/3/2) para caracterizar 0s novos eixos.

>> P=sym([sqrt(3)/2,-1/2;...
1/2,sqrt(3)/21)

o[ 4]

>> costh=sqrt((cos2th+1)/2)
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costh = 1/2%37(1/2)

>> senth=sqrt(l-costh”2)

senth = 1/2

>> e=6;f=0;

>> [e,f]*P

ans = [ 3*x37(1/2), -3]

>> el1=3%sqrt(3);f1=-3;

>> expr=al*x1”2+clxyl " 2+el*x1+flxyl

23312 —2y12+3\/§l’1 —3y1

>> X0=[-3%37(1/2)/4;-3/4];
>> expr=subst (expr,X1,X2+X0)

2192 — 9/4 — 252
>> expr=expr*4/9
Sxy? —1— Sy’

>> hiperbx(3/sqrt(8),3/sqrt(8),P,X0)
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(k) >> a=sym(8) ;b=sym(-16) ;c=sym(8);
>> A=[a,b/2;b/2,c];
>> p=det (A-x*eye(2))
p = —16xx+x"2
>> solve(p)
ans = [ 0][ 16]
>> al=0;c1=16;
>> escalona(A)

[ 8, -8]
[ -8, 8]
ans =

[ 1, -1]
[ 0, O]

A solugéo geral de AX =0é
W, ={(o, ) | « € R}

Como ||(a,a)|| = 1 se, e somente se, « = 41/+/2, entdo podemos tomar os vetores
U, = (1/v2,1/V/2) e Uy = (—1/+/2,1/+/2) para caracterizar os novos eixos.

>> P=sym([1/sqrt(2),-1/sqrt(2);...
1/sqrt(2),1/sqrt(2)1)

- ]

>> e=33*sqrt(2) ;f=-31*sqrt(2);
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>> [e,f]*P

ans = [ 2, -64 1]

>> el=2;f1=-64;

>> expr=al*x172+cl*xyl " 2+el*x1+f1*y1+70

16,2 + 22, — 647, + 70

>> expr=subst (expr,yl,y2+2)
16ys2 +6 + 21

>> expr=subst (expr,x1,x2-3)
16 yo? + 2 19

>> expr=expr/16

Yo? + 19/8

>> parabx(-1/32,P, [-3;2])

Matrizes Vetores e Geometria Analitica

Marco 2010



Capitulo 7. Mudanca de Coordenadas 681
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7.3. ldentificac do de Qu adricas (p agina 526)

7.3.1. >> a=2;b=30;c=23;d=0;e=72;f=0;
>> A=sym([a,d/2,e/2;d/2,b,f/2;e/2,£/2,c])
>> syms X
>> solve(det (A-x*eye(3)))
ans = [ -25][ 30][ 50]
>> al=-25;b1=30;c1=50;
>> escalona(A-al*eye(3))

[ 27, 0, 36]
[ 0, 55, 0]
[ 36, 0, 48]
ans

1, 0, 4/3]
[ o, 1, 0]
[ o, 0, 0]

A solucdo geral de (A — a1 [3) X =0 é
W, = {(—4¢,0,3a) | « € R}

Como ||(—4a,0,3a)|| = 1 se, e somente se, « = =+1/5, entdo podemos tomar U; =
(—4/5,0,3/5).

>> escalona(A-blxeye(3))
[ -28, 0, 36]
[ 0, 0, 0]
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[ 36, 0, -T7]

ans =
[ 1, 0, 0]
[ 0, O, 1]
[ 0, 0, 0]

A solucdo geral de (A — b1 [3) X =0é

Wy ={(0,0,0) | « € R}

Como ||(0,,0)|| = 1 se, e somente se, « = £1, entdo podemos tomar U = (0, 1, 0).

>> U1=[-4/5,0,3/5];

>> U2=[0,1,0];

>> P=sym([U1’,U2’ ,pv(U1’,U2°)])
—4/5 0 —3/5

P = 0 1 0
3/5 0 —4/5

>> syms x1 yl1 z1

>> expr=al*x172+bl*xyl1”2+cl1*z172+150

—25212 + 30,2 4+ 50 2,2 + 150
>> expr=-expr/150
1/61’12 - 1/5y12 — 1/3212 —1

>> hiperbo2x(sqrt(6),sqrt(5),sqrt(3),P)

Marco 2010

Reginaldo J. Santos



684 Respostas dos Exercicios

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Marco 2010



Capitulo 7. Mudanca de Coordenadas 685

7.3.2. >> a=144;b=100;c=81;d=0;e=-216;f=0;
>> A=sym([a,d/2,e/2;d/2,b,f/2;e/2,£/2,c])
>> solve(det (A-x*eye(3)))
ans = [ 0][ 100][ 225]
>> al=0;b1=100;c1=225;
>> escalona(A-alxeye(3))

[ 144, 0, -108]
[ 0, 100, 0]
[ -108, 0, 81]
ans =

[ 1, 0, -3/4]
[ 0, 1, 0]
[ 0, 0, 0]

A solugdo geral de (A — a1 [3) X =0 é
Wy = {(3¢,0,4a) | « € R}

Como ||(3a,0,4c)|| = 1 se, e somente se, « = =+1/5, entdo podemos tomar U; =
(3/5,0,4/5).

>> escalona(A-blxeye(3))
L 44 | 0, -108]

[ 0, 0, 0]
[ -108, 0, -19]
ans =

[ 1, 0, 0]
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[ 0, 0, 1]
[ 0, 0, 0]
A solugdo geral de (A — b1 [3) X =0é

Wy ={(0,0,0) | @ € R}
Como ||(0,r,0)|| = 1 se, e somente se, « = £1, entdo podemos tomar Us = (0, 1, 0).

>> U1=[3/5,0,4/5];;

>> U2=[0,1,0];

>> P=sym([U1’,U2’,pv(U1’>,U2°)])
3/5 0 —4/5

P = 0 1 0
4/5 0 3/5

EDUs> K=[-540,0,-720];

EDU> Kx*P

ans = [ -900, 0, 0]

>> expr=al*x1”2+blxyl1~2+cl1*z172-900*x1
100912 + 225 212 — 900 2,

>> expr=expr/900

/992 +1/422% -2

>> parabolx(1,3,2,P)
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7.3.3. >> a=0;b=0;c=0;d=2;e=0;£f=0;
>> A=sym([a,d/2,e/2;d/2,b,f/2;e/2,£/2,c])
>> solve(det (A-x*eye(3)))
ans = [ 0][ 1][ -1]
>> al=0;bl=1;cl=-1;
>> escalona(A-alxeye(3))
[0, 1, 0]

[ 1, 0, 0]
[ 0, 0, O]
ans =

[ 1, 0, 0]
[0, 1, 0]
[ 0, 0, 0]

A solugdo geral de (A — a1 [3) X =0 é
W, = {(070705) ‘ Q€ R}
Como ||(0,0,a)|| = 1 se, e somente se, « = £1, entdo podemos tomar U; = (0,0, 1).

>> escalona(A-blxeye(3))

[ -1, 1, 0]
[ 1, -1, 0]
[ 0, 0, -1]
ans =

[ 1, -1, 0]
[ o, 0, 1]
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[ 0, O, 0]
A solugdo geral de (A — b1 [3) X =0é
Wy = {(a,,0) | « € R}

Como |[(o,,0)]] = 1 se, e somente se, « = =1/4/2, entdo podemos tomar U, =

(1/v/2,1/4/2,0).

>> U1=[0,0,1];
>> U2=[1/sqrt(2),1/sqrt(2),0];
>> P=sym([U1’,U2°,pv(U1°,U2°)])

0 vV2/2 —v2/2
P=10 v2/2 +?2/2
1 0 0
>> K=[0,0,17;
>> K*P

ans = [ 1, 0, 0]
>> expr=al*x1”2+blxyl~2+cl*z172+x1

2 2
N — 2+

>> hiperbo2x(sqrt(6),sqrt(5),sqrt(3),P)
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7.3.4. >> a=0;b=0;c=0;d=2;e=2;f=2;
>> A=sym([a,d/2,e/2;d/2,b,f/2;e/2,£/2,c])
>> solve(det (A-x*eye(3)))
ans = [ 2][ -1][ -1]
>> al=-1;bl=-1;cl1=2;
>> escalona(A-alxeye(3))
[1, 1, 1]

[1, 1, 1]
[ 1, 1, 1]
ans =

(1, 1, 1]
[ 0, 0, 0]
[ 0, 0, 0]

A solugdo geral de (A — a1 [3)X =0 é
Wl - {(_OZ—/BaO‘aB) | aaﬁ GR}

(_04 - 67057B> = &(_17 170) _'_6(_1707 1)

Assim toda solugdo de (A — a;/3)X = 0 é combinagdo linear de V; = (—1,1,0) e V5 =
(=1,0,1). Sejam W, = Vi e W, = V, — projy, V5. Podemos tomar U; = W, /||W]| e
Uz = Wa/[|[Wa|.

>> V1=[-1,1,0];V2=[-1,0,1];
>> W1=V1,W2=V2-proj (W1,V2)
wi=[ -1, 1, 0]
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w2 =[ -1/2, -1/2, 1]
>> U1=W1/no(W1) ,U2=W2/no(W2)

U= [ Va2 V32 0]
U= [—1/V6 —1\G V3 ]

>> P=sym([U1’,U2’ ,pv(U1’,U2’)])

—v2/2 —1/v6 1/V3
P=| v2/2 -1/v6 1/V3
0 V6/3 1/V3

>> K=[-6,-6,-4];
>> K1=K#*P

K, =1[0,2v/2/v/3, —16+/3]

>> g1=K1(1);h1=K1(2);i1=K1(3);
>> expr=al*x172+blxyl1~2+cl*z1"2+gl*x1+hl*yl+il*z1-9

—x212 — 24+ 2224+ 2/3V6y; —16/332, — 9
>> syms x2 y2 z2

>> X1=[x1;y1;z1]; X2=[x2;y2;2z2];
>> X0=[gl/(2*al);h1/(2%b1);il/(2%c1)]
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0
_\/6/3
'—4/VA§

>> expr=subst (expr,X1,X2-X0)
—$22 — y22 + 2222 + 1

>> hiperbolz(1,1,1/sqrt(2),P,X0)
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7.3.5. >> a=7;b=7;c=10;d=-2;e=-4;f=4;
>> A=sym([a,d/2,e/2;d/2,b,f/2;e/2,£/2,c])
>> solve(det (A-x*eye(3)))
ans = [ 12][ 6][ 6]
>> al=6;bl=6;cl1=12;
>> escalona(A-alxeye(3))

[ 1, -1, -2]
[ -1, 1, 2]
[ -2, 2, 4]
ans =

[ 1, -1, -2]
[ 0, 0, O]
[ 0, 0, 0]

A solugdo geral de (A — a1 [3) X =0 é
Wi ={(2a+8,8,a)|a B R}

(2a+ 5, 5,a) = a(2,0,1) + 5(1,1,0)

Assim toda solugédo de (A —a; I3) X = 0 & combinagio linear de V; = (2,0,1) e V, = (1,1,0).
Sejam W, =V e Wy = V3 — projyy, Vo. Podemos tomar Uy, = Wy /||Wi|| e Uy = Wy /||Ws|.

>> V1=[2,0,1];V2=[1,1,0];

>> W1=V1,W2=V2-proj (W1,V2)
Wi =[2,0,1]

w2 =[ 1/5, 1, -2/5]

>> U1=W1/no(W1) ,U2=W2/no (W2)
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Ur=[2/v5 0 1/V5 ]
Us=[1/V30 v5/v/6 —V6/(3v5) ]

>> P=sym([U1’,U2’,pv(U1’,U2°)]1)

2/V5  1/v/30 —1//6
P=1] 0 vb/v6  1/v6
1/V5 —V6/(3v5) 1/V6

>> K=[-12,12,60];
>> K1=K*P

K, = [36/v/5, —12v/6//5, 241/6]

>> g1=K1(1) ;h1=K1(2);i1=K1(3);

>> expr=al*x172+blxyl1~2+cl*z1 " 2+gl*x1+hl*yl+il*z1-24
65(}12 +6y12 -+ 12212 -+ %\/31’1 — 15—2\/6\/33/1 +24\/621 — 24

>> X0=[gl/(2*al);h1/(2%b1);il/(2%c1)]

3/5/5
—1/5V6v/5
V6
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>> expr=subst (expr,X1,X2-X0)
6222 + 612 + 12292 — 114

>> expr=expr/114

1/1929% +1/19y9% +2/19 292 — 1

>> elipso(sqrt(19),sqrt(19),sqrt(19/2),P,X0)
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