Lista 1 - Prazo de entrega 16,/04

1. Questao 1 enviada em outro anexo.

2. Tendo a disposigao 1 bloco de 1 cm, 10 blocos de 2 cm e 8 blocos de 3 cm de diferentes cores, determinar
quantos blocos diferentes de n cm podemos formar. Prepare e resolva um exercicio parecido explicando
como foi criado o novo exercicio.

Solugao. Inicialmente, seja B(n) o nimero de blocos diferentes de n cm que podemos formar.

Como hd apenas 1 bloco de 1 cm, B(1) = 1.

Com 2 cm, podemos usar quaisquer um dos 10 blocos de 2 cm ou usar 2 blocos de 1 cm, resultando
em B(2)=10+1=11.

Finalmente, com 3 cm podemos utilizar quaisquer um dos 8 blocos de 3 cm dados, usar qualquer um
dos 10 blocos de 2 cm seguidos do bloco de 1 cm, usar um bloco de 1 cm seguido por um dos 10 blocos
de 2 cm ou utilizar 3 blocos de 1 c¢m, resultando em B(3) =8+ 10+ 10+ 1 = 29.

Para obter a férmula de recorréncia, basta notar que o nimero de blocos diferentes de (n+3) cm que
podem ser formados é igual a soma do niimero de blocos diferentes de (n+2) cm seguidos por um bloco
de 1 cm com o nuimero de blocos de (n+1) cm seguidos por qualquer um dos 10 possiveis blocos de 2
cm com o nimero de blocos de n cm seguidos por qualquer um dos 8 blocos de 3 cm. Assim,

B(n+3) = B(n+2) + 10B(n + 1) + 8B(n)

Assim, a equacio caracteristica é a® = a? + 10a + 8 = a® — a? — 10a — 8 = 0.

Substituindo alguns valores como 1, 2 e -1, encontramos que o = —1 é raiz dessa equagao. Entao,
podemos reescrevé-la como

o —a®—10a -8 = [a—(=1](aa®+ba + c)
a® —a? —10a—8 (a+1)(aa® + ba +c)
oa® —a® —10a -8 aa® +ba® + ca + aa® + ba + ¢

o —a?—10a-8 = acd®+ (a+b)a*+ (b+c)a+c
Por fim, igualando os coeficientes, obtemos que a =1, a+b = —1, b+c¢= —10 e ¢ = —8. Substituindo
a na segunda equacdo ou c na terceira equacio obtemos que b = —2. Portanto, a® — a? — 10a — 8 =

(a+1)(a? —2a - 8).
Para encontrar as raizes de a? — 2o — 8, basta observar quais os niimeros que somados resultam em
2 e multiplicados resultam em -8, obtendo as outras duas rafzes: 4 e -2. Assim, a® —a? — 10oc — 8 =
(a+ 1) (a+2)(a—4).

A férmula do termo geral dessa recorréncia serd B(n) = a(—1)" + b(—2)" + ¢ - 4™.

B(1) : l=a-(=1)4+b-(=2)+c-4= —a—2b+4c=1 (1)
B(2) : H=a-(-1)24b-(-2)?+c-4>=>a+4b+16c=11 (2)
B(3) : 29=a- (=13 4+b-(=2)>+c¢-4°> = —a — 8b+ 64c =29 (3)
(1) +(2): —a—2b+4c+ (a+4b+ 16¢) =1+ 11 = 2b + 20c = 12 (4)
(2) +(3) : a+4b+16¢ + (—a — 8b + 64¢) = 11 + 29 = —4b + 80c = 40 (5)

Dividindo a equagao (5) por 4, obtemos
—4b + 80c = 40 = —b + 20c = 10 (6)

(4) - (6)



2
2b+20c— (~b+20c) =12-10=3b=2= b=

Substituindo em (4) :

2 4 36 —4 32 8
2-=—+4+20c=12 20c =12 — = 20c = —— = -
3+ Oc = 20c 3:> Oc 3 =c 3.20:>c R
Substituindo em (1) :
2 8 4 32 —20+32—-15 -3 -1
I AT T 15 T3y 7T

Portanto, o nimero de blocos diferentes de n cm que podem ser formados é

B(n) = %1(—1)” + %(—2)” + 18—54"

L =1 2ntl 2
B(n) = (~1) <5+ 3 >+154 +

Para confirmar que as contas estdo corretas, podemos calcular B(4) pela solugao recém obtida e pela

férmula de recorréncia.

—1 ot 2
B(4) = (=)' — Sy
@) = ( )(5+ 3)+15
-1 32 2
BA4) = 1[—+= = .1024
W = 1(F+F) g0
—3 4160 + 2048
B(4) = T
BU) = 2205
15
B(4) = 147
B(n+3) = B(n+2)+10B(n+1)+8B(n)
B(4) = B(3)+10B(2) +8B(1)
B(4) = 29+10-11+8-1
B(4) = 29+110+38
B(4) = 147

Como as duas solugoes coincidem, confirmamos que obtivemos a férmula correta.

. Usando fungoes geradoras, a partir do conjunto de letras AAAA BBB CC DD E, calcular o ntiimero
de anagramas de 4 a 12 letras com pelo menos 2 A; 1 B e 1 C. O que acontece se o conjunto inicial

mudar para AAAAA BB CC DD E?

o~ ~ . ~ . 7’ 2
Solucao. Se nao houvesse nenhuma restricao sobre a quantidade de A’s, escreveriamos A : 1 +x+ Z- +
q » o1

g—? + %, pois temos 4 letras A. Como queremos que tenham pelo menos 2 A’s, teremos A : “2—? + g—? + "Z—‘,l

Damesmaforma,B:x—l—%?—i—%?,C:gc—l—%,D:l—l—m—&—%?eE:l—i—x.

Para calcular o nimero de anagramas, precisamos multiplicar todas as equagoes obtidas:



L2 2 +%+E+@+x—5
12 " 24 T qaa Traa )\ 2

@ N 50 N 16127 N 37328 N 145z° N 25210 gl 12
3 2 72 288 288 192 48 ' 576

Agora, para calcular o nimero de anagramas com n letras, basta multiplicar o coeficiente na frente de
™ por n!, obtendo assim:

4: 141=2=12

5: 2.5 = 2120 =200

6: 5-6!= 2720 = 1800

7. A7 = 1659040 — 11270

8: 57281 = 338520 — 52290

9: 48.91 = 145362880 _ 189700
10: £ - 10! = 25:3528800 — 472500
11: g5 - 111 = 39958800 — 831600
12 gk - 12! = 479991000 — 831600

Para realizar os cdlculos com o conjunto inicial AAAAA BB CC DD E, terfamos que alterar as condigoes
inicia{}s: . . .
ST
o4 L
: 2!

2
tr+ oy

2

l+r+ 3
14z

B Qo

Nesse caso, o produto ficaria

R S x? x? z?
<2!+3!+4!—|—5!) <x+2'> <x+2'> <1+x+2!> (1+x)

CRENES N AT LY
2 12 8 240 240

zt 5x® 2926 24127 49728 1129 510 gt gl2
23 T T o Yo T2 T T so Taso

Novamente, para calcular o nimero de anagramas com n letras, basta multiplicar o coeficiente na frente
de z™ por n!, obtendo assim:



10 :
11:
12

© 00 N O Ut

29 .6 = 22720 — 1740

1

L7 = 213040 — 10122
__ 497-40320 __
- 81 = 49740320 — 47748

-9! = 11382880 — 194740
- 10! = 23628800 — 983500
o - 111 = 39216800 — 498960
- 12! = 419531000 — 498960

960



