Integrais indefinidas

Sendo f(x) e F(x) definidas em um intervalo I ¢ R, para todo x € I, dizemos

que:
F é uma antiderivada ou uma primitiva de f, em I, se F " (x) = f(x)

Exemplos:

F(x) = x? é uma antiderivada (primitiva) de f(x) = 2x, pois F "(x) = 2x.

F(x) = x2+ 7 é uma antiderivada (primitiva) de f(x) = 2x, pois F ’(x) = 2x.

x2 + %2 é uma antiderivada (primitiva) de f(x) = 2x, pois F ’(x) = 2x.
F(x) = 2x é uma antiderivada (primitiva) de f(x) = 2, pois F "(x) = 2.

(%)
(%)
F(x)
(%)
(%)

’7‘_‘

x) = e¥ é uma antiderivada (primitiva) de f(x) = e¥, pois F "(x) = e*.

Observacao: Se F é antiderivada de fem I, e ¢ € uma constante, entao F + ¢ também é
uma antiderivada de fem 1.

De fato, se F'(x) = f(x), para todo x € I, entdo [F(x) + c]" = F'(x) = f(x), e
portanto F(x) + c também é uma antiderivada de f(x) em L.

Assim, por exemplo = x2 x2+ 7, 22 + 15, sdo primitivas de f(x) = 2x.

Proposicao 1: Seja F(x) uma funcdo primitiva da funcdo f(x) e ¢ uma constante
qualquer. A fungdo G(x) = F(x) + c também é uma primitiva de f(x).

Proposicao 2: Se f ‘(x) se anula em todos os pontos de um intervalo I, entdo f(x) é
constante em I.

Proposicao 3: Se F(x) e G(x) sdo antiderivadas (primitivas) de uma func¢do continua
f, entdo existe uma constante c tal que G(x) = F(x) + ¢, para todo x € L.

Definicao 1: (Integral Indefinida) Se F(x) é uma primitiva de f(x), a expressao
F(x)+c é chamada de integral indefinida da funcao f(x) e é denotada por:

ff(x)dx =F(x)+c

A ligacdo que existe entre derivadas e integrais permite usar regras ja
conhecidas de derivacdo para obter regras correspondentes para a integracao.
Assim, obtém-se as chamadas integrais imediatas.
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Integrais Imediatas

1. jdu=u+c
Un+l

2. ju”du= +¢, n=-1
n+1

1
3. | =du=I
Iu u=Inlu|+c

au

4. Ia“du= +c, a>0a=1
Ina

5. je”du:e”+c

6. jsenudu:—cosu+c

7. Icosudu=sen u+c

*®

Itgudu:ln|sec ul+c

°

Icotg udu=Inlsenu|+c
10.jsec udu=Injsecu+tgu|+c

11. fcosec u du = In|cosec u —cotg u|+c
12.Isecutgu du=secu+c

13. j cosec U cotg u du = —cosec u+c

14.jsec2udu:tgu+c

Propriedades da integral indefinida

15. fcoseczu du=—cotgu+c

1
16j :—arctg +C
u? +a? a
du u+a
17. =—In|——|+c¢C
Iaz—u2 2a |u-a

:In‘u+ u’+a’l+c

du
18. | ——
'[\/u2 +a?

1 u
19J =—arcsec +cC
a
du 1. la++a’+u?
2o.j == +C
uva’® +u?
21I _arcsenu+c u?<a’

22. jsenh udu=coshu+c

23. Icosh udu=senhu+c

24, Isec h’udu=tghu+c

25. Icosechzu du = —cotgh u +c¢

26. I cosech u cotgh u du =—cosechu +c

27. Isech utghudu=-sechu+c

Sejam f, g: >R e c # 0 uma constante. Entao:

[ef ()dx =c| f (x)dx

b. [(f)=g())dx = f(x)dx+ [g(x)dx
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Exemplos:

a) I(3x2+5+\/§)dx f I 1

cos®(X)

g) f(cos(t) —sec(t)tg(t))dt

sec?(x)
) j L cossec(x) J x

) J-(Zcotg(x)—ssenz(x)]dx

sen(x)

) [(tg?)+cotg?(t)+4)dt

k) Estima-se que daqui a t meses a populacdo de certa cidade esteja
aumentando a taxa de 4+5#2/3 habitantes por més. Se a populagdo atual é
10.000 habitantes, qual serd a populacao daqui a 8 meses?

1) Um estudo ambiental realizado em certa cidade revela que daqui a t anos o
indice de monoéxido de carbono no ar estard aumentando a razdo de 0,1t + 0,1
partes por milhdo por ano. Se o indice atual de monéxido de carbono no ar é
de 3,4 partes por milhdo, qual sera o indice daqui a 3 anos?

Cdlculo II - Profa. Adriana Cherri



Método da Substituicao ou Mudanca de Variavel para Integracao

Utilizando regras de integracao, é possivel encontrar a primitiva de algumas
funcdes. Entretanto, o que acontece quando temos que encontrar a primitiva de
fungoes do tipo:

IZxx/l+ x%dx

Método da substitui¢ao (Mudanga de variavel): Seja F(x) uma primitiva de f(x) em
um intervalo I e g uma funcao derivavel tal que Fog esteja definida.

Usando a Regra da Cadeia, temos:

(Fe())" = F'(8(x))-8"(x) = fig(x))-&' (x)-
Logo, F(g(x)) é uma primitiva de f(g(x)).g" (x). Entao:

ff(g(x))- [g'(x)]dx = F(g(x)) +C

Fazendo u=g(x) tem-se du=g’(x)dx temos:

[ Flo@).1g'@ldx = [ faw du=rFa +c

Exemplos:
a) IZX\/].—I—XZ dx f) J‘ ¢
cos’(e' —2)
b) j 5x+7 dx g) Isen(x+7)dx
(2x* +1)" x*dx sen(+/x)
o | h) | N dx
2X
d) I1+x2 dx i) jsenz(x)cos(x)dx

, ) I (x +sec?(3x)) dx
e | @dx
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k) I\/1+x2x5dx m).[ dx

X* +6x+13
[V -2ttt v
n | dx
x+1

OBS: Utilizando a Regra da Substituicdo é possivel obter a integral imediata de
algumas funcdes trigonométricas.

Exemplos:
a) J'tgxdx C) Isecxdx
b) Icotg X dx d) jcosec x dx
Exercicios:
a) I x® cos x“dx f) Isensx cos x dx
b) dx g) j(x+1)sen(x +1)%dx
xInx
h) Itg X sec? x dx
sec’ X
© I 3+2tg X X
) o ptgx
i) J dx
Jx

d) j%cos(lnx)dx
) Isec(5x—n)dx

e) J.(Z/x—3+ sen éj dx

Cdlculo II - Profa. Adriana Cherri



Método da Integracao por Partes
“ A integragdo por partes corresponde a regra do produto para a derivagio.”

Sejam f(x) e g(x) fungdes derivaveis no intervalo I c R. Entdo, para cada x em
I, temos:

[f(x) g ()] = f (%) &'(x) + g(x)f "(x)
fx) 8" (x) =[fx) g - g(x) f' (%)
Integrando ambos os lados desta equacao:
[1(x)@ () dx= [ £(x) 9(x)] d g (x) (x)cx
J 1)@ () dx= 1 (x) g (x) [ g(x) £(x)c

Sendo:
u = f(x) =  du=f’(x)dx
dv=g¢'(x)dx = v = g(x)

podemos escrever a formula da integracio por partes, expressa por:

Iudv:uv—jvdu

Exemplos:
a) Ilnxdx C) lenxdx
b) j X senx dx d) J. xe**dx

Uma estratégia para integrar por partes

Ao integrar I f(x)g(x) dx, devemos sempre escolher, dentre as duas fungoes

da expressao f(x)g(x)dx, uma delas como sendo o fator u e a outra como parte de
uma diferencial dv. Esta escolha deve ser feita de modo que ao passarmos da
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integral Iudv para a integral I vdu, passemos a uma integral mais simples de ser

calculada.

Uma sugestdo que funciona bem na grande maioria das vezes é escolher as
fungdes u e dv segundo o critério: (“Publicado como uma pequena nota em uma edigio
antiga da revista American Mathematical Monthly”)

L | I | A | T | E
L Inversas de Algébricas ) " ..
Logaritmicas . o Trigonométricas | exponenciais
trigonometricas elementares
Estratégia:

Escolher entre as duas fun¢des como:

v funcdo u: a funcdo cuja letra inicial de caracterizacdo posiciona-se mais a
esquerda no anagrama;

v' diferencial dv: a fungdo cuja letra inicial de caracterizacdo posiciona-se mais a
direita no anagrama.

Resumindo: u deve caracterizar-se pela letra mais proxima de L, e dv pela letra
mais proxima de E.

Exemplos

a) [t*Intdt
d) Iexsen x dx

b) Ixsen4xdx
e) Isen(lnx)dx

o) [t’e'dt
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Integracdo de algumas func¢des envolvendo fungoes trigonométricas

Algumas identidades trigonométricas serdo utilizadas para integrar certas
combinagdes de fungdes trigonométricas.

Integrais da forma j sen™xdx e jcos” X dx com m e n inteiros nao negativos

Identidades trigonométricas utilizadas:

v’ sen? (x) +cos? (x) =1 (identidade trigonométrica)

v sen?(x) = =220 (dngulo-metade)
v cos?(x) = H%S(Zx) (dngulo-metade)
v' sen(x) cos(x) = %sen(Zx)

Para poténcias de seno e cosseno impares, fazemos:

v jsenmx dx = jsen’“‘lx senx dx

v jcos” xdx = jcos”’l X c0S X dx

Em seguida, utiliza-se a identidade trigonométrica sen? (x) + cos? (x) = 1 para
chegar a uma férmula facil de integrar.

Se as poténcias de seno e cosseno sdo pares, utilizamos as identidades dos

angulos-metades. Algumas vezes pode ser util wutilizar a identidade

sen(x) cos(x) = %sen(Zx).

Para nas integrais da forma Jsenmxcos” xdx com m e n inteiros nao negativos,

quando pelo menos um dos expoentes é impar, usamos a identidade trigonométrica
e, quando os dois expoentes sdo pares, usamos as identidades dos dngulos-metade.

Algumas vezes pode ser util utilizar sen(x) cos(x) = %sen(Zx).

Exemplos:

a. jcos5(x)dx d. Icosa(x)sen“(x)dx
b. jsen“(x)dx e. jsenz(x)cos“(x)dx
C. Isen3(20)d0 f.fsen“(x)cos“(x)dx
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Integrais da forma Itgmxdx e j cotg"xdx com m e n inteiros nao negativos

Identidades trigonométricas utilizadas:

v tg2(x) =sec?(x) -1
v’ cotg?(x) = cossec?(x) - 1

Os artificios utilizados consistem em:

4 jtgmxdx = _ftgm’zxtgzx dx = jtg ™2x (sec® x —1) dx

v I cotg"x dx = _[cotg "2xcotg®xdx = I cotg"?x (cossec’ x —1) dx

Exemplos:

a) Itgsxdx b) Jcotg“(Zx) dx

Integrais da forma Isecm xdx e jcossec“x dx com m e n inteiros nao negativos

Quando m e n forem ntmeros pares, os artificios utilizados consistem em:

4 J'secm Xdx = I(secz )’z sec? xdx = j(tgzx +1)" sec? xdx

n-2 n-2
4 I cossec"xdx = J' (cossec?x) Z cossec’x dx = J' (cotg®x+1) 7 cossec’x dx

Quando m e n forem impares, utiliza-se o0 método da integracao por partes.

Exemplos:

a) Icossecsx dx b) J'secsx dx
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Integrais da forma jtgmxsec” xdx e jcotgmx cossec"x dx com m e n inteiros nao

negativos
Quando m for impar e n for par, podemos preparar o integrando e aplicar o

método da substituicao.
Quando m for par e n for impar, a integral deve ser resolvida por integracdo por

partes.

Exemplos:

a) jtgexsec4xdx 0) Itgzxsec3xdx

b) Itgsxsec7 x dx

Integracao de funcdes envolvendo seno e cosseno de arcos diferentes

Para a resolucdo dessas integrais, as seguintes identidades trigonométricas serdao
utilizadas:

v" sen(a)cos(b) = V2 [sen(a+b) + sen(a-b)]

v' sen(a)sen(b) = 2 [cos(a-b) - cos(a+b)]
V' cos(a)cos(b) = V2 [cos(a+b) + cos(a-b)]

Exemplos:

a) I sen 4x cos 2x dx b) Icos 5xcos3x dx
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Integracdo de funcdes racionais por fracdes parciais

Uma funcdo racional f(x) é definida como o quociente de duas fungdes
p()
q(x)’

polinomiais, ou seja, f(x) = em que p(x) e g(x)sdo polindomios e g(x) # 0.
Exemplos:

1
x2+6x+1

3x
x2+4x’

f) == f()= fG) =

Para calcular a integral de qualquer funcgdo racional, escrevemos a funcdo
como uma soma de fragdes mais simples.

Proposicao: Se q(x) é um polindmio com coeficientes reais, entdo q(x) pode ser
expresso como o produto de fatores lineares e/ou quadréticos, todos com
coeficientes reais.

Para a decomposicdo da fungdo racional em fungdes mais simples, o
coeficiente do termo de mais alto grau do polinémio g(x) = 1. Se isso ndo ocorrer,
dividimos p(x) e g(x) por esse coeficiente.

Além disso, é possivel expressar f(x)como uma soma de fragdes mais simples
desde que o grau de p(x) seja menor que o grau de g(x) (fungaio racional prdpria). Se o
grau de p(x) for maior que o grau de g(x), dividimos p(x) por g(x) até que o resto r(x)
tenha grau menor que o grau de g(x).
p(x) r(x)

f(x)=m=5(x)+m

Situagdes que podem ocorrer:
Caso 1: O denominador g(x)é um produto de fatores lineares distintos.
q(x) = (x + a1)(x + az) ... (x + an)

em que nenhum fator é repetido (e nenhum fator é maltiplo constante do outro).
Nesse caso, existem constantes A1, Ay, ..., An tais que:

A A A
f)=——+ "2 4.4 L

X—a; XxX-—ay X —ay,
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Exemplos:

X—2
2 [t dx :
X*—3X"—X+3 6X%+6
e |

@—x)(x+2)(x+3) X

dx

4x°
b.
I2x3 +x2=2x-1

Caso 2: O denominador g(x)é um produto de fatores lineares sendo que alguns deles

se repetem

Se na decomposicdao de q(x) ha fatores da forma (x - ai )5, r = 2, a cada um desses

fatores correspondera uma soma de fracoes da forma:

()_Bl+BZ+B3++Br
T =t a—a T a—ay T amay
Exemplos:
X3 +3x-1
——dx
3) Ix4—4x2 o _[1_2)(2 dx
x* +x3

X —2x2 +4x+1
b) j

dx
X3 —x?—x+1

Caso 3: Os fatores de g(x) sdo quadréticos irredutiveis que ndo se repetem.

Se g(x) tiver um fator ax? + bx + ¢, em que b? - 4ac < 0, entdo, a cada fator quadrético

corresponderd uma fracdo parcial da forma:

Cx+D
x2+4+bx+c
Exemplos:
2 IZXZ_SX_S y
(x+D(< +1) 9[22
X2 +2x+4
2x% —x+4
b —— —dx 2
Ny g [RErExed
X'+ X +%X-3
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Caso 4: Os fatores de g(x) sdo quadréticos irredutiveis e se repetem.

Se g(x) tiver um fator (ax? + bx + c)r, em que b? - 4ac <O er = 2, entdo, a cada um
desses fatores correspondera uma soma de frag¢des parciais da forma:

Cix + D, Cox + D, - C.x + D,
(x24+bx+c) (x2+bx+c)2 " (x2+bx+c)

Exemplos:

1-x+2x>—x° 5% —3x* +7x-3
a) j— b) j

dx dx
X(x% +1)? (X% +1)?

Integracao de funcgoes racionais de seno e cosseno

Se na integral o integrando for uma fungdo racional de sen(x) e cos(x),
podemos reduzir a integral a uma funcédo racional de uma nova variavel f fazendo a
substituicado:

t=tg(%x),—n<x<1t
Para obter as férmulas de sen(x) e cos(x) em termos de t, usamos as
identidades:

v’ sen(2y) = 2sen y cos y
v’ cos(2y) =2cos?y -1

Fazendo y = %x, temos:

1 1
v’ sen(x) = 2sen (E x) cos (E x)
_> sen(%x)cosz(%x)
B COS(%X)

- 29 ()i

2

_2o(y) _ e
N 1+tg2(%x) T 1+4t2

2t
1+t2

Logo, sen(x) =
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v cos(x) = 2cos? (%x) -1

=2
secz(%x) 1
1+tg (Ex) 1+t
Logo, cos(x) = Ll
&0 T 1+t2

Comot = tg Gx),dt = %sec2 (lx) dx = %(1 + tg? Gx)) dx = dx =

2

Exemplos:

a) .f 1 dx
1—sen X+ Ccos X

1-t?2

T 1+4¢2

2dt
1+t2

b) [ dx

3+5c0s x
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Integracdo por substituicao trigonométrica

As substituicoes trigonométricas sdo substituicdes empregadas em integrais

envolvendo uma das expressdes Va? — x2, Vx2 — a2 e Va? + x2, nas quais a variavel
x é substituida (correspondentemente) por uma das funcdes asen®, atg0 e aseco.

a x N
) 0 0
Vo' - a

~ . X .
v Quando a fungdo integrando envolve va? — x2, fazemos -= senf. Assim, x =

asen® e dx = acosd dO. Supondo que — < 6 < =
2 2

\/a2 —x% = \/a2 — a’sen?6 = \/az(l — sen?0) = \/azcosze = acos0O

v' Quando a funcdo integrando envolve Vx? —a?, fazemos % = cosf ou
g = secH. Assim, x = a secO e dx = a sec tg0 dO. Supondo que 0 < 8 <§ ou

3
nS9<7n:

Jx? —a? = \Ja?sec?0 — a? = Jaz(sec?6 — 1) = \/a%tgh = a tgh

OBS: Em ambos os casos, a raiz quadrada da diferenga de quadrados é um cateto.

v Quando a funcdo integrando envolve va? + x2, fazemos i = tgf. Neste caso,

x =atg0 e dx = a sec26 d6. Supondo 0 tal que _7” <6< g:

Ja? +x2 = Ja? + a?tg?0 = \Ja?(1 +tg?6) = Ja?sec?6 = asect

Exemplos:

a) I\/r C) I;dx

2
—X
> dx
X

1
S oy vt
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