MA327: Algebra Linear - Gabarito Prova 2
Aplicada em 07/11/2023
Turma 19-21h

Questdo 1 Sejam B; = {(1,1,0),(0,0,1), (1,0, —1)} e By = {(0,2), (2, —1)} bases de R? e R?respectivamente,
e S : R3 — R? a transformacdo linear que verifica

18, = (5 . _04)-

1. [1 ponto] Encontre as coordenadas do vetor v = (x, vy, 2) € R? na base By, isto &, [v]3, .
2. [1 ponto] Escreva a expressao de S(z,y, z) na base canénica C de R?, isto &, [S(z, y, 2)]c.

3. [1 ponto] Verifique se é possivel encontrar u € R? tal que Su = (1, —1).
Solucao:

1. Queremos encontrar, primeiramente, a matriz [/ ]1551 de mudanca de base de § = {(1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)}
para 5; = {(1,1,0),(0,0,1),(1,0,—1)}. Observemos que

(1,0,0) = 0(1,1,0) + 1(0,0,1) + 1(1,0, —1)
(0,1,0) = 1(1,1,0) — 1(0,0,1) — 1(1,0, —1)
(0,0,1) = 0(1,1,0) + 1(0,0,1) + 0(1,0, —1)

Logo,
0O 1 0
e =11 -1 1
1 -1 0
Portanto,
0O 1 0 T y

2. Podemos obter [S(z,y, )¢ a partir de:
[S(x,y)]e = [11¢*[S]5 0],

onde [1]5* é dado por



Portanto,
0 2\ (24 o Y —8x + 8y
S(z,y,2)|lc = — -
5@y, 2)le (2 —1) (0 0 —4) oyt (12x—8y+8z>
=Yy
3. Seu = (z,y, z) é tal que Su = (1, —1), entdo, pelo exercicio anterior, temos que

—8r+8y=1 (D
120 — 8y +82=—1 (2)

De (1) e (2) temos que z = —2 ey = x + 3. Logo, u = (1,3, —3) é tal Su = (1, -1).



Questio 2 Seja T : R* — R* a transformagdo linear definida por:
T(x,y,z,t) =(x —y—z,—x+y+2z,2—y,z—1t).

1. [1,25 pontos] Determinar uma base de Im7".

2. [1,25 pontos] Decidir se 7' € um isomorfismo. Justifique.
Solucao:

1. Veja que, seja v € R*, pode ser escrito como
v=(r—y—z,—x+y+2z,x—y,z—t) = (x,—x,2,0)+(-y,y, —y,0)+(—2,22,0,2)+(0,0,0, —t)

= 2(1,—1,1,0) + y(—1,1,—1,0) + 2(—1,2,0,1) + £(0,0,0, —1)
Agora, perceba que (1,—1,1,0) = —1(—1,1,—1,0) e se

y(—1,1,—-1,0) + 2(—1,2,0,1) + ¢(0,0,0,—1) = (0,0,0,0)
=
—y—z=0
y+22=0
—y=0
—t=0

Sy=0,2=0,t=0
Portanto, § = {(—1,1,—1,0),(—-1,2,0,1),(0,0,0,—1)} é base de Im(T).

2. Para isso, devemos verificar se 1" € injetora e sobrejetora. Lembremos que uma transformacao linear
¢ injetora se, e somente se, seu nicleo é composto somente pelo vetor nulo. Mas, pelo Teorema do

Nicleo e Imagem
dim(R*) = dim(Im(T)) + dim(ker(T))

= 4 =3+ dim(ker(T)) = dim(ker(T)) =1

Portanto, 7" ndo € injetora e, consequentemente, ndo € isomorfismo.



Questao 3

1. [1,5 pontos] Considerando-se a norma || - || induzida pelo produto interno usual do espago vetorial
R3, determine a € R para que ||(6,a, —1)|| = v/51.

2. [1,5 pontos] Considere o espaco vetorial R? com o produto interno usual. Aplique o processo de

Gram-Schmidt para obter uma base ortogonal de R? a partir do conjunto

S =1{(1,2,3),(0,1,1),(1,0,0)}.

Solucao:

1. Queremos a € R tal que

1(6,a, —1)|| = /62 + a2 + (—1)2 = V37 + a2 = V51
=374+a2=5l=ad’=14=qa=V14

2. Pelo processo de Gram-Schimidt, tomamos ¢; = (1,2,3) e

((0,1,1),(1,2,3))
= (0,1,1) — 1,2,3
q2 ( 5 L ) <(1’273)7(1’273)>( ) < )
0.14+1.2+3.1 5 5 9
=(0,1,1) — 1,1,0) = (0,1,1) — —(1,1,0) = (==, —, 1
(O7 ) ) 11+22+33( Y 7O> (07 ) ) 14( Y 70) ( 147147 )
po=(1,0,0) = (L2 5 g (100 Cgpsp D) (5 9 )
((1,2,3),(1,2,3)) (=2, 2,1),(-3,2,1)) 14'14
11 3 25 45 —35 894 617 943
— (1 (= Z =y - — _ _
100 = (7 12~ Goz 30z 50’ ~ Gosr 21180 2114

Assim, 3 = {q1, ¢2, g3} é base ortogonal de R?.



Questao 4 [1,5 pontos] Considere o subespago vetorial U de P3(R) definido como

U = {p(t) = ap + art + ast® + azt® € P3(R) : a3 = —aq}.

Encontre uma transformagio linear 7' : R* — P3(R) que verifique simultaneamente as duas propri-
edades seguintes:
U = ImT, (1,1,0,0) ¢ ker 7.

Solucao:
Tome a transformacdo 7" : R* — P3(R) tal que T'(ag, a1, as, as) = ag + a1t + ast? — agt®. Veja que, seja
v = ((11, s, a3, a4),v2 = (bl, bg, bg, b4) c Rte \ € R, entao

T(vy + Avg) = T((ay + Aby, as + Aba, ag + Abs, ag + Aby))

= (a1 + )\bl) + (CLQ —|— /\bg)f —f- (a,g —|— /\b3>t2 — (a1 —|— )\bl)t4

= (a1 + ast + azt® — art®) + A(by + bot + bst® — byt?)
= T(Ul) -+ )\T(Ug)

Logo, T definida dessa forma € linear. Além disso, tome p(t) = a0 + a1t + ast® + azt® = ag + art + ast? —
aot® € U ev = (ap,ay,as,0) € R, entdo

T(v) = T(ao, ar, az,0) = ag + art + ast® — apt® = p(t) € ImT

ouseja, U C ImT. Agora, como Vp = ag+ a1t + ast? +ast® € ImT temos que ay = —as, entdo Im7" C U.

Portanto, U = Im7'. Por fim, veja que

T(1,1,0,0) =1+t —t*#0= (1,1,0,0) ¢ ker T



