Modelos hierdrquicos (multiniveis) de dois niveis
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Introducao

m Como ja discutido anteriormente, modelos (dados) hierdrquicos

podem apresentar dois ou mais niveis.

m Quando consideramos apenas um nivel, o respectivo modelo
(hierdrquico) simplifica-se em algum correspondente modelo usual

de regressdo (pe, MRNLH).

m Note, contudo, que n3o, necessariamente, ha uma equivaléncia entre
um modelo hierdrquico (de dois niveis) com um modelo competidor,

de um nivel (veja os exemplos vistos em aula e a introducdo).
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https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/Material_REG_POS_2S_2014.htm
https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_Intro_ADH_2S_2020.pdf

Exemplo 1: Vestibular Unicamp (

m O vestibular da Unicamp é uma das formas de acesso a essa
Universidade (+ ENEM, Vestibular Indigena, Vagas Olimpicas,
Vagas remanescentes, PROFIS, Cursos de Graduag&o).

m No ano de 2018 houve um total de 73.487 inscritos para 3.340 vagas
distribuidas em 70 cursos de graduagdo (link).

m O vestibular é dividido em duas fases (4 a prova de habilidades
especificas para os candidatos aos cursos de: Arquitetura, Artes

Cénicas, Artes Visuais, Misica) (préximo slide):
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https://www.comvest.unicamp.br/
https://www.comvest.unicamp.br/vestibulares-anteriores/vestibular-2018/

Exemplo 1: Vestibular Unicamp

m Fase 1 (prova de conhecimentos gerais - Matematica, Fisica,
Quimica, Biologia, Histéria, Geografia, Lingua Estrangeira): 90 itens
(questdes) de miiltipla escolha com quatro alternativas

m Fase 2 (para os selecionados na Fase 1): As provas sdo compostas
por itens dissertativos (abertos). Depende da drea ao qual o curso
(12 opgdo) pretendido pertence + a redacgdo, prova de Lingua
Portuguesa e Literaturas de Lingua Portuguesa e Interdisciplinares

com Lingua Inglesa (préximo slide):
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Exemplo 1: Vestibular Unicamp (Fase 2)

= Area de Ciéncias Biolgicas / Sadde: Interdisciplinares de Ciéncias
Humanas e Ciéncias da Natureza, Matematica, Fisica, Biologia e
Quimica.

m Area de Ciéncias Exatas / Tecnoldgicas: Interdisciplinares de
Ciéncias Humanas e Ciéncias da Natureza, Matematica, Fisica,

Quimica.

m Area de Ciéncias Humanas / Artes: Interdisciplinares de Ciéncias

Humanas e Ciéncias da Natureza, Matematica, Histdria, Geografia.
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Exemplo 1 (Cont.)

m H3 vdrias varidveis relacionadas aos candidatos (C): curso pretendido
(CP) (12 e 2 @ escolhas) e informagdes disponiveis no questiondrio
sécio-econdmico.

m Podemos pensar em uma estrutura hierarquica de dois niveis: nivel 1
(C) e nivel 2 (CP).

m Varidvel resposta: nota bruta (NB) — ndmero de acertos (critica:
neste caso a reposta é uma contagem binomial - nimero de sucessos
em 90 tentativas). Assim, assumir normalidade n3o é uma hipdtese
razodvel (contagem binomial e contagem de Poisson - Lee & Nelder
(1996)). Se o candidato n3o tiver respondido a determinado item, é

considerado como resposta incorreta.
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https://journals.sagepub.com/doi/abs/10.1177/0049124199028001004
https://amstat.tandfonline.com/doi/abs/10.1080/01621459.1997.10474013?casa_token=CMksoyCYBEwAAAAA:1K93n0ISrYQZrnw7Pp9WvcGKkyEPplnC60h5U9Nil073E5YjRuwTJ4BiJsVJJO2cAHhK7229tK9dkg
https://rss.onlinelibrary.wiley.com/doi/abs/10.1111/j.2517-6161.1996.tb02105.x
https://rss.onlinelibrary.wiley.com/doi/abs/10.1111/j.2517-6161.1996.tb02105.x

Exemplo 2: SARESP (site)

m O Saresp é aplicado pela Secretaria da Educa¢do do Estado de Sio

Paulo com a finalidade de produzir um diagnéstico da situagdo da
escolaridade basica paulista, visando orientar os gestores do ensino
no monitoramento das politicas voltadas para a melhoria da
qualidade educacional.

m Os alunos do 32, 52, 72 e 92 anos do Ensino Fundamental e da 32
série do Ensino Médio tém seus conhecimentos avaliados por meio
de provas com questdes de Lingua Portuguesa, Matemdtica, Ciéncias
Humanas, Ciéncias da Natureza e redacdo. Os resultados sio
utilizados para orientar a¢bes e também integram o célculo do indice

de Desenvolvimento da Educa¢do do Estado de S3o.Paulo (Idesp).
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https://www.educacao.sp.gov.br/saresp
http://catalogo.governoaberto.sp.gov.br/dataset/indice-de-desenvolvimento-da-educacao-idesp-por-escola

Exemplo 2 (cont.)

m O conhecimento (nota) dos alunos é avaliado através da Teoria da
Resposta ao Item (TRI).

m Além das notas, escolas e municipios (delegacias) de ensino, ha
outras informagdes relativas aos alunos e escolas, levantadas através
de questiondrios apropriados (link).

m Como mencionado, podemos pensar (a0 menos) em estruturas de
dois e trés niveis:

m Dois niveis: aluno (nivel 1) e escola (nivel 2)

m Trés niveis: aluno (nivel 1), escola (nivel 2) e municipio (nivel 3).
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https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/Material_TRI_POS_2S_2017.htm
http://catalogo.governoaberto.sp.gov.br/dataset/questionarios-saresp

Exemplo 3: Desempenho cognitivo (Achievement data)

m Disponivel no site do livro Multilevel Modeling using R (link). Mais
referéncias (site do curso).

m Relativo ao “Indiana’s Prime Time" que consite em um mecanismo
de financiamento projetado para reduzir o tamanho das turmas
(classes) e/ou reduzir o tamanho da raz3o aluno/professor razdo nas
primeiras séries do ensino fundamental (Estados Unidos).

m Vdrias varidveis foram medidas: conhecimento (desempenho) em
varias dreas, idade, sexo, turma, escola entre outras.

m Podemos considerar (ao menos), estruturas de dois e trés niveis:

m Dois niveis: aluno (nivel 1) e escola (nivel 2)

m Trés niveis: aluno (nivel 1), turma (nivel 2) e escola (nivel 3).
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http://www.mlminr.com/

Exemplo 4: Produgdo de aveia (dados no R - “oats”)

m O rendimento da aveia em um ensaio de campo em parcelas
subdivididas, usando trés variedades (V: victory, golden rain,
marvellous) e quatro niveis de tratamento com manjares (0,0 wct;
0,2 wct; 0,4 wct; 0,6 wct).

m O experimento foi desenvolvido em 6 blocos de 3 parcelas principais,
cada uma dividida em 4 subparcelas. As variedades foram aplicadas
nas parcelas principais e os manjares, nas subparcelas.

m Dois niveis: nivel 1 (subparcela) e nivel 2 (parcela principal) (em n&o
se considerando os Blocos).

m Trés niveis: nivel 1 (subparcela), nivel 2 (parcela principal), nivel 3

(Blocos).
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Exemplo 5: Distancia do centro da glandula pituitaria para

a fissura pterigomaxilar (Potthoff and Roy (1964))

m Esta pesquisa estd relacionada aos famosos dados de Potthoff-Roy,
usados para demonstrar a utilizagdo da MANOVA em anélise de
medidas repetidas (comparag3o entre grupos, embora comparagio

entre varidveis seja possivel).

m O estudo considerou 16 meninos e 11 meninas, nos quais, nas idades
8, 10, 12 e 14 anos tiveram a distancia (mm) do centro da glandula

pituitdria para a fissura pterigomaxilar medidas.
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https://academic.oup.com/biomet/article-abstract/51/3-4/313/291852
https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/Material_AM_2S_2017.htm

Exemplo 5 (Cont.)

m Mudancas nas distancias pituitdria-pterigomaxilar durante o

crescimento sdo importantes na terapia ortodontica.

m Os objetivos do estudo foram descrever a distdncia em fun¢do da

idade e comparar esse desenvolvimento (temporal) entre sexos.
m Nivel 1 (medida repetida ao longo dos anos), Nivel 2 (criancas).

m Disponivel no programa R, pacote “mice” sob o nome de

“potthoffroy”.
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https://cran.r-project.org/web/packages/mice/mice.pdf

+ 5- Borda inferior
da rbita

+ 6-Fissura
pterigomaxilar

+ 7-Maxila

+ 8-Mandibula

+ 9-Dentes
(incisivos e 12,
molares)

Prof. Caio Azevedo



Mais exemplos

m Na literatura sugerida (site do curso e programa da disciplina).

m Em pacotes (que lidam com modelos multiniveis) do R: veja o site

do curso.

m Do livro Multilevel Analysis: Techniques and Applications, Third
Edition (veja aqui o site do livro).

m Conjuntos de dados, do site do Centre for Multilevel Modelling

m Do livro Multilevel Statistical Models, conjuntos de dados.
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https://multilevel-analysis.sites.uu.nl/datasets/
https://multilevel-analysis.sites.uu.nl/datasets/
https://multilevel-analysis.sites.uu.nl/
http://www.bristol.ac.uk/cmm/learning/support/datasets/
http://www.bristol.ac.uk/cmm/
https://www.amazon.com.br/MULTILEVEL-STATISTICAL-MODELS-GOLDSTEIN-HARVEY/dp/0340806559
http://www.bristol.ac.uk/cmm/team/hg/msm-3rd-ed/datasets.html

Niveis dos modelos

m Como ja mencionado, nos concentraremos (pelo menos por
enquanto) em modelos com distribuicdo normal para os erros e
efeitos aleatdrios. Dentro desse contexto:

m Modelos de um nivel (MH1N) sdo, essencialmente, os modelos de
regressdo normal linear homoceddstico ME613.

m Modelos de dois niveis (MH2N) (como vistos na aula Introdutdria
slides). Neste caso, os coeficiente de regressdo escolhidos variam,
através de uma estrutura de regressdo, entre os elementos do

segundo nivel.
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http://www.ime.unicamp.br/~cnaber/Material_ME613_1S_2019.htm
https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_Intro_ADH_2S_2020.pdf

Niveis dos modelos (Cont.)

m Cont.:
m Mais adiante veremos modelos de trés niveis (MH3N) (na pratica,
via de regra, n3o se utilizam modelos com mais de trés niveis).
Nesses modelos, os coeficientes de regressdo do segundo nivel, (que
nos modelos de dois niveis, ndo variam), podem variar, através de

um modelo de regressdo, entre os elementos do terceiro nivel.
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(Etapas de) Construgdo/utilizagdo de um modelo de

regressao

Compreender os objetivos do problema e levantar todas as
informacgdes possiveis, junto aos respectivos responsaveis

(consulentes/pesquisadores).
Rever a literatura pertinente (da drea em questdo e da Estatistica)
Realizar uma adequada analise descritiva dos dados.

Com base nos itens 1), 2), 3) e na experiéncia do analista de dados
(vocé!), elencar e ajustar todos os modelos que se considerar

pertinentes.
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(Etapas de) Construgdo/utilizagdo de um modelo de

regressdo (cont.)

Realizar andlises de diagndstico apropriadas para os modelos do item
4) e, entre aqueles (se houver mais de um) que se ajustaram de

forma adequada, comparar seus ajustes.

@ Com o modelo selecionado no item 5) (eventualmente uma versdo
reduzida ou seja, com menos pardmetros): extrair todas as
conclusdes apropriadas realizando, se for o caso, andlises preditivas;
fornecer estimativas (pontuais e intervalares) para os pardmetros de

interesse e realizar pertinentes testes de hipdtese.
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Modelo geral (MRLNH) de um nivel sem covariavel

m Corresponde ao MRNLH usual (link), sob alguma parametrizacdo
(aula). Neste caso, assim como anteriormente (introducdo),

escolheremos como casela de referéncia o grupo 1 (j=1).

Yj,' =u+aqj +§J‘;,j =12,....J;i= 1,2,...,nj

m Erros & % N(0,02), 11, sio ndo aleatdrios.

m &, (Vi) = E(Yi) = -

m Ve, (Vi) = V(Yji) = 6® (modelo homocedastico).

m ;j = p+ o : média (populacional) da resposta do j-ésimo grupo,

em que a; = 0 (o grupo 1 é a casela de referéncia). Assim, u = p;.
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http://www.ime.unicamp.br/~cnaber/Material_ME613_1S_2019.htm
http://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_Par_Iden_Est_ML.pdf
https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/Material_ADH_POS_2S_2020.htm

modelo 1

m o = pj — p11 € o incremento/diferenga (positivo(a) ou negativo(a)),
entre a média da resposta do j-ésimo grupo e do grupo 1. Assim, se
for positivo (negativo) indica que o grupo j possui média maior
(menor) do que o grupo 1.

m Além disso, temos que: Yj; g N(p + o), 02).

m Defina: n= Zle n;.

m Vamos também explorar formas matriciais dos modelos. Estas sdo
lteis para: estimagdo, implementacdo computacional, obtencio de
propriedades (dos modelos e das ferramentas inferencias), andlise

residual (diagndstico), andlise de influéncia, entre outros.
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Cont. modelo 1 (forma matricial por grupo)

m Para este modelo em particular, temos que:
Yitnx1) = Xj(njxp)B(px1) T &j(n;x1), €m que

m Y; = (Y1,..., Yjn) (vetor de respostas do j-ésimo grupo -
desconhecido, observavel, aleatério), 8 = (u, @, ..., ay) (vetor de
parametros de regressdo - desconhecido, ndo-observavel,
ndo-aleatdrio), X; (matriz de planejamento-conhecida, observavel,
n3o-aleatdria).

m Erros & % N,y (0, %)), Assim Y; % N, (X8, %)

m Nos préximos slides, apresenta-se mais detalhes.
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Cont. modelo 1 (forma matricial por grupo)

posicao j
=~
1 0 0 1 0 0
X; = 1 0 0 1 0 0
: 0
| 10 0 1 0 0 |
a2 0 0
0 ¢> ... 0
Ej: . . ) . ZO'zlnj
0 O o?

em que I, € uma matriz identidade de ordem n;, j =1,2,...,J.
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Cont. modelo 1 (forma matricial geral)

Yinx1) = X(axp)Bpx1) + &(nx1)

Yl Xl El
Y2 X2 £2
Y, X &

OBS: diversos modelos (MRNLH) podem ser escritos dentro dessa

estrutura (n3o somente o modelo em quest3o). Veja ME613 e ME623.
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https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/Material_ME613_1S_2019.htm
https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/Material_PlaPes_2012.htm

Modelo hierdrquico de dois niveis sem covariaveis (MH1)

m Neste caso, o modelo é bem semelhante aquele utilizado no Exemplo
artificial 1 (introducdo).
YJ',' = ﬁoj + fj,',_j =1,2,....J;i=1,2,..., n; (nl'vel 1)
Boj = oo+ ugj(nivel 2)
m Erros e efeitos aleatérios: & i N(0,0?), g, X N(0, ),
fj,'J_Uoj,VI.,_/. e Yoo é nao aleatdrio.
m (momentos condicionais) £(Yji|uoj) = Yoo + uoj - valor esperado da
resposta para as UAE's pertencentes ao grupo j; V(Yii|uoj) = o2 -

variancia da resposta para as UAE's pertencentes ao grupo j.
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https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_Intro_ADH_2S_2020.pdf

Modelo hierdrquico de dois niveis sem covariaveis (MH1)

(cont.)

m (momentos marginais) £(Yji) = oo - valor esperado global da
resposta (média das médias), V(Y};) = 02 + 1 - variancia global da
resposta (considerando todos os grupos).

m ug; = E(Yjilug;) — E(Yji) : representa o quanto a média
(condicional) de cada UAE no nivel 2 difere da média geral (de
todas as UAE's no nivel 2).

m Cov(Yji, Yjir) = ¢ e Corre(Yj, Yiir) = 55, Vi # 7',

m Distribuicdes condicionais e marginais Yj;|uo; g N(700 + uoj,02) e

Yii ~ N(700,02 + 1)) (estes dltimos, ndo s3o independentes).
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Modelo hierdrquico de dois niveis sem covariaveis (MH1)

(cont.)

m De uma forma mais geral, temos que

Yj = (le, ng, ceny anj)l ~ Nnj([l,j, Ej), _] = ].,27 ...,J, em que

B = ’YOOlnjv 1,,]. = (17 1, ..., 1)E"j><1)’ e

%+ P P
0 o+ ... 0
¥ =
P P R, ey V)

n;xXnj
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Modelo hierdrquico de dois niveis sem covariaveis (MH1)

(cont.)

m Em modelos de dois niveis podemos considerar covaridveis tanto no

nivel 1 (resposta) quanto no nivel 2 [coeficientes (aleatdrios)].

m Quando covaridveis sdo consideradas para a resposta, procura-se
explicar a variabilidade da resposta (condicional/marginal). Por
outro lado, quando covaridveis s3o consideradas para os coeficientes,

busca-se explicar a variabilidade entre eles (coeficientes e grupos).
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Modelo hierdrgico de dois niveis sem covaridveis (MH1)

(cont.)

m Pode-se considerar diversas possibilidades de modelagem (em termos
das covaridveis, como utilizd-las e da estrutura dos efeitos
aleatdrios), as quais podem gerar modelos com diversas
caracteristicas: estruturas de dependéncia, estruturas de
heterocedasticidade, distribuicdo marginal da resposta, entre outras .

m Certamente, além das caracteristicas do problemas, dos dados e do
conhecimento de especialistas, devemos procurar manter parcimonia
(A Modern Approach to Regression with R, Regression Modeling

Strategies, Regression and Other Stories).
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https://www.amazon.com/dp/B089Y88W34?searchxofy=true&ref_=dbs_s_aps_series_rwt
https://www.amazon.com/Regression-Modeling-Strategies-Applications-Statistics/dp/3319194240/ref=sr_1_1?dchild=1&keywords=Regression+Modeling+Strategies&qid=1601488904&sr=8-1
https://www.amazon.com/Regression-Modeling-Strategies-Applications-Statistics/dp/3319194240/ref=sr_1_1?dchild=1&keywords=Regression+Modeling+Strategies&qid=1601488904&sr=8-1
https://www.amazon.com.br/Regression-Other-Stories-Andrew-Gelman/dp/110702398X

Comparacao entre os modelos

Caracteristica MRNLH MRNLH2N
E(Yijiluoj) pta oo + Uoj
E(Yji) M+ Qj Yoo
V(Yiiluo)) o? o?
V(Yii) o o? + 1
Pardmetros (efeitos fixos) J+1 3
Efeitos aleatdrios 0 J
Testes de Hipdtese (Hy) az=..=a;=0 =0
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Comparagdo entre os modelos (cont.)

Caracteristica MRNLH MRNLH2N

Homoceddstico Sim Sim
Dependéncia entre as obs. N3o Sim

Estimacao Freq. MQO MVR

2

OBS: Os pardmetros 0“ n3o sdo os mesmos entre os modelos. MQO:

minimos quadrados ordindrios. MVR: maxima verossimilhanca restrita.
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Um modelo hierarquico de dois niveis com uma covaridvel

no nivel 1 (MH2)

m Neste caso, um modelo é dado por:

Yi = Boj+Buyxi+&i,j=1,2,....4;i=1,2,...,nj(nivel 1)
Boj = oo+ ugj (nivel 2)
m Erros e efeitos aleatérios: i X N(0,02), g, X N(0,v),
&jiLuoj,Vi,j e yoo é ndo aleatdrio.
m (momentos condicionais) &(Yji|uoj) = Yoo + uoj + Bujxji - valor
esperado da resposta para as UAE's pertencentes ao grupo j, com

valor da covaridvel igual a x;. Note que se x; = 0, entdo

E(Yjiluoj) = oo + o).
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Um modelo hierarquico de dois niveis com uma covaridvel

no nivel 1 (MH2) (cont.)

m (momentos condicionais) V(Yji|u;) = o2 - variancia da resposta
para as UAE’s pertencentes ao grupo j.

m (momentos marginais) £(Yji) = voo + SijX;i - valor esperado global
(considerando todos os grupos) da resposta para UAE's pertecentes
ao grupo j e com valor da coviaridvel igual xj;. Note que se xj; = 0,
entdo £(Y;i) = Y00. V(Yji) = 0> + ¢ - variancia global da resposta

(considerando todos os grupos).
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Um modelo hierarquico de dois niveis com uma covaridvel

no nivel 1 (MH2) (cont.)

m uy = E(Yiilugj) — E(Yji) : representa o quanto a média (condicional)
de cada UAE no nivel 2 difere da média geral (marginal) (de todas
as UAE's no nivel 2), que apresentam o mesmo valor de xj;.

m Cov(Yj, Yjir) = ¢ e Corre(Yj, Yiir) = s, Vi # 1.

m Distribuicoes condicionais e marginais
Yii| toj " N(7v00 + uoj + Bijxji,02) e Yji ~ N(vo0 + B1jxji, 02 + 1)

(estes ultimos, ndo sdo independentes).
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Um modelo hierarquico de dois niveis com uma covaridvel

no nivel 1 (MH2) (cont.)

m De uma forma mais geral, temos que

Y,' = (le, %2, . anj)/ ~ I\Inj([,l.j7 Ej), J = ].,27 ...,J, em que

MK = 7001n,- + ﬂlxﬁ lnj = (1, 17 seeny l)Enjxl)axj = (le7Xj27 "'7Xjn)/e

o+ P P
) o2+ ... P
3=
P ) )

njXnj
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Um modelo hierarquico de dois niveis com uma covaridvel

no nivel 1 (MH3)

m Neste caso, o modelo é bem semelhante aquele utilizado no Exemplo

artificial 2 (introducdo).
Yj' = Bo+ ﬂlej,' +§J‘;,j =1,2,...,J;i=12, .., n; (nl'vel 1)

ﬁlj = 70+ Uy (nl'vel 2)
m Erros e efeitos aleatérios: & < N(0,02), w; x N(0, ),
&jiLuy;,Vi,j e y10 é ndo aleatdrio.
m (momentos condicionais) &(Yji|u1j) = Bo + (10 + u1j)x;i - valor
esperado da resposta para as UAE's pertecentes ao grupo j e com

valor da coviaridvel igual xj;.
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https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/Material_ADH_POS_2S_2020.htm

Um modelo hierarquico de dois niveis com uma covaridvel

no nivel 1 (MH3) (cont.)

m (momentos condicionais) Note que se x;; = 0, entdo &(Yji|u1;) = So.
V(Yi|luij) = 02 varidncia da resposta para as UAE's pertencentes ao
grupo j.

m (marginais) £(Yji) = Bo + Y10x;i valor esperado global (considerando
todos os grupos) da resposta para UAE’s com valor da coviaridvel
igual a x;;. Note que se x;; = 0, entdo E(Yji) = Bo = E(Yi|uy))
(interpretar). V(Yj) = o + 1/JXJ-2, varidncia global da resposta
(considerando todos os grupos) - modelo heteroceddstico. Também,

se x;; = 0, entdo V(Yj;) = 0% = V(Yjiuij) . O que isso significa?
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Um modelo hierarquico de dois niveis com uma covaridvel

no nivel 1 (MH3) (cont.)

B = x%, (E(Yiilurj) — E(Yji)) : representa o quanto a média

(condicional) de cada UAE no nivel 2 difere da média geral (de todas

as UAE's no nivel 2), para UAE's, ponderada por x;i (se x;i # 0).

X','X-,-/w . .
u COV( inv le'/) = XJ"'XJ'VQZJ' Corre(yjiv in’) = \/02+¢;..j\/62+¢x,. Vi 75 i’
i ji!

m Para pares de UAE's em que pelo menos um delas apresenta xj; = 0,

teremos covariancias e correlacdes nulas. Interpretar.

m Distribuicdes condicionais e marginais

ind.
Yiiluyj '~ N(Bo + (u1j +710)x5i, 02) € Yji ~ N(Bo + 710Xji, 02 + 9x3)

(estes dltimos, ndo s3o independentes).
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Um modelo geral de dois niveis com uma covaridvel no

nivel 1 (MH3) (cont.)

m De uma forma mais geral, temos que

Y,' = (le, %2, . anj)/ ~ I\Inj([,l.j7 EJ), J = ].,27 ...,J, em que

M = Bolnj +’710Xja1nj = (1717 ""71)En]-><1)axj = (leaxj27"',xjn)l7 €

PG Uxxp e XX,

YXj1Xj2 o+ Px5 .. XX,

G G2Xjn

= 02lnj+7f1Xij/ = _ i
¢lexjnj ¢)92>9'nj AR 02 + wsznj

npxnj
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Um modelo hierarquico geral de dois niveis com uma

covariavel no nivel 1 (MH4)

m Neste caso, o modelo é dado por:

YJ',' = ﬁ0j+61j)(ji+fji7j: 1,2,....,J;i:1,2,...,nj (m’vel 1)
Boj = oo + ugj (nivel 2)
B1ij = o+ uyj(nivel 2)

. L jid
m Erros e efeitos aleatérios: &; ~ N(0,0?),

iid . Y
uj = (uoj, uy;) = No(0, ), & Lu;, Vi, j e (Yo0,710) 80 ndo
aleatérios e ¥ = Voo Yor

Yor Y11
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Um modelo geral de dois niveis com uma covaridvel no

nivel 1 (MH4) (cont.)

m (momentos condicionais) E(Yji|u;) = Yoo + toj + (Y10 + U1j)Xji -
valor esperado da resposta para as UAE’s pertecentes ao grupo j e

iarij i .. Nu) = 52
com valor da coviaridvel igual x;i. V(Yji|luj)) = ¢

m (momentos marginais) £(Yji) = Yoo + 710X;i - valor esperado da
resposta para as UAE's pertecentes ao grupo j e com valor da
coviarigvel igual xj.. V(Yji) = oo + ¢11Xj2,- + Yo1x;i + 0.

m Cov(Yji, Yjir) = voo + Yrxiixjir + orXji + orXjir, i # i’
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Um modelo geral de dois niveis com uma covaridvel no

nivel 1 (MH4) (cont.)

_ Yoo +Y11%iX;ir +Po1xji+or x50
V/ PooH1xEHorxito? \/1/)00+11111><J-2,/ +tpo1 ;i +02

m ug; = E(Yjiluj, x;i = 0) — E(Vi|x;i = 0) é a diferenca entre o valor

] Corre( Yj,', Yj,'/)

esperado para o grupo j e a esperanca global, para UAE's com
xji = 0. Outra interpreta¢do: é o quanto o intercepto do grupo j se

difere do intercepto comum a todos os grupos.
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Um modelo geral de dois niveis com uma covaridvel no

nivel 1 (MH4) (cont.)

moupj = % (E(Yiiluy) — E(Yii)),Vxji # 0, é a diferenga entre o valor
esperado para o grupo j, em relagdo a distribuicdo de ugj e a
esperanca global. Qutra interpretacdo: é o quanto o coeficiente
angular do grupo j se difere do coeficiente angular comum a todos
0S grupos.

m Distribuicoes condicionais e marginais:
Yilu; % N(Bo + uoj + (710 + ugj)xi, 0%) e
Yii ~ N(Bo + ~v10Xi, Yoo + wusz,- + YorXji + 0?) (estes (ltimos n3o

sdo independentes).

Prof. Caio Azevedo



Um modelo geral de dois niveis com uma covaridvel no

nivel 1 (MH4) (cont.)

m De uma forma mais geral, temos que

Yj = (le, ng, ceey anj)/ ~ /an(lij, Ej), _] = ].,27 ...,J, em que
M = ’Yoolnj +710xja lnj = (]-a 17 ceeny l)énjx]_yxj = (lean2a "'ann)l €
Ej = wooln,-xnj + w01(1njle + XJ]-:U - dlag()g)) + Xij/iﬁn + (721,-,!.

em que 1(, ) é uma matriz de uns, de dimensdo n;.
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Comentarios

Podemos considerar covaridveis também para os coeficientes do nivel
1 [nos casos vistos, seriam (8o}, 51;)]. Offsets também podem ser
incluidos.

Podemos considerar covaridveis qualitativas: sexo, grau de
formac3o, etc (ndo, necessariamente, associados aos niveis da
estrutura hierdrquica). Nesse caso, podemos precisar de mais indices
na resposta e/ou erros e/ou efeitos aleatérios e/ou efeitos fixos .

Podemos centralizar (ou padronizar) as covaridveis quantitativas.
Nesse caso, alguns dos resultados e interpreta¢ées podem mudar.

Também, diferentes parametrizacbes podem ser consideradas o que,

por sua vez, pode modificar resultados e/ou interpretacdes.
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Exercicios

m Repetir as contas anteriores para os seguintes modelos:

Modelo 1
\/ji = /80+51jxji+€ji;j:1723--",-];’.: 1,27...717] (nl'vel 1)
Boj = oo+ Yorw;j + uoj (nivel 2)
Blj = 7o+ i (nl'vel 2)

m Erros e efeitos aleatérios: & g N(0,c?),

u; = (uoj, u1j) X N>(0,®), &iLuj,Vi,j e (700,701, 710)" Sd0 ndo
Yoo o1
o1 Yu

aleatérios e ¥ =
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Exercicios

m Modelo 2
\/ji = ,80+61j)(j,'—|—§j,',j:1,2,....,_/;1': 1,2,...,”1' (nl'vel 1)
Boj = oo+ uoj(nivel 2)
511- = 7m0+ 1w + uy (nl'vel 2)

. iy iid
m Erros e efeitos aleatérios: &; ~ N(0,0?),
/ iid

uj = (upj, uyj) ~ No(0, W), &iLu;,Vi,j e (700,710, 711)" Sd0 ndo
aleatdrios e ¥ = Voo Yor
o1 Y11
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Exercicios

m Modelo 3
\/ji = 60j+ﬂljle+fjl7./: 1,2,....,J;i:1,2,...,nj (nl'vel 1)
Boj = oo+ Y012 + ugj (nivel 2)
Blj = 710+ 71w + Uy (nl'vel 2)

: y iid
m Erros e efeitos aleatérios: &; ~ N(0,0?),
/ iid

uj = (ugj, urj) ~ No(0, W), &;iLu;,Vi,j e (Yoo, V01,710, 711) S0
nado aleatérios e ¥ = Voo o1
Yor Y11
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Exercicios

m Verificar como ficam os resultados anteriores, quando 1p; = 0.
m Qual o significado da suposi¢do anterior?

m Repetir os desenvolvimentos anteriores, para todos os modelos
(constantes neste slide), centrando todas as covaridveis (quando
pertinente) em suas respectivas médias amostrais (de forma

adequada).

m Propor um MH apropriado, com as devidas interpretacoes e

resultados, para cada um dos exemplos vistos nestes slides.
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Modelo com dois niveis e varias covariaveis: formulacao

matricial geral

m Essencialmente, qualquer modelo hierdrquico de dois niveis pode ser escrito,
matricialmente, da seguinte forma (em que j = 1,...,J definem os grupos -

nivel 2 da hierarquia).

Yitnx1) = Xi(nxp)Bjpx1) + &jimx1) (1)

Bipx1) = Wi(pxq)Y(ax1) + Uj(px1); (2)

em que Y; é o vetor de respostas do j ésimo conglomerado, X; e W; sao

. . . ~ (. ind.
matrizes de planejamento (conhecidas e n3o aleatérias), & "~ Ny, (0, %5),

uj ind. 5(0,%), & Luj,Vj, v é um vector de efeitos fixos.
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Modelo com dois niveis e varias covariaveis: formulacao

matricial geral

m Do slide anterior nota-se que quaisquer estruturas lineareas, ou seja,
que podem ser representadas por X;3; e Wj~, sdo passiveis de
serem consideradas.

m Assim, n3o somente retas, mas também polindmios de qualquer
grau, polindmios fraciondrios, funcdes trigonométricas, logaritmos

entre outras, podem ser consideradas.

m Modelos intrinsicamente n3o lineares constituem uma outra classe, a

qual veremos, mais adiante, de forma introdutéria.
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Formulagao matricial de alguns modelos

m MH1: Y = (Y1, Yi2, -, Vo)), Xj = 1, Bj = Boj, Wi =1,
7Y = 7Yoo, Uj = Ug;

m MH2: Y = (Y1, Yiz, .., Yin))'s Xj = [Ln; x5, Bj = [Boj Byl

W =1, v =00, Uj = to;

Yin))'s X; = [1n, xi], B; = [Bo B,

W=1 v =10 uj=u;

= MH3: Y = (Y1, Y2, -

)

m MH4: Y, =

—~

Vit Yizs s Yin Y X5 = [y 51, 85 = 6 Bl

W = = b, v = [0 710], Uj = [ugj uyj]’

= o

1
0
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Resultados importantes

m Distribuicdes de interesse. Pelas equacdes (1) e (2), temos que:

ind.
YilBi ~ Ny(XiB;, %))

ind.
Bi ~ Np(Wjy, ¥)

m Além disso, temos que Y; - N, (X; Wiy, 3 + X; P XT).
m As verossimilhan¢as completa (aumentada) e marginal s&o dadas,

respectivamente, por:
J
LB 2 ) = [[flB)F(B) i L(v, 3, %) Hf (%)

em que ﬁ = (ﬁl, ...,,8_]),, Y= (21, EJ) eW = (\I/l, \I’J)
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Exercicios

m Coloque os modelos MH3 e MH4 na forma matricial, assim como os

modelos de 1 a 3.

m Considere um modelo como o MH4, mas considerando, no primero
e . _ 2 ~
nivel: Yji = Boj + Bjxji + B2jx;; (com estruturas de regressio para
cada um dos pardmetros). Inteprete todos os pardmetros, bem como

realize as contas como nos exemplos anteriores.

m Proponha ao menos dois modelos hierdrquicos, diferentes daqueles
que foram apresentados até agora, intepretando todos os pardmetros,

bem como realizando as contas como nos exemplos anteriores.
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Relagdo entre modelos mistos (MMI) e modelos

hierdrquicos (MH)

m Podemos escrever a formulagdo (1) - (2) da seguinte forma:

Y, = X(Wiy+u)+§
= XiWyy + Xju; +§;
= Wiy+Xu+§ (3)
em que W/ = X;W,;. A Equacdo (3) assemelha-se a estrutura

(matricial) de modelos mistos veja (link). Contudo, existem diferencas

conceituais e metodoldgicas entre eles (préximo slide):
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http://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_Mod_Lin_Misto_ADL_2S_2018.pdf

Relacao entre modelos mistos e modelos hierarquicos

m De fato, ambos objetivam (ainda que por motivos diferentes)

modelar heterocedasticidade e dependéncia.

m Contudo, enquanto que os MMI surgem da necessidade de se
considerar efeitos aleatérios e modelar dependéncia em medidas
repetidas, os MH buscam introduzir semelhancas/dependéncia

intra-grupos (clusters).

m Além disso, nos MH os niveis de hierarquia sdo explicitados na
modelagem, além do que hd uma especificagdo da estrutura de

regressdo para os coeficientes (de interesse).
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Relacao entre modelos mistos e modelos hierarquicos

m Ademais, podemos ter dados longitudinais com estrutura

hierdrquica, o que demanda a utilizacao de MH.

m Também, nos MH permitimos a inclusdo de covaridveis para os

efeitos aleatdrios o que, em principio, ndo ocore para os MMI.
m De uma certa forma, os MH s3o uma generalizacdo dos MMI.

m Contudo, existem semelhancas nos processos inferencias para ambas
as classes. Com efeitos, utilizaremos tal semelhanca na apresentacdo

dos procedimentos inferenciais para os MH.
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