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Exemplo 2: Estudo da eficdcia de escovas de dentes

m Considere o seguinte estudo na drea de Odontopediatria.

m O objetivo é comparar duas escovas de dente (convencional e
experimental, chamada de “hugger”") com respeito a reducio de um
indice de placa bacteriana (IPB) em criancas de ambos os sexos em
idade pré-escolar.

m Os valores obtidos correspondem aos IPB’s medidos em alguns
dentes antes e depois da escovacdo dental de 14 criancas do sexo
feminino e 12 do sexo masculino. Cada crianca utilizou cada um dos
tipos de escova sendo sempre a experimental, a primeira. O tipo de
escova tende a ser melhor quanto maior for sua “capacidade de

remoc3o”’ da placa bacteriana.
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Tipo de escova

Hugger Convencional

Crianca Sexo Antes Depois Antes Depois

1 F 2,18 0,43 1,2 0,75
2 F 2,05 0,08 1,43 0,55
25 M 1,3 0,05 2,73 0,85
26 M 2,65 0,25 3,43 0,88
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Voltando ao exemplo 2: Estudo da eficicia de escovas de

dentes

m Como utilizar os IPB’s antes e depois ?
m Deve-se considerar a varidvel sexo?

m O fato de sempre se utilizar o tipo de escova experimental

primeiramente pode ter influenciado os resultados?

m Medidas repetidas: cada crianca é avaliada duas vezes. Possivel

existéncia de dependéncia entre as observacdes.
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Comentario sobre os dados

m O modelo deve permitir, de forma simples, comparar o desempenhos
dos dois tipos de escova, identificando e quantificando tal diferenca,

se ela existir.
m A variavel resposta é positiva.

m O IPB pés-escovacdo deve ser menor do que o IPB pré-escovacdo.
Em particular, se o IPB pré for igual a zero o IPB também deve ser

igual a zero.

m |nicialmente, vamos desconsiderar a variavel sexo.
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Exemplo 2: desconsiderando o sexo

Yij = Boi + Biixij, i = L(convencional), 2(hugger)(tipo de escova),

Jj=1,...,26(crianga).

m & N0, 02).

m x;;: IPB pré-escovagdo da crianga j utilizando a escova do tipo i.

m Yj: IPB pés-escovacdo da crianga j utilizando a escova do tipo /.

m o; : IPB péds-escovacio esperado quando se utiliza a escova do tipo
i para um IPB pré-escovacao igual a 0.

m [y : incremento (positivo ou negativo) no IPB pds-escovagdo
esperado quando se utiliza a escova do tipo /i, para o aumento em

uma unidade no IPB pré-escovacgio.
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Exemplo 2: desconsiderando o sexo

m O que devemos esperar em relacdo as estimativas de f[o;, i = 1,27

m Como utilizar as estimativas de (31;,/ = 1,2 para comparar o

desempenho das escovas?
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Estimativas dos parametros do modelo

Pardmetro Est. EP Estat.t 1C(95%) p-valor
Bor (convenc.) 0,013 0,101 [-0,190;0,216] 0,128  0,8985
o> (hugger)  -0,001 0,108 [0,226;0,207]  -0,089  0,9294
f11 (convenc.) 0,400 0,046 [0,307 ;0,493] 8,654 <0,0001
B12 (hugger) 0,174 0,058 [0,057 ; 0,291 ] 2,993 0,0044

Os dois interceptos parecem ser nulos e os dois coeficientes angulares
parecem ser diferentes. As estimativas dos coeficientes angulares sugerem
uma superioridade da escova do tipo Hugger. Devemos ajustar um

modelo reduzido sem interceptos.
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Exemplo 2 (modelo reduzido): desconsiderando o sexo

Yij = Biixij, i = 1(convencional), 2(hugger)(tipo de escova);
Jj=1,...,26(crianga).
m & " N(0,0?).
m x;;: IPB pré-escovagdo da crianga j utilizando a escova do tipo i.

m Yj: IPB pds-escovagdo da crianga j utilizando a escova do tipo /.

m f31; : diminuicdo (se 81 € (0,1)) ou aumento (se 51 > 1), no IPB

quando se usa a escova do tipo i.
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Estimativas dos parametros do modelo reduzido

Pardmetro Est. EP Estat.t IC(95%)  p-valor
Bu (convenc.) 0,405 0,023 [0,360;0,450] 17,972  <0,0001
1o (hugger) 0,160 0,027 [0,116;0,223] 6,373  <0,0001

Os dois coeficientes angulares parecem ser diferentes. De fato, o teste do
tipo Wald para testar igualdade vs diferenca forneceu os seguintes
resultados: 45,82 (< 0,0001). Os dois tipos de escova, de fato, reduzem
o IPB, com evidente superioridade da escova do tipo Hugger, sendo a

reducdo obtida para este tipo de escova da ordem de 16,9%

[11,6%:22,3%].
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ajustadas e intervalos de confianca para as médias
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Estimativa da superioridade da escova do tipo Hugger

m Defina 0 = B12/511: 0 quanto a escova do tipo Hugger reduz o IPB

em relacdo a escova do tipo convencional.
m Estimador 6 = 612/611.

m Novamente, utilizaremos o método delta para fazer inferéncia sobre

6 com base em 6.

m Método Delta: sob os resultados obtidos e assumindo vélidas as

condi¢cGes de regularidade, temos que 0~ N(G,ag), em que

o7 = o> (A) (X'X) 1 (A)
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Estimativas da superioridade da escova do tipo Hugger

IA:{O — By i}/.

m Logo IC(6,7) { —Zi NGt 0+21+7 \F} em que
P(Z < zu,) = B2, Z ~ N(0,1), 53 = 52 (A) (x'x) " (B) e

/

A= [ _Be 1 } .
0 282, Bu
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Estimativas da superioridade da escova do tipo Hugger

= Em nosso exemplo 6 = 0,417(0,070), IC(6,95%) = [0,282; 0, 554].
Conclusido, espera-seque IPB pds escovacdo quando se usa a escova
do tipo Hugger seja da ordem de 41,7%[28,2%;55,4%)] do IPB caso
se usa-se a escova do tipo Convencional.

m Exercicio: obter as estimativas pontual e intervalar de 6, utilizando )
via bootstrap ndo-paramétrico. Obter também uma aproximacdo

empirica da distribuicdo de 9.
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ANOVA para modelos de regressdo com intercepto nulo

Suponha o seguinte modelo:

iid
Yi = Bixii + Boxai + - + Bo—1X(p—1)i + &, & < N(0,07)

ind. -
Logo Vi " N(X7 Bjxir, o).

m O modelo acima define uma média (condicional aos valores de

xji,j=1,...,p—1;i=1,...,n) para cada observagdo Y;.

m Defina \A/, = B1X1i + Bzxz,- + ...+ Bp_lx(p,l),- (valor predito pelo

modelo).

m O residuo é definido por R; = 5 =Y, — \A’,
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m Nosso objetivo é considerar um modelo que explique adequadamente
a variabilidade dos dados, ou seja, um modelo para o qual os

residuos sejam “pequenos”.

m Pode-se provar que, a soma de quadrados total SQT = 27=1 Y,-2,

pode ser decomposta como:

SQT = Z ?,-2+§nj(v,- - Vi)
i=1 i=1

~——
SQM SQR

m Assim, quanto maior for o valor de SQM em relacdo a SQR, maior
serd a contribuicdo da parte sistemdtica para explicar a variabilidade
dos dados. Portanto, mais “provavel” que exista (pelo menos um)
Bi#0,j=1,...,p—1L
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m Lembrando da forma matricial do modelo: Y = X3 + £, pode-se
demonstrar que:
B SQT =YIY =YY,
m SQM = Y'HY, em que H = X(X'X)™'X’ (chamada de matriz de
projecdo ou matriz “hat”).
® SQR=Y' (I-H)Y.
m Pode-se provar que as matrizes H e B = | — H s3o ortogonais, ou
seja, HB = 0.
m Dizemos que Y = X3 = X(X'X)7IX'Y = HY e
R=Y Y =(I-X(XX)"1X')Y = (I — H) projetam Y em dois
subespagos ortogonais, pois H(I — H) = 0.
m Podemos utilizar raciocinio andlogo ao que foi usado para o modelo

com intercepto.
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Tabela de ANOVA (matricial)

m Para testar Hp : 81 = 82 = ... = B(p—1) = 0 vs Hi : Ha pelo menos

uma diferenca.

FV SQ GL QM

Estatistica F pvalor
Modelo SQM = Y'HY p QMM = i%“{’ Fo= S P(X > f;|Hp)
Residuo  SQR=Y'(I—H)Y np QMR= 2%
Total SQT n

FV: fonte de variacdo, SQ: soma de quadrados, Gl: graus de liberdade,

QM: quadrado médio. Portanto, rejeita-se Hy se f; > f. ou,

analogamente, se p — valor = P(X > f;|Hp) < «, em que f; é o valor

calculado da estatistica F; e P(X > fc|Ho) = a, X ~ F(p n—p)-
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Anova para modelos sem intercepto: Exemplo 2 (sem

intercepto)

FV GL SQ QM  Estat. F p-valor
Modelo 2 2297 11,48 181,80 <0,0001
Residuo 50 3,16 0,06

Conclui-se que pelo menos um dos coeficientes (o, i = 1,2 é diferente de
zero. Ou seja, o IPB pré-escovacio influencia o IPB pés-escovacgdo para

pelo menos um tipo de escova.
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Previsao para uma Unica observagao

m J3 vimos como estimar pontual e intervalarmente a média
pi = E(Y;) = Xi3 em que X/ é a i-ésima linha da matriz X.
m Para isso usamos Ji; = X/3. Note que £(7i;) = X/&(B) = X8 = ;.

Como medida de precisdo adotamos o erro quadratico médio (EQM):

Elmi — )l = €l — E@))1 + [E(i) — wil?
= V(i) +0="V()

m Considere agora que temos o interesse em predizer o valor de uma
lnica observagao, que possui um determinado perfil em termos de
suas covaridveis X}. Denotaremo-na por Yj. Note que tal

observacido n3o foi utilizada para se obter 3.
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Previsao para uma Unica observagao

m Note ainda que Y} é uma varidvel aleatdria e ndo, a rigor, um
pardmetro (valor “fixo").

m Como estimador pontual adotaremos, novamente, i, = ?h = ;,B
Note que (Y, — Yi) = E(Y4) — E(Ya) =pun — pun = 0, em que
pin = X},B. Logo E[(Yh — Y4)?] = V(s — Ya).

m Como medida de precisdo adotamos:

EIYn— Y02 = ElEn— EGn)? + EIE(in) — Ya)?]
V(Yh) + 02 = 02X, (X' X)X, + 02

= 2 [XLXX) Xy +1] =02,
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Previsao para uma Unica observagao

m Assim Y=o  N(0,1).
g2
Yh
Yo=Y
G2
Y,

h
52 =32 [X{(X'X) 71X, + 1].
h

m Pode-se provar que:

~ t(n—p) €M que

m Logo, IP[Yp; 7] = {\A/h —tis a;h; Y + trey /E%h], em que
— 7y x
P(X < tHT—y) == , X tn—p)-
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Estimacao da média e previsao para uma Unica observacao

Média (1) Observacio (Yh)
Estimador o= X3 in = X,
Distr. do estimador N(ui, o®XH(X'X)71X;) N (g, 7> X4(X'X) "1 Xp)
Medida de precisso XX X)X o [14 X4L(X'X) " Xx]
; ; Ai—pi Br—Yh
Quantidade pivotal SR VX 0]

IC(.,y)oulP(.,y)  [ii £ t1n G/X(X X)X Jin & tren /1 + X (X' X)X,
2

n—p)
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Exemplo 1: ajuste para o modelo final (sem o fator

etiologia)

Consumo de oxigénio em funcéo da carga
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Exemplo 2: ajuste para o modelo final (sem considerar o

fator “sexo”)
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Exemplo 3: ajuste para o modelo final (quadrético)
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