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Introducao

m Recordem-se dos exemplos vistos anteriormente: aqui e aqui.

m Nos modelos hierdrquicos (MH) de dois niveis, podemos pensar em
dois tipos de tamanhos de amostra:
m O nimero de UAE's no nivel 1 (n;,j = 1,2...,J) (e.g., alunos,
medidas repetidas, ndmero de sub-parcelas etc), dentro de cada UAE
do nivel 2.
m O niimero de UAE's no nivel 2 (J) (eg, escolas, individuos, nimero

de parcelas etc).
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https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_Intro_ADH_2S_2020.pdf
https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_mod_hierar_dois_niveis_ADH_2S_2020.pdf

Introducao

m Se nj — 00, para pelo menos um j, tem-se mais “informacao” (veja
também link 1, link 2) para a mesma quantidade de pardmetros a
serem estimados.

m Contudo, se J — oo, teremos mais efeitos aleatérios, ou seja, mais
“parametros” para estimar, ainda que mais “informacao” se torne
disponivel.

m Nos MH, usualmente, os efeitos fixos sdo chamados de parametros
estruturais (ndo aumentam com o aumento do tamanho da
amostra), enquanto que os efeitos aleatdrios sdo chamados de
pardmetros incidentais (podem aumentar com o aumento do

tamanho da amostra).
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https://www.jstor.org/stable/25049960?casa_token=msy-N-1Jy5EAAAAA%3AIKFlruzkS3kda8euD56Viut9XrivPuvtBum3R61uQYBr1PSjrKKiFk1UfxN93DsCGrsSMzZQEbING4l9Miu9ec8KmAPARuW8O3Nj3GyKtBAElaXb3SCB&seq=1#metadata_info_tab_contents
https://www.amazon.com.br/Information-Theory-Statistics-Solomon-Kullback/dp/0486696847/ref=sr_1_1?__mk_pt_BR=%C3%85M%C3%85%C5%BD%C3%95%C3%91&dchild=1&keywords=Information+Theory+and+Statistics&qid=1602552201&s=books&sr=1-1
https://www.amazon.com/Information-Criteria-Statistical-Modeling-Statistics-ebook/dp/B00FB2LF6A/ref=sr_1_11?dchild=1&keywords=Statistical+data+information&qid=1602552279&sr=8-11
https://www.jstor.org/stable/25049960?casa_token=msy-N-1Jy5EAAAAA%3AIKFlruzkS3kda8euD56Viut9XrivPuvtBum3R61uQYBr1PSjrKKiFk1UfxN93DsCGrsSMzZQEbING4l9Miu9ec8KmAPARuW8O3Nj3GyKtBAElaXb3SCB&seq=1#metadata_info_tab_contents

Introducao

m Quando hd somente pardmetros estruturais, sob certas Condi¢Ges de
Regularidade (CR), os esimadores de MV sdo consistentes e
assintoticamente normais (link).

m A presenca de pardmetros incidentais (veja também link) tende a
violar as CR. Como tratar essa questao?

m Neyman & Scott (1948) discutem a consisténcia dos estimadores de
maxima verossimilha (EMV) dos pardmetros estruturais, na presenca

de pardmetros incidentais.
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https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_Met_Estim_Mest_2S_2019.pdf
http://www.econ.brown.edu/Faculty/Tony_Lancaster/papers/IncidentalParameters1948.pdf
https://www.ncbi.nlm.nih.gov/pmc/articles/PMC6788862/
https://www.jstor.org/stable/1914288?casa_token=8vyeYbWsdM4AAAAA%3A7S_JPQHTA-UHni3Uq3kdk7x7l4J4f7yocYovOqvLbViqscyHk13bFj0Njj6JjRBRWAb2rWRJ6TlVOmVtqOXi4AM6qsn4-SkGYvZQmvshbkrjI6VnSfK_&seq=1#metadata_info_tab_contents

Introducao

m Algumas abordagens possiveis:

m Considerar os estimadores de maxima verossimilhan¢a marginal
(integrando a verossimilhanga conjunta com relag3o aos efeitos
aleatérios) (link), dos efeitos fixos (pardmetros de regressio e
componentes da varidncia) e depois predizer os efeitos aleatérios
utilizando procedimentos Bayesianos empiricos (link) - Maxima
Verossimilhanga Marginal (MVM).

m Considerar os efeitos aleatérios como dados faltantes e utilizar algum
tipo de algoritmo EM - Maxima verossimilhanca via algoritmo EM.

m Utilizar métodos Bayesianos marginais (link), os quais sdo uma
versdo Bayesiana da MVM ou plenos (link) (trabalhando com a

posteriori conjunta) - Inferéncia Bayesiana.
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https://www.amazon.com/All-Likelihood-Statistical-Modelling-Inference/dp/0199671222/ref=pd_sbs_14_1/145-6744392-8708463?_encoding=UTF8&pd_rd_i=0199671222&pd_rd_r=704e3e43-6beb-4f4c-aacb-35f176067762&pd_rd_w=sE4H7&pd_rd_wg=6oI9C&pf_rd_p=b65ee94e-1282-43fc-a8b1-8bf931f6dfab&pf_rd_r=8ZCNYHRRS6NC9PDPF5TF&psc=1&refRID=8ZCNYHRRS6NC9PDPF5TF
https://www.amazon.com.br/Estat%C3%ADstica-Bayesiana-Bento-Murteira/dp/9723116065/ref=sr_1_2?__mk_pt_BR=%C3%85M%C3%85%C5%BD%C3%95%C3%91&dchild=1&keywords=Estat%C3%ADstica+Bayesiana&qid=1602556429&s=books&sr=1-2
https://www.amazon.com/Statistical-Analysis-Missing-Probability-Statistics/dp/0470526793/ref=sr_1_1?dchild=1&keywords=missing+data&qid=1602556310&sr=8-1
https://www.amazon.com/Algorithm-Extensions-McLachlan-Thriyambakam-Hardcover/dp/B010WF9W38/ref=sr_1_2?dchild=1&keywords=em+algorithm&qid=1602556321&sr=8-2
https://idp.springer.com/authorize/casa?redirect_uri=https://link.springer.com/content/pdf/10.1007/BF02293979.pdf&casa_token=ZRbuatlzYSYAAAAA:s0DOiuFmXA6mED66CuQXxX0FQDNt9f5BkCAv85GJRziN5kw9bxry8-8UDT-z8YGgwAqrSKLf1MMzmvFOpA
https://link.springer.com/article/10.1023/A:1008853808677

Maxima Verossimilhanca Marginal

m Em grande parte do curso, utilizaremos uma versiao aprimorada do
método de MVM, conhecida como maxima verossimilhanca restrita
(MVR).

m Uma forma de utilizar essa abordagem consiste em escrever o MH
como um MMI (e trabalhar com uma modifica¢do da
verossimilhanga marginal), como discutiu-se na aula de modelos

hierarquicos de dois niveis.

m Detalhes sobre propriedades desses estimadores s3o discutidas em

Demidenko 1, Demidenko 2 e Jiang, por exemplo
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https://www.tandfonline.com/doi/abs/10.1080/00401706.1976.10489397
https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_mod_hierar_dois_niveis_ADH_2S_2020.pdf
https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_mod_hierar_dois_niveis_ADH_2S_2020.pdf
https://www.amazon.com/Mixed-Models-Applications-Probability-Statistics-ebook/dp/B00EU8PVH0/ref=sr_1_1?dchild=1&keywords=Mixed+models+theory+and+applications&qid=1602595239&sr=8-1
https://www.amazon.com/Mixed-Models-Applications-Eugene-Demidenko/dp/0471601616/ref=sr_1_13?dchild=1&keywords=Mixed+models+theory+and+applications&qid=1602595206&sr=8-13
https://www.amazon.com/Asymptotic-Analysis-Mixed-Effects-Models-ebook/dp/B075RDTQWN/ref=sr_1_2?dchild=1&keywords=asymptotic+mixed+models&qid=1602595280&sr=8-2

Modelo com dois niveis: formulacao matricial geral

m Essencialmente, qualquer modelo hierarquico de dois niveis pode ser escrito,
matricialmente, da seguinte forma (em que j = 1,...,J definem os grupos -

nivel 2 da hierarquia).

Yitnx1) = Xj(xp)Bi(ox1) + &jmx1) (1)

Bi(px1) = Wi(pxa)Y(ax1) + Uj(px1); (2)

em que Y; é o vetor de respostas do j ésimo conglomerado, X; e W; sao

. . . ~ (. ind.
matrizes de planejamento (conhecidas e n3o aleatérias), & "~ N, (0,%5),

u ind. Ny(0, %), & Lu;,Vj e« é um vector de efeitos fixos.

Prof. Caio Azevedo



Relagdo entre modelos mistos (MMI) e modelos

hierdrquicos (MH)

m Podemos escrever a formulagdo (1) - (2) da seguinte forma:

Y = Xi(Wpry+u)+§
= XiWyy + Xju; +§;
= Wiy + X +§ = Ziy + Xjuj + §; (3)
em que W/ = Z; = X;W;. A Equacdo (3) assemelha-se a estrutura

(matricial) de modelos mistos veja (link). Contudo, existem diferencas

conceituais e metodoldgicas entre eles (como ja discutido).
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http://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_Mod_Lin_Misto_ADL_2S_2018.pdf
https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_mod_hierar_dois_niveis_ADH_2S_2020.pdf

Formas matriciais gerais

Modelo Hierarquico de dois niveis

Yinxt) = Xnxup)Bupx1) t &nx1)

Bupx1) = Wipxa)V(gx1) T Upx1)

(Respectivo) Modelo Misto
Yinx1) = Zinxq)Y(gx1) T X(nxp)Upx1) + &(nx1)

Y =(Y.Y3,...Y), X =(X1,X2,..,X,), B=(81.55,....84),
€£=(£1,&,....&)) u=(u1,um,...,uy) (em que todos esses vetores e
matrizes sdo formadas pela concatenacio vertical dos vetores

correspondentes)
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Algumas propriedades do modelo

" £(Yly) = Zy + X,

= E(Y) = Zv.

m Cov(Yjlu) =X

n Cov(Y)) =V, = X;TX! + 3.

u Yiluj ~ Ny, (Zjy + Xju;, X)), Além disso, como

ind.
Yilup ~ Ny (Zpy + Xju;, 55))

u X N0, W)

portanto

Y, % Ny (2, XX + )
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Estruturas para as matrizes de covariancia

m Diferentes escolhas para ¥ e X; induzem diferentes estruturas de

dependéncia para o vetor de respostas.

m Por exemplo, quando X; = U2Inj, tem-se o modelo de independéncia
condicional homocedastico. Modelos de independéncia condicional
sdo bastante considerados em psicometria (Teoria de Resposta ao
item).

m Por outro lado, quando ¥; = azlnj e ¥ =0, tem-se o modelo de
regressdo linear usual (homoceddastico e com as observacdes

independentes).
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Estruturas para as matrizes de covariancia

m Dependendo da importéncia (interpretacdo) dos efeitos aleatdrios
para o estudo, podemos pensar em diferentes estruturas de

covariancia para eles.

m Existem diversas técnicas para sugestdo/escolha de matrizes de

covariancias, veja Rocha e Dunson, por exemplo.

m Parcimdnia deve ser sempre considerada, nesse processo.
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https://repositorio.usp.br/item/001375811
https://www.amazon.com/Random-Variable-Selection-Lecture-Statistics/dp/0387767207

Modelos para a estrutura de covariancia

m Usualmente, escolheremos para ¥ uma matriz ndo estruturada (sem
um padrdo especifico, ou seja, varidncias e correlagdes livres, como
aqui) e 3; = o’zl,,j.

m A matriz de varidncias e covariancias do vetor de respostas serd,
portanto, uma combinag¢do das matrizes escolhidas para os erros e
para os efeitos aleatérios.

m Naturalmente, as escolhas sdo limitadas pelos recursos
computacionais a serem utilizados.

m Diversas estruturas podem ser encontradas, por exemplo, no manual

do PROC MIXED SAS e aqui.
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https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_mod_hierar_dois_niveis_ADH_2S_2020.pdf
https://support.sas.com/documentation/onlinedoc/stat/151/mixed.pdf
https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_Mod_Mult_Marg_ADL_2S_2018.pdf

Estimacao

m Sob a ética frequentista, em geral, trabalha-se com a distribuico
marginal de Y; em relacdo a uj, ou seja Y; ~ N (Zjy, X; ¥ X/ +3))

m Alternativa: algoritmo EM utilizando a distribuicao conjunta de
(Y,u).

m Também existem métodos Bayesianos.

m Suposi¢do : X; = g(01) e ¥ = h(02) de modo que 6; e 6, ndo
possuem componentes comuns, em que 6, e 6, tem r; e >

pardmetros, respectivamente.
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https://ro.uow.edu.au/cgi/viewcontent.cgi?article=1106&context=cssmwp
https://conservancy.umn.edu/bitstream/handle/11299/178974/AcostaArchila_umn_0130E_16730.pdf;sequence=1

Cont.

m Log-verossimilhanca (marginal) para J observacdes:

J J
1 1
I(v.0) = —3I@m)Y n—5> |V
< <
J
+ §jv' Zy) ViU (Y -Z) (4)

V, = V;(6) = X (6:)X] + 5(61), 0 = (67,65
m Se O(,x1) (r = nn + r2) for conhecido, o estimador de MVM (que
corresponde ao estimador de MQG) de + é dado por

J
ZZ 'z (X zvy, )
j=1
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https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_MQPG_Reg_2S_2014.pdf

Cont.

m Para estimar (@), substituimos (5) em (4), obtendo uma

log-verossimilhanca perfilada:

1 J 1<
0) = —Eln(27T)an—§Zln|Vj|

J
R DA/ A7l =) N O
j=1
m A maximizagdo da log-verossimilhanga (6) tem de ser feita através
de métodos iterativos como os algoritmos de Newton-Raphson,
Escore de Fisher, Gauss-Newton, BFGS.

m Uma vez que tais estimativas forem obtidas, as inserimos em (5).
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https://www.amazon.com/Numerical-Analysis-Science-Engineering-Chapman/dp/143988448X/ref=sr_1_5?dchild=1&keywords=numerical+methods+in+statistics&qid=1602613668&s=books&sr=1-5

m As distribuicles assintéticas dos estimadores podem ser obtidas

através de TCL (Teorema Central do Limite) apropriados.

m Os erros-padrdo assintéticos podem ser obtidos através das inversas
das informacdes de Fisher para (para 0) e através de uma férmula

analitica (para ).

m Os estimadores de MVM para ~ sdo ndo viesados, mas o mesmo n3o

acontece com os estimadores de MVM de 0 (Singer et al (2018)).

m Alternativa: estimadores de MVM restritos (MVR) (também

chamados de estimadores MV residuais).
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https://www.amazon.com/Asymptotic-Analysis-Mixed-Effects-Models-ebook/dp/B075RDTQWN/ref=sr_1_2?dchild=1&keywords=jiang+asymptotic&qid=1602613898&s=books&sr=1-2
https://www.amazon.com/Asymptotic-Analysis-Mixed-Effects-Models-ebook/dp/B075RDTQWN/ref=sr_1_2?dchild=1&keywords=jiang+asymptotic&qid=1602613898&s=books&sr=1-2
https://www.ime.usp.br/~jmsinger/MAE0610/Singer&Nobre&Rocha2018jun.pdf

Algoritmo (estimagdo por MVM)

m Primeiramente, estima-se @ através de algum algoritmo de
maximizagdo conveniente (NR, RF, Gauss-Newton, BFGS) para
resolver o sistema de equacdes obtido através da derivagdo de (6)
em relacdo a Oy, ou seja (préximo slide):

m Os métodos implementados no R, por exemplo a funcdo optim
podem ser lteis (veja também Howard e Métodos Computacionais

em Estatistica).
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https://www.rdocumentation.org/packages/stats/versions/3.6.2/topics/optim
https://www.amazon.com/Computational-Numerical-Analysis-Scientific-Computing-ebook/dp/B073WCFV15/ref=sr_1_1?dchild=1&keywords=numerical+methods+R&qid=1602614926&sr=8-1
https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/Material_MCE_POS_2012.htm
https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/Material_MCE_POS_2012.htm

Algoritmo (estimagdo por MVM)

_0I0) _ 1§mOn|V| 1 oV v
LY -ZA (Y -ZA) | 1y L0V,
Y 00, 2; Vi %0,
71
- Ztr 5.9 (Y, = Z3)(Y; - Z7)
_18(Yj—2w)(Yj—Zﬁ)/
+ Y 00
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Algoritmo (estimagdo por MVM)

m A notagdo % representa a derivada de V; com relagdo a cada
compomente de 0 o que resulta, para cada componente, numa
matriz.

m Com as estimativas de 6, digamos 5 obtem-se as estimativas de -,

através de:

-1
J J
T=12Zvin 'z (X vy
j=1 j=1
m A matriz de covaridncias de 4 é dada por
-1
3, = (Zle zj’vj(o)*lzj) e uma estimativa é dada por:
~ y ~ -1
Yy = (Zj:l ZJ/‘/J(B) IZJ) :
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m Para o estimador 8 uma aproximagao da matriz de covariancias

pode ser obtida através da inversa da matriz —H(0) = —% e
uma estimativa é dada pela inversa de: —H(8) = _5{;(609)/ o
0-06

respectivamente g = —H(0) 1 e 3g = —H(0) L.

m Os erros-padrio dos estimadores 4 e 8 correspondem a raiz
quadrada dos elementos da diagonal principal das respectivas

matrizes de covariancia.
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m A distribuicdo dos estimadores (exata ou assintética) pode ser
obtida através de um dos seguintes métodos:

m Convergéncia em distribuicdo dos estimadores de maxima
verossimilhanca (§ &~ N, (v, 3+) e 6 ~ N,(6,3¢)), para nj,Vj e n
suficientemente grandes (assintética).

m Métodos de reamostragem (exata).

m Método Delta (para fungdes, n3o lineares, dos pardmetros, que sejam

de interesse) (assintética).

Prof. Caio Azevedo



Maxima verossimilhanca restrita (ou residual)

m MVR: consiste em maximizar a verossimilhanca de uma
transformacado ortogonal do vetor de respostas, ou seja, da
verossimilhanga induzida por Y* = UY, em que Y = (Y7,..., Y})".

m Em geral, escolhe-se U = I, — Z(Z'Z)"1Z’. Assim,

Y* ~ Np_q(0,, UVU'), em que V = Cov(Y) = X¥X' + X,

> 0 ... 0
0 X ... 0

Y = diag(Xy, Xo,..., X)) = . o : ¢
0 0o ... Xy
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Maxima verossimilhanca restrita (ou residual)

m A dimensdo do vetor Y* (n-q) estdo relacionada ao fato de que
r(U)=n—gq.
m Os estimadores de MVR de - s3o n3o viesados enquanto que o viés

do estimadores de MVR de 8 sio menores em comparagdo com os

estimadores de MVM.

m O nome “residual” vem do fato de que a matriz U gera alguns tipos

de residuos no ajuste por minimos quadrados ordindrios.
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m A log-verossimilhanc¢a residual ou restrita é dada por

1 1
Ir(6) = ~5n V| — 5In |1Z’v=1Z|

- ”;q(y_za)’ vy - Z7) - n;qln(Qﬂ').
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Cont.

m A log-verossimilhanc¢a residual ou restrita pode ser escrita como

J
Zn\v,w

M\n—l

Ik(0) = —7|n 2 EJ:

I\)\l—l

J
ZY ZA) V(Y - ZA)

- fIn ZZ’ V'Z| + const. (7)

em que v é dado em (5).
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https://www.ime.usp.br/~jmsinger/MAE0610/Singer&Nobre&Rocha2018jun.pdf

Cont.

m Uma vez que os estimadores de MVR de 6 forem obtidos,
maximizando-se (7) (numericamente), os estimadores de MVR de ~

podem ser obtidos inserindo aqueles em (5).

m As distribuicOes exatas ou assintéticas dos estimadores de MVR
podem ser obtidas de modo semelhante aos dos estimadores de

MVM.

m Lembrem-se de que estamos lidando com um conjunto de vetores
aleatdrios independentes mas nao identicamente distribuidos
Y; % Ny, (27, V).

m TLC's que levem tal estrutura em considera¢ao devem ser utilizados.
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Algoritmo (estimagdo por MVR)

m Estima-se @ através de algum algoritmo de maximizagdo conveniente
(NR, RF, Gauss-Newton, BFGS), resolvendo-se o sistema de
equacgdes dado por:

m Os métodos implementados no R, por exemplo a fungdo optim
podem ser lteis (veja também Howard e Métodos Computacionais

em Estatistica).
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https://www.rdocumentation.org/packages/stats/versions/3.6.2/topics/optim
https://www.amazon.com/Computational-Numerical-Analysis-Scientific-Computing-ebook/dp/B073WCFV15/ref=sr_1_1?dchild=1&keywords=numerical+methods+R&qid=1602614926&sr=8-1
https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/Material_MCE_POS_2012.htm
https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/Material_MCE_POS_2012.htm

Algoritmo (estimagdo por MVR)

_ k(o) _ 1 L9V,
S(0k) = 20, = 2;”[\4 30,
1 oVt
- 32t (=2 (Y, - Z7)
j=1
20(Y, = ZA) (Y — ZJ'Y —1 —18\/71 -1
R 01 Z” ZV e Vi 2
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Algoritmo (estimagdo por MVR)

m Com as estimativas de 6, digamos §R, obtem-se as estimativas de

YR, OU seja:

J
Fr=|>_ZVi(6)'Z ZZ' “19)Y;
j=1

m A matriz de covaridncias de Ar é dada por

-1
Y= (Zle Zj’Vj(B)*lzj) e uma estimativa é dada por:
~ J ~ -1
Yy = (Zj:l ZJ/‘/J(B) 121)
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m Para o estimador 8z uma aproxima¢ao da matriz de covariancias

pode ser obtida através da inversa da matriz

Yo, = —Hgr(0) = —ggﬁgg? e uma estimativa é dada pela inversa de:
s 2] . —
—Hg(0) = —2%02 o' respectivamente Yo, = —Hgr(0)le

29R = —HR(G)il.
m Os erros-padrdo dos estimadores 4 e §R correspondem a raiz
quadrada dos elementos da diagonal principal das respectivas

matrizes de covariancia.
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m A distribuicdo dos estimadores pode ser obtida através de um dos
seguintes métodos:
m Convergéncia em distribuicdo dos estimadores de maxima
verossimilhanc¢a (assintdtica).
m Métodos de reamostragem (exata).

m Método Delta (assintética).

Prof. Caio Azevedo



Cont.

m Preditores para os efeitos aleatérios podem ser obtidos através da

distribui¢do condicional (a posteriori), de uj|y;, ou seja

p(y;uj)p(u))
p(ujly;) =
T fie p(yslup)p(uj)du
a qual corresponde a (veja: Lindley and Smith (1972) e curso de

Infeéncia Bayesiana)
ujly; ~
-1 -1
N, ((xj’zj—lxj + \Il‘l) Xz y — Zv), (xj’zj—lx,- + xp—l) )
m Assim, um preditor para u; seria sua média condicional (a posteriori)
~ ~ -1 ~
ou seja, U; = (X]Zflxj + \I'_1> Xj’Efl(y — Z7), em que (7)

denota um dos estimadores vistos anteriormente (MVM ou MVR).
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https://rss.onlinelibrary.wiley.com/doi/abs/10.1111/j.2517-6161.1972.tb00885.x
https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_IB_ML_2S_2013.pdf
https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_IB_ML_2S_2013.pdf

m Medida de precisdo de uj — uj, Cov(u; — u;) = ¥ — Cov(u;) (pois

calcular somente Cov(uj) ignoraria a variabilidade contida em u;),

em que (veja Verbeke and Molemberghs (2001))

-1
J

Cov(@) =X, | V- vz Y zviz | Zvi| xe
j=1
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https://www.amazon.com/Linear-Models-Longitudinal-Springer-Statistics-ebook/dp/B000VI08EO/ref=sr_1_6?dchild=1&keywords=linear+mixed+models&qid=1602969380&sr=8-6

Intervalos de Confianca

—

m Seja ¥ o componente de interesse do vetor 4 ou do vetor 8 e EP(¥)
um estimador consistente (como aqueles apresentados) do respectivo

erro-padrao.

m IC assintético com coeficiente de confianca de 7

o —
~

9+ Z(141)/2EP(V)

P(Z < zairypp) = 55
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Testes de Hipétese

m Seja X, um estimador consistente da matriz de covariancias de 3

(como aqueles apresentados).
m Desejamos testar Hy: Cy =M vs H; : Cy # M

m Podemos usar a seguintes estatistica (do tipo Wald)

~ —1
Q=(cy- M) (€s,C) (€7~ M)

para J,nj,j =1,..., J suficientemente grandes, temos que

Q ~ X%r(C),é)' em que

5 =(Cy—M)(C3,C) ' (Cy—M)
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Comentarios

m Em relagdo aos testes de hipdtese para 8, podemos proceder de
modo andlogo ao que fizemos para .

m Note, contudo, que podem existir trés tipos de pardmetros em 6:
pardmetros de variancia, de correlacdo e de covaridncia. Para os
pardmetros de variancia, faz-se necessério testes mais especificos

quando M = 0.

m Para outros detalhes, veja as referéncias.
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Selecdo de modelos: Teste da razdo de verossimilhancas

m Seja 9J; o estimador de maxima verossimilhanca obtido sob o modelo

i e 19; sua respectiva estimativa.

o~ o~

m Denote por L;(9;) e l;(1¥;) o maximo da verossimilhanca e da
log-verossimilhanca do modelo i, respectivamente, avaliados nos
respectivos estimadores de MV (MVM/MVR), enquanto que L;(9;)
e I,-(zg,-) sdo os respectivos maximos avaliados nas estimativas de MV
(MVM/MVR).

m No caso dos modelos mistos usa-se a log-verossimilhanga marginal.

m Pode ocorrer problemas quando se usa a verossimilhanca completa

na selecdo estrutural em MH (Azevedo et al (2016)).
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https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_mod_hierar_dois_niveis_ADH_2S_2020.pdf
https://link.springer.com/article/10.1007/s11222-014-9518-5

Teste da razdo de verossimilhangas (cont.)

Ly(91)
Lz({"\z)

m Rejeita-se Hy se A < ., em que d. é um valor critico adequado.

m A estatistica do TRV é dada por A =

m Alternativamente, rejeitamos Hy se
A= —2In(A) = —2 (/1(51) - /2(52)) > A,

em que P(Q>)\.) =0, @~ X%y) e
~ = nlmero de parametros do modelo M, - niimero de pardmetros
do modelo M;.

m Nesse caso, p-valor = P(Q > A Hp), em que X é o valor observado

da estatistica A e Q ~ X%v)' Assim, rejeita-e Hy se p-valor < a.
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Estatisticas de comparacao de modelos

m O TRV ¢ apropriado na compara¢do somente de modelos encaixados
(o modelo com menor niimero de pardmetros é um caso particular
do modelo com maior niimero de pardmetros).

m Além disso, ele ndo leva em consideracio (diretamente) o nimero de
pardmetros do modelo (somente na distribuicdo da estatistica).

m Existem varias alternativas, em termos de estatisticas para comparar
modelos, que “penalizam” a verossimilhanca em relagdo ao nimero

de parametros, tamanho da amostra entre outros fatores.

m Veremos algumas estatisticas de comparacdo de modelos, a seguir:
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Estatisticas de comparagdo de modelos (cont.)

m Algumas estatisticas seguem: AIC (Akaike), BIC (Bayesiano),
AICC(AIC corrigido), HQIC (Hannan e Quinn), CAIC(AIC

consitente), SABIC (BIC ajustado pelo tamanho da amostra)

AIC; = —21i(J;) + 2k; BIC; = —21;(J;) + kIn(n)
AICC; = —20;(J;)+ %; HQIC; = —21;(0;) + 2k In(In(n))
~ ~ n+2
CAIC; = —20i(9;)+ k(In(n) + 1); SABIC = —2/;(J;) + k|n ( 5 )
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Estatisticas de comparagdo de modelos (cont.)

m Em que /;(#;) denota a log-verossimilhanga do i-ésimo modelo
avaliada em alguma estimativa (p.e. maxima verossimilhanca),
. . A J [ .
k = g+ r é o nimero de pardmetros e n = ijl nj é o nlimero de
observagdes.

m Portanto, o modelo que apresentar os menores valores, serd o

modelo “melhor ajustado” aos dados.

Prof. Caio Azevedo



