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Introdução

Vimos que sob a modelagem probabiĺıstica não são feitas suposições

acerca da distribuição das variáveis aleatórias que representam o

processo de seleção das amostras (Y1, ...,Yn)
⊤ (veja aqui e aqui, por

exemplo).

Além disso, os estimadores para as variâncias de alguns estimadores

são não viesados (somente) assintoticamente.

Em geral, quando não se considera formas paramétricas

(distribuições de probabilidade, p.e.) para as variáveis aleatórias de

interesse, tem-se que utilizar resultados assintóticos e/ou numéricos,

na construção das ferramentas inferenciais.
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https://www.amazon.com/Bootstrap-Application-Statistical-Probabilistic-Mathematics/dp/0521574714/ref=sr_1_1?keywords=bootstrap+methods&qid=1637235450&sr=8-1


Introdução

Mesmo que seja posśıvel calcular quantidades como: esperança e

variância (EQM) de forma exatas, as distribuições dos estimadores,

utilizadas para se fazer inferência (intervalos de confiança, testes de

hipótese e obtenção do tamanho da amostra), são (as) assintóticas

(eventualmente aproximações numéricas podem ser utilizadas).

Objetivo: estudar a obtenção dos resultados assintóticos, para

alguns estimadores.
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Resultados centrais

Dois resultados centrais em amostragem são:

Convergência em distribuições de estimadores (normalidade

assintótica).

Consistência: convergência em probabilidade.

Condições “sine quibus non” (ou seja, “sem as quais não pode ser”,

para a validade dos resultados assintóticos) são os tamanhos

amostral e populacional (conglomerados) serem suficientemente

grandes, além de certas caracteŕısticas que os estimadores e os

dados populacionais devem ter.

Uma breve revisão sobre convergência estocástica pode ser

encontrada aqui.

Cap. 5, 6 e 7 do livro do Prof. Barry James.
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https://www.amazon.com/Asymptotic-Statistics-Statistical-Probabilistic-Mathematics-ebook/dp/B01DM26QQ4/ref=sr_1_1?keywords=from+finite+sample&qid=1637085349&sr=8-1
https://www.amazon.com/Asymptotic-Statistics-Statistical-Probabilistic-Mathematics-ebook/dp/B01DM26QQ4/ref=sr_1_1?keywords=from+finite+sample&qid=1637085349&sr=8-1
https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_TH_TA_Inf_Mest_2S_2022.pdf
https://www.amazon.com.br/Probabilidade-Um-Curso-N%C3%ADvel-Intermedi%C3%A1rio/dp/852440101X


Convergências

Seja Xi ∼ Fi , i =1,2,..., uma sequência de v.a.’s com fda’s (Fi , fda:

função de distribuição acumulada). Então, dizemos que {Xi}i≥1

(sequência), converge em distribuição para X ∼ F (F - fda), se

limi→∞ Fi = F , denotando-se por:

Xi
D−−−→

i→∞
X
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Convergências

Dizemos que a mesma sequência converge em probabilidade para

a, a ∈ ℜ, se para algum ϵ > 0,

lim
i→∞

P (|Xi − a| > ϵ) = 0,

denotando-se por

Xi
P−−−→

i→∞
a
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Comentários

Convergência em distribuição - Teorema central do limite.

Essencialmente três tipos:

Variáveis aleatórias IID/iid (independente e identicamente

distribúıdas).

Variáveis aleatórias independentes mas não identicamente

distribúıdas.

Variáveis que apresentam algum tipo de dependência (p.e., do tipo

martingal).

Convergência em probabilidade - Desigualdades (Chebyshev, Markov

etc)
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https://www.amazon.com/Large-Sample-Methods-Statistics-Introduction/dp/1138106011/ref=sr_1_1?keywords=large+sample+methods&qid=1637235690&sr=8-1
https://www.amazon.com/Large-Sample-Methods-Statistics-Introduction/dp/1138106011/ref=sr_1_1?keywords=large+sample+methods&qid=1637235690&sr=8-1


Estrutura estocástica

Concentrar-nos-emos no plano AASs (os resultados podem ser

adaptados para outros planos que dependem desse, p.e., AE2, AC2).

Sob AASs as variáveis resposta (Y1,Y2, ....) em geral são

dependentes e eventualmente identicamente distribúıdas (veja aqui).

Nesse caso precisamos utilizar TCL’s que exigem condições mais

gerais, como a condição de Lindeberg-Hájek.

Para o(s) plano(s) (do tipo AASc) podemos usar TCL’s mais simples

(variáveis IID), como aqui e aqui.
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Estrutura estocástica

Uma outra diferença em relação à modelagem clássica, reside no

fato de que as condições são verificadas em relação as observações

da população (y1, y2, ..., yN)
′ e não das variáveis aleatórias

(amostrais) (Y1,Y2, ...,Yn)
′.

O ponto anterior tem, em parte, relação com o fato de que estamos

lidando com populações finitas (N < ∞), diferentemente da

modelagem clássica (N ≡ ∞).
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Estrutura geral (no caso da amostragem probabiĺıstica)

Considere uma sequência de populações {Uν}ν≥1, de tal forma que

Nν+1 > Nν , ν ≥ 1.

Da população Uν , uma amostra sν de tamanho nν (nν+1 > nν) é

selecionada segundo o PA - AASs .

Associada à população Uν temos:

(y1ν , ..., ynνν)
′(população) e (Y1ν , ...,Ynνν)

′ (amostra)

µν , s
2
ν , µ̂ν e ŝ2ν (definidos aqui).

Anteriormente, demonstrou-se que E(µ̂ν) = µ e

V(µ̂ν) = (1− fν)
s2ν
nν

, em que fν =
nν
Nν

, ν ≥ 1.
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TCL para variáveis IID (AASc)

Suponha que nν → ∞ e Nν − nν → ∞, quando ν → ∞. Considere

também que a sequência {yiν}iν , é tal que: µν < ∞ e s2ν < ∞,

então:

µ̂ν − µν√
s2ν/nν

D−−−−→
ν→∞

N(0, 1) (1)

Além disso, se {yiν}iν satisfaz a condição
s2ν
nν

−−−−→
ν→∞

0, então:

µ̂ν − µν
P−−−−→

ν→∞
0 (2)
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Cont.

Na prática, não conhecemos s2ν , então usamos ŝ2ν , no lugar. Com

efeito, se a sequência

{
(yiν − µν)

2

s2ν

}
iν

, é tal que
s2ν
nν

−−−−→
ν→∞

0,

então:

ŝ2ν
s2ν

P−−−−→
ν→∞

1 (3)

Sob a validade dos resultados (1) e (3), temos que:

µ̂ν − µν√
ŝ2ν/nν

D−−−−→
ν→∞

N(0, 1)
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Cont.

Racioćınio(s) similar(es) pode(m) ser aplicado(s) para os

estimadores (aqui e aqui, respectivamente) τ̂ν e p̂ν (e para os

respectivos estimadores sob AE1 e AC1).

Para os estimadores razão e regressão, veja Bolfarine & Bussab

(2005) e Scott & Wu (1981).
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Teorema (AASs)

Suponha que nν → ∞ e Nν − nν → ∞, quando ν → ∞. Considere

também que a sequência {yiν}iν , satisfaz a condição de

Lindeberg-Hajek, ou seja

lim
ν→∞

∑
Tν(δ)

yiν − µν

(Nν − 1)s2ν
= 0,

para todo δ > 0, onde Tν(δ) é o conjunto das unidades em Uν , para

os quais

|yiν − µν |√
(1− fν)s2ν

>
√
nδδ
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Teorema

Assim, temos que:

µ̂ν − µν√
(1− fν)s2ν/nν

D−−−−→
ν→∞

N(0, 1) (4)

Na prática, não conhecemos s2ν , então usamos ŝ2ν , no lugar. Com

efeito, se a sequência

{
(yiν − µν)

2

s2ν

}
iν

, é tal que

(1− fν)s
2
ν

nν
−−−−→
ν→∞

0, então:

ŝ2ν
s2ν

P−−−−→
ν→∞

1 (5)
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Cont.

Sob a validade dos resultados (4) e (5), temos que:

µ̂ν − µν√
(1− fν)ŝ2ν/nν

D−−−−→
ν→∞

N(0, 1)

Além disso, se {yiν}iν satisfaz a condição
(1− fν) s

2
ν

nν
−−−−→
ν→∞

0,

então:

µ̂ν − µν
P−−−−→

ν→∞
0 (6)
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Teorema

Assim, temos as condições que devem ser verificadas para que os

principais resultados assintóticos sejam válidos.

Em geral, tais condições são satisfeitas na prática, a não ser que os

dados apresentem observações discrepantes (outliers).

Podemos recorrer à métodos de reamostragem para verificar a

validade dos resultados assintóticos e/ou como alternativa para

obtenção da distribuição emṕırica do(s) estimador(es) de interesse.

Para o caso AASs , as demonstrações espećıficas podem ser

encontradas em Hajek (1960) e Rényi (1966).
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