Testes de hipdteses estatisticas: teoria assintética
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Introducao

m Outras formas de testar hipdteses de interesse é considerar
estatisticas cuja distribuicdo assintética (em geral, em fun¢do do
tamanho da amostra), seja conhecida e fécil de ser utilizada.

m Em geral, o tamanho da amostra precisa ser “ suficientemente
grande”.
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Introducao

m Por exemplo, seja W, = W(X) um estimador de § e © C R e

suponha que

z, = Wnz0 b, N(0,1)
On n—oo

ou Z, ~ N(0,1), para n suficientemente grande.
m A estatistica Z,, pode ser utilizada para testar as hipdteses da forma:

H020:00VSH1207'£00.
B Ho:0<60gvs H :6 > 6.
H0:9200V5H1:9<00.
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Exemplos

m Se o, ndo depende de 6, entdo Z, = @ é uma estatistica.

m Em 1) a RC é dada por RC = {x € R" : |z,| > o}, em que dado «,
¢o € obtido a partir de (sob Hp:)

a = lim P(|Z)] > @) = P(|Z| > «)

n—oo

= a~P(|Z] > &), Z ~ N(0,1).

m Em 2) rejeita-se Hy se z, > ¢ e ¢j é determinado por
arP(Z>c).

m Em 3) rejeita-se Hy se z, < ¢* e ¢§* é determinado por
arP(Z < ™).
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Exemplos

m Por outro lado, se 0, = 0(#) depender de 6, podemos considerar um
estimador consistente para ele, por exemplo W, ou utilizar S,
(desvio-padrdo das observagdes W), ou seja

1 —0 — 1
Sn = n_ll_;(vv,—vv) ,W—;gwp
m Assim, pelo teorema de Slutsky, temos que:
W, — 6
Zr = —L N, 1)
n—oo

n
m A va Z; acima pode também ser utilizada para testar as hipdteses
1), 2) e 3).
m Exemplo: Seja Xi, ..., X, uma aa de X ~ Bernoulli(f) e considere as
hipéteses Hp : 0 < 6y vs Hy : 0 > 0.
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Exemplos

m (cont.) Suponha que n seja suficientemente grande e considere o

emv de 0, isto é, 5,7 = X. Pelo TCL, temos que:

Zr = =0 —2 5 N0, 1)
0(1—9) n—oo

n

m Ou, pelo Teorema de Slutsky

0, — 0
Z, = % L> N(0,1)
X(1—X) n—oo
n

m Defina 7/ = 9=t

Ve
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Exemplos

m (Cont.) Portanto, rejeitamos Hy se z, > ¢p. Dado «, ¢ é obtido a
partir de

a= lim Py (Z,> ) =supgeco, lim Ps(Z;, > )
n— o0 n— o0

m Exercicio: repetir os desenvolvimentos para as hipdteses Hy : 0 = 6y
vs Hy : 0 # 6.

m Obs: Para um teste assintético, o respectivo tamanho ¢ calculado
por (RC = regido critica):

a” = supgce, n!)n;o Py(X, € RC)
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Testes assintdticos baseados no método de Maxima
Verossimilhanga (MV)

m Na literatura, essencialmente, existem trés estatisticas (dentro do

cotexto em questSo) para testar
Ho:6 € ©gvsHy : 0 € ©1;0oU0; = 0O C R¥

m S3o elas:

a) Estatistica da razdo de verossimilhangas (ERV).
b) Estatistica de Wald (EW).
c) Estatistica escore (EE).

m Sob as Condi¢des de Regularidade (essencialmente aquelas vistas
aqui, para os emv) as estatisticas acima apresentam distribuicdo
assintética (sob Hp) X2, em que r: niimero de pardmetros em © -
ndmero de pardmetros em ©g = dim(©) — dim(Oy).
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http://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_Met_Estim_Mest_2S_2022.pdf

Testes assintdticos baseados no método de MV

a) ERV. Temos que a ERV é dada por

_ supgeo,L(6)  L(6o)
Mx) = supgeol(6) L(6)

m Mas Qry = —2In A(X) = 2(/(8) — I(6o))
m Sob as CR e Hp temos que Qry LN X%r)'
n—o0

m A respectiva RC é dada por

R={xeR":Ax)<c}={xeR": Qrv(x) > c}.
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Testes assintdticos baseados no método de MV

m Obs: em muitas situagdes, temos o interesse em testar hipdteses da
forma Hy : g(6) =0 vs H; : g(0) #0, em que g : R¥ — R/,
1 < r < k, é um vetor de funcdes diferencidveis . Vamos considerar:

g(0) = (&1(6), . &(9))’

] 8%(99) é uma matriz com posto completo (= r), em que

9g1(6)  0&1(0) dg1(0)

o0y 90 ST
08:(0) 02(0) 08:(0)

Jg®) | “ea o6, - o

00 : : . :
0g:(0) 9g:(8) 9g:(8)

o0 090, 00,

(rxk)
m A ERV nesse caso é dada por Qry = 2(/(5) — /(50)) em que
1(90) = SUPg(g):Ol(a) e sob Hy : Qrv ﬁ) X%r)'
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Testes assintdticos baseados no método de MV

b) Estatistica de Wald. Considere as hipdteses Hy : 8 = 0 vs
H1 10 75 00.
m A estatistica de Wald é dada por:
— PN
(0 - 00) 1(9) (0 - 00)
~ o e
n (0 - 00) 1,(0) (0 - 90) (para amostras i.i.d.)

Qw

m Emque # é0EMV de 6 e 1(5) é a Informac3o de Fisher (da
amostra completa) no ponto 6 = 0e 11(5) é a IF para a primeira

observagdo.

D .
m Nesse caso, Qyy —— Xi, com veremos a seguir.
n— o0
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Testes assintdticos baseados no método de MV

m Sob as CR, temos que (Al/2 é a decomposi¢do de Cholesky de A):

V(8 — 6) —— Ni(0,171(0))
Va2 (@ — 6) —2— Ni(0, 1)
n—oo
m Portanto,

n (5 - 0)/ 1,(6) (e 9) LAY

n— o0

m E, sob Hy (teorema de Slutsky)

n (5 - 00)' 1,(0) (5 - 00) —L
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Testes assintdticos baseados no método de MV

m Agora, considere as hipéteses Hp : g(0) =0 vs H; : g(0) # 0 em
que g(.) é o vetor de fun¢des como definido anteriormente.

m Neste caso, a estatistica de Wald é definida por:
@) @\]
~ 0g(0 _1,4 [ 0g(6 ~
=ng(0) || == I7Y0) | =~ 0
m Em que 0 é o0 emv de 0, sob o modelo irrestrito, e sob Hy
Qw —— X2
n—oo
m Obs: Sob as CR, se 0 é0emv de 0, entdo, pelo método delta,
podemos obter a distribuicdo assintética de g(a) —g(0).
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http://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_Met_Estim_Mest_Int_TA_2S_2022.pdf

Testes assintdticos baseados no método de MV

m O resultado acima segue por Slutsky (junto com o método Delta).

m Temos que RC = {x € R" : Qw(x) > ¢}, em que, dado a, ¢y é
obtido através de a ~ P(Y > ), Y ~ x2.
m Exemplo: Seja 8 = (01,6,) € © C R? e considere as hipdteses

H0:01:90VSH1201#90

m As hipdteses acima podem ser reescritas como:

Ho 01700—0VSH1 017907&0

ou
Ho:g(0)=0vs H; : (0);&0

m Mas, g(0) =61 — 0 = A0 — 0, A=[1,0] e 89 = (1,0
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Testes assintdticos baseados no método de MV

1y [ 1MH(O) 1'3(6)
m Seja I7°(0) = ( PUe) 12(6) )

m Entdo:

Qw = ((9} - 90)' [(1 o)y (1 oy] ™ (51 - 90) O

J11 (0)




Testes assintdticos baseados no método de MV

c) Estatistica Escore: Suponha as seguintes hipdteses, Hp : g(6) = 0 vs
Ho : g(0) # 0.
m A fung3o lagrangiana é dada por:

g(0;\)=10)+g (@)X X eR"
m Se 50 é a emv de 0, sob Hy, ent3o:

21(8)

o—goaex 00
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Testes assintdticos baseados no método de MV

m A estatistica escore, para as hipdteses acima é definida (caso iid) por:

Qs = i(agﬁ")) :;1<50>(a’;§°’)

1 (08®@) 1 [0880)) <
- n)‘< 00 )’1(00) 00 A




Testes assintdticos baseados no método de MV

m Sob Hy e as CR, Qs L> XE- A RC é dada por
RC={xeR": QS(;Y;O ¢} e dado «, ¢ é obtido por
ax PHO(Y >q), Y ~ X%.

m Qual teste devemos utilizar? Note que o valor critico (assintético)
dos testes, bem como as RC's, podem ser os mesmos, para uma
mesma situacao.

m Contudo, o valor observado pode diferir entre as trés estatisticas.
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Testes assintdticos baseados no método de MV

m Além disso, o poder sob Hy e a qualidade da aproximacgao pela
distribuicdo de qui-quadrado, podem diferir entre elas.
m Critérios de escolha:
Facilidade de aplicag3do.
Qualidade da aproximacg3do da distribuigcdo assintdtica em relagdo a
verdadeira: (tamanho do teste).
(Verdadeiro) poder, sob Hi, maior.
m Se a log-verossimilhanga for quadratica os trés testes serdo

equivalentes.
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Testes assintdticos baseados no método de MV

m Exemplo: Xi,..., X, uma aa de X ~ Poisson(f). Queremos testar as
hipéteses: Hy : 0 =0y vs Hy : 0 £ 60y ". Hy : g(0) = 6 — 69

m ExpressOes necessarias

e—@en?

Loy = mﬂ(@i—ﬁ@j—(ni)ln&—i—c(x)
S() = —n+ T HE) = — 75 1(0) = 5

m Assim, temos que (veja o slide seguinte):

Qe = 2(1(Bo) ~ I(6)) = ~2n (X — ) + 20X In <;Z)

Qv = (X—t)' £iQs=(X-0)"
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Comportamento dos testes: Exemplo da Poisson
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m Encontre o p-valor (assintético) dos 3 testes quando n = 15,
X =5,5, 6y = 4.

m Temos que: gry = 7,5, gw = 6,3 e gs = 8,43. Em todos os casos,
assumindo o = 0, 05, temos que ¢y = 3,84 (usando a tabela
constante no site do curso).

m Os p-valores calculados s3o, respectivamente, pry = 0, 0060,
pw = 0,0132, ps = 0,0037, p = P(Y > q()(x)) em que Y ~ xi.

m Assim, rejeita-se Hp, nos trés casos.
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Exercicios

m Exercicio: Seja X; "< exp(6;), i =1,2,3,4, j = 1,2, .., n;
[

m Considere as hipdteses: Hy : o = vs H; : pelo menos uma

igualdade nado é valida.

m Construir os trés testes vistos, para as hipéteses acima, calculando a

fun¢do poder e os respectivos p-valores.

m Utilize-os considerando: X3 =2, X, = 3,2, X3 = 5,1, X4 = 6,2,
ny =10, np =15, n3 = 20, ng = 25.
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Exercicios

m Exercicio: Considere X ~ tetranomial(n, p1, p2, p3). Queremos testar
as hipéteses Hy : pr = p*;p2 = q* ps=p+q—p* — ¢,
p, g € [0,1]. Encontre os trés testes anteriores.
m Exemplo: Seja Xi, ..., X, uma aa de X ~ beta(6,1) e seja
0 = 15% um estimador de 6. Responda os itens:
a) Verifique se 0, 250 (é um estimador fortemente consistente de
n— oo
0).
b) Encontre a distribui¢do assintética de é\n.
c) Proveja um teste assintdtico para testar Ho : 0 = 0 vs Hi : 0 # Op.
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Exercicios

m Teorema: Se g(.) é uma fungdo continua em o e {Y,} %) «
= {g(Yn)} > g(a).

a) Como &£(X) = 6+1' pela LFGN, temos que X, —> 9+1 Além

disso, 1—YY é continua em X, e P(X, =1) =0, entao, pelo

teorema anterior, temos que

0
q.c. R

><\

|

n
- X

b) Pelo TCL, temos que v/n1 (X, — £(X,)) —— N (07 Wo(eu))

n—oo
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Exercicios

b) Seja agora, 8, = g(X,). Pelo método delta, como g(.) é uma
fung¢do continua, temos que:

Vi(g(Xa) — g(6)) —— N (0,02(8))

n—oo

Yy _ 1
g(y) = ﬂ'g(y) - (1_)/)2
Assim, g'(6) = (1,1L)2 = (1+ 6)2. Logo
~ 0(1+0)?
Vi, ~0) 2w (0. 200
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Exercicios

c) Pelo itens a) e b), usando Slutsky, temos que:

Logo, RC={t2>q}, emque P(Q>q) =, Q ~x3

m Encontre, para o exercicio em questdo, os testes escore, RV e de
Wald.
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Testes do tipo qui-quadrado

m Teste de qui-quadrado: Seja X ~ binomial(n, p) entdo

X — X — np)?
"0, 1), KR o2
A /npq n—o0 npq n—o0

m Sejam, X; ~ binomial(n, p1) e Xo = n — Xj ~ binomial(n, p2),
pL+ p» = 1. Entdo
(X2 — np2)> _ (X1 — np1)? + (X2 —np)*> b N
npip2 npy np2 n—oo” 1

(X1, X2) ~ multinomial(n, p1, p2)
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Testes do tipo qui-quadrado

m Em geral se X = (Xi, ..., Xk)’ ~ multinomial(n, p),
P = (P17P2» "‘7pk)/v temos que:

K

(Xi—npi)> b
Z ) Xk—1
: np n—o00

i=1 !

m Testes de independéncia: Seja a seguinte tabela de contingéncia
(préximo slide):
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Varigvel 1 (resposta)

Ci1 Ci2 Cis—1) Cis Total
Varidvel 2 Gu1 - Nii(p11)  Niz2(pi2) Nys—1y(Prs—1))  Nis(pis) N
(resposta) oz Nai(pa1)  Na2(p22) Nis—1y(Pas—1))  Nos(pzs) Mo,
Cor  Nr(pr1) Nr2(pr2) Nr(s—l)(pr(s—l)) Nrs(prs) Ny,
Total - N'l NAQ N.(sfl) N,S n
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Testes do tipo qui-quadrado

m p;; : probabilidades conjuntas e p; e p
m Hipdteses de interesse: Hy : pj = p;.pj,Vi,j vs Hi : pj # pi.pj, para
pelo menos um i e/ou j.

m EMV: irrestrito pj = T, Sob Ho : p = M7t

L. r s ij_”;’{‘)' 2
Estatistica do teste: Q = _;_; ( U) :

j=1 npY
m Sob Hj e para nj, Vi, j suficientemente grandes,
D
Q —>HOO X%r—l)(s—l)'
m Obs: note que (r—1)(s—1)=(rs—1)—[(r— 1)+ (s —1)].

m Para mais testes desse tipo de veja aqui
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