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Introducao

m Outras formas de testar hipSteses de interesse é considerdar
estatisticas cuja distribuicdo assintética (em geral, em funcio do
tamanho da amostra), seja conhecida e facil de ser utilizada.

m Em geral, o tamanho da amostra precisa ser “ suficientemente

grande”.
m Por exemplo, seja W, = W(X) um estimador de § e © C R e
suponha que

Z, = W, -0 b, N(0,1)
o n—o0

ou Z, = N(0,1), para n suficientemente grande.
m A estatistica W, pode ser utilizada para testar as hipéteses da forma:

Ho:0 =200 vs Hi:0 # 0.
B Ho:0<60yvs H :6 > 6.
H0:9200V5H1:9<(90.
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Exemplos

W, —0o
g

Se o, n3o depende de 0, entdo Z, = € uma estatistica.

Em 1) a RC é dada por RC = {x € R" : |z,| > ¢}, em que dado «,
¢o € obtido a partir de (sob Hp:)

a= lim P(|Z,] > a) = P(|Z] > «)
n—oo

—a~ P(|Z| > «),Z~ N(O,1).
m Em 2) rejeita-se Hy se z, > ¢ e ¢; é determinado por
ax P(Z>c).
Em 3) rejeita-se Hp se z, < ¢;* e ¢;* é determinado por
ax P(Z < ).
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Exemplos

m Se 0, = o(#) depender de #, podemos considerar um estimador
consistente para ele, por exemplo W, ou utilizar S,, (desvio-padrdo
das observagdes W,), ou seja

1 < 1
Sn:n_].;(‘/vl_w)2aWZ;ZW

m Assim, pelo teorema de Slutsky, temos que:

W=l 0 o,

n S, n— o0

m A va Z; acima pode também ser utilizada para testar as hipdteses
1), 2) e 3).

m Exemplo: Seja Xi, ..., X, uma aa de X ~ Bernoulli(f) e considere as
hipéteses Hp : 0 < 6y vs Hy : 0 > 6.
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Exemplos

m Suponha que n seja suficientemente grande e considere o emv de 6,
isto é, 6, = X. Pelo TCL, temos que:

~

Zr = O =0 —L 5 N0, 1)
9(1—0) n—oo

n

m Ou, pelo Teorema de Slutsky

z,= =% 2 Ny
X(1—X) n—oo

n

m Defina Z/ = —9o=fo

X(1—X)
n
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Exemplos

m Portanto, rejeitamos Hy se z, > ¢y. Dado «, ¢ é obtido a partir de
a= lim Py (Z > ) =su lim Py(Z, > c
00 90( n 0) p9€@0 00 9( n 0)

m Exercicio: repetir os desenvolvimentos para as hipdteses Hy : 8 = 6,
vs Hy : 0 # 6.

m Obs: Para um teste assintético, o respectivo tamanho é calculado
por (RC = regido critica):

a* = supgeo, "Il}ngo Pyo(X, € RC)
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Testes assintdticos baseados no método de Maxima
Verossimilhanga (MV)

m Na literatura, essencialmente, existem trés estatisticas (dentro do
cotexto em questSo) para testar

HO:BeeovsHl:Beel;eouelzeng
m S3o elas:

a) Estatistica da razdo de verossimilhancas (ERV).
b) Estatistica de Wald (EW).
c) Estatistica escore (EE).

m Sob as Condi¢des de Regularidade (essencialmente aquelas vistas em
http://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_Met_Estim_Mest_
25_2019.pdf, para os emv) as estatisticas acima apresentam
distribuicdo assintética (sob Hp) X2, em que r: nimero de
parametros em © - nimero de pardmetros em Qg

= dim(©) — dim(©y).
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Testes assintdticos baseados no método de MV

a) ERV. Temos que a ERV ¢ dada por
supgco, L(6) _ L(go)
supgcoL(0) L(6)
m Mas Qry = —2In A(X) = 2(/(A) — I(A))
m Sob as CR e Hp temos que Qry LN X%r)'

n— o0

m ARCédadapor R={x€eR": A(x) <c} =
{X ceR": QR\/(X) > Co}.

A(x) =
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Testes assintdticos baseados no método de MV

m Obs: em muitas situacdes, temos o interesse em testar hipdteses da
forma Hy : g(6) =0 vs H; : g(0) #0, em que g : R¥ — R,
1 < r < k, é um vetor de funcdes diferencidveis . Vamos considerar:

g(0) = (g1(0), ... 5:(9))’

9%(9) om posto completo (= r), em que

T

Bgl(G) Bgl(G) 8g1(0)
om(e) om(e)  omd)

2 2 2

0g(0) _ 0 20, 00

00 : : - :
9g:(0) 9g(9) 9g:(0)

00, 00, e 00,

m A ERV nesse caso é dada por Qry = 2(/(5) _ /(50)) em que
/(90) = SUPg(g):gl(G) e sob HO : QRV %} X%r)'
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Testes assintdticos baseados no método de MV

b) Estatistica de Wald. Considere as hipdteses Hy : @ = 0 vs
H1 ) 75 00.
m A estatistica de Wald é dada por:

Qw

~ PN
(0 - 90) 1(0) (9 - 00)
. PN
= n (0 - 00) 1,(0) (0 - 00) (para amostras i.i.d.)
m Em que 6 é 0 EMV de 6 e I(8) é a Informac3o de Fisher no ponto

0=20.
D 2 .
m Nesse caso, Qw —— X3, com veremos a seguir.
n— oo
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Testes assintdticos baseados no método de MV

m Sob as CR, temos que (Al/2 é a decomposi¢cdo de Cholesky de A):

V(0 — 8) —2— N (0,17(8))

n—o00
Vnl?(0 - 6) % Nie(0, 1))
n (oo}
m Portanto,

n (5—0)/11(0) (5— 9) 2,

n— o0

m E, sob Hy (teorema de Slutsky)

n (6 - 00)' 1,(0) (§ - 00) (1
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Testes assintdticos baseados no método de MV

m Agora, considere as hipSteses Hy : g(0) =0 vs H; : g(0) # 0 em
que g(.) é o vetor de fungdes como definido anteriormente.

m Neste caso, a estatistica de Wald é definida por:

~ / ~ -1
av | (980)) ,-1.5 [ 98(6) 5
_ !
m Em que 0 é 0 emv de 0, sob o modelo irrestrito, e sob Ho
Qw —— X2
n—o0o
m Obs: Sob as CR, se 0 é o emv de 0, entdo, pelo método delta

(http://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_Met_Estim_
Mest_Int_TA_2S_2019.pdf), podemos obter a distribuicdo

assintética de g(a) —2(0)
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Testes assintdticos baseados no método de MV

m O resultado acima segue por Slutsky (junto com o método Delta).

m Temos que RC = {x € R": Qw(x) > ¢}, em que, dado «, ¢ é
obtido através de a ~ P(Y > ), Y ~ x2.

m Exemplo: Seja 8 = (01,0,) € © C R? e considere as hipdteses
H0:91:90VS H1:917é00
m As hipdteses acima podem ser reescritas como:
Ho:01700:Ovs H1:91790750
ou
Ho:g(@)=0vs Hy:g(0)#0
m Mas, g(0) = 6; — 0o = A9 — 6y, A= [1,0] e @) = (1,0)".
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Testes assintdticos baseados no método de MV

v se 0y < (1500 120

m Entdo:
00 = (30 100001 (1) -

c) Estatistica Escore: Suponha as seguintes hipdteses, Hy : g(6) = 0 vs
Ho : g(8) # 0.
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Testes assintdticos baseados no método de MV

m A fungdo lagrangiana é dada por:

g(0;\)=10)+g (@)X X e R’
m Se 50 é a emv de 6, sob Hp, entio:

9
068 00

m A estatistica escore, para as hipSteses acima é definida (caso iid) por:
1 (0180)\ 91(8o)
_ 4 0 -1 0
Qs = n((%,)’l (90)< 89)
o~ ! ~
1 (08'(80) \ ,—1,5 ([ 98'(00) \
=2 ( o ) 1m0 5 | A
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Testes assintdticos baseados no método de MV

m Sob Hp e as CR, Qg _}L> x2. A RC ¢é dada por
n—o0
RC={x€R": Qs(x) > co} e dado «, ¢ é obtido por
o PHO(Y > C()), Y ~ XE.

m Qual teste devemos utilizar? Note que o valor critico (assintético)
dos testes, bem como as RC's, podem ser os mesmos, para uma
mesma situacao.

m Contudo, o valor observado pode diferir entre as trés estatisticas.

m Além disso, o poder sob Hy e a qualidade da aproximacg3do pela
distribuicdo de qui-quadrado, podem diferir entre elas.

m Critérios de escolha:

Facilidade de aplicac3o.

Qualidade da aproximacdo da distribuicdo assintdtica em relac3o a
verdadeira: (tamanho do teste).

(Verdadeiro) poder, sob Hi, maior.
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Testes assintdticos baseados no método de MV

m Se a log-verossimilhancga for quadratica os trés testes serdo
equivalentes.

m Exemplo: Xi, ..., X, uma aa de X ~ Poisson(f). Queremos testar as
hipéteses: Hy : 0 =0y vs Hy : 0 £ 60y -. Hy : g(0) = 6 — 69

m ExpressOes necessarias

6799,&

L) = m./(ﬁ):fneir(ni)anJrC(x)
S() = —n+ T HEO) =~ 1(0) = 5

m Assim, temos que (veja o slide seguinte):

Qe = 2(I(Bo) ~ (b)) = ~2n (X — ) + 20X In <;Z)

Qu = (Y—eof%;Qsz(Y—eof%

Prof. Caio Azevedo
Testes de hipéteses estatisticas: teoria assintética



Comportamento dos testes Exemplo da Poisson
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m Encontre o p-valor (assintético) dos 3 testes quando n = 15,
X =5,5, 0y = 4.

m Temos que: gry = 7,5, gqw = 6,3 e gs = 8,43. Em todos os casos,
assumindo a = 0, 05, temos que ¢y = 3,84 (usando a tabela
constante no site do curso).

m Os p-valores calculados s3o, respectivamente, pry = 0, 0060,
pw = 0,0132, ps = 0,0037, p = P(Y > q()(x)) em que Y ~ xi.
m Assim, rejeita-se Hp, nos trés casos.

m Exercicio: Seja Xj; g exp(6;), i=1,2,3,4, j=1,2,....n;

b2 — 05 %‘; vs Hi : pelo menos uma

m Considere as hipéteses: H : n :

igualdade nao é valida.
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Exercicios

m Construir os trés testes vistos, para as hipdteses acima, calculando a
funcdo poder e os respectivos p-valores.

m Utilize-os considerando: X; =2, X, = 3,2, X3 = 5,1, X3 = 6,2,
ny = 10, n, = 15, n3 = 20, ng = 25.

m Exercicio: Considere X ~ tetranomial(n, p1, p2, p3). Queremos testar
as hipéteses Ho : pr = p*;p2 = q* ps=p+q—p° — ¢,
p,q € [0,1]. Encontre os trés testes anteriores.

m Exemplo: Seja Xi,..., X, uma aa de X ~ beta(6, 1) e seja

0, = 15% um estimador de 6. Responda os itens:

a) Verique se 0, —=< @ (& um estimador fortemente consistente de 6).
n—o0o

b) Encontre a distribui¢do assintética de (9\".
c) Proveja um teste assintdtico para testar Ho : 0 = 0 vs Hi : 0 # Op.
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Exercicios

m Teorema: Se g(.) é uma fungdo continua em o e {Y,} %) «
= {g(Yn)} > g(a).

a) Como &£(X) = 6+1' pela LFGN, temos que X, —> 0+1 Além

disso, 1—YY é continua em X, e P(X, =1) =0, entao, pelo

teorema anterior, temos que

Y c. 1+60
LoIs W =9
=X, P 1= 1+0
b) Pelo TCL Xy —E(Xn)) —— N (0, mpos—s
) Pelo , temos que /n (X, — £(X,)) — s (012072
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Exercicios

b) Seja agora, 8, = g(X,). Pelo método delta, como g(.) é uma
funcdo continua, temos que:

Vi(g(Xa) — g(6)) —— N (0,02(8))

n—oo
= 7}/ N ! = 1
gy) =7 —i8 (¥) =)
Assim, g’(0) = (1,11)2 = (1+06)2 Logo
1+6
~ 1 2
Vit~ 0) 2w (0,555 )
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Exercicios

c) Pelo itens a) e b), usando Slutsky, temos que:

6n_90 D

—_
9140 n—00
0+2

Logo, RC={t2>q}, emque P(Q>q) =, Q ~x3
m Encontre, para o exercicio em questdo, os testes escore, RV e de
Wald.

m Teste de qui quadrado: Seja X ~ binomial(n,p) ent3o

T,=/n N(0,1).

X—np (X= "P)
\/Wn%>N(01) npq >X1
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Testes do tipo qui-quadrado

m Sejam, X; ~ binomial(n, p1) e Xo = n — X1 ~ binomial(n, p2),
p1 + p2 = 1. Entao
(Xz - an)2 _ (Xl — "P1)2 n (X2 - an)2 D 2
npip2 npy np2 h—o0

(X1, X2) ~ multinomial(n, p1, p2)

m Em geral se X = (Xi, ..., Xk) ~ multinomial(n, p),
P = (plap27 "'7pk)/' temos que:

k

PR AT DI
n— 0o Xk-1

i=1

m Testes de independéncia: Seja a seguinte tabela de contingéncia
(préximo slide):
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Varidvel 1 (resposta)

Ci1 Cio Cl(s—l) Cis Total
Varidvel 2 Co1 Nui(pu)  Niz(pr2) .. Ny_ny(pis—1))  Nis(pis) N
(resposta)  Coo No1(p21)  Noa(p2) - Nig—1)(Pas—1))  Nos(pas)  No
Gr  Na(pn)  Ne(p) o Nyeo1)(Prs—1))  Nes(prs) — Nr
Total - NA1 NA2 R N'(s,]_) N.s
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Testes do tipo qui-gqaudrado

m p;; : probabilidades conjuntas e p;. e p

m Hipdteses de interesse: Hy : pj = p;.p,Vi,j vs Hi : pj # pi.p, para
pelo menos um i e/ou j.

N,',N.j
n? -

m EMV: irrestrito pj = % Sob Ho : pj =

sy r s N/'j_”ﬁ(')‘ 2
m Estatistica do teste: Q =) ;_; ( ”) :

j=1 npy
m Sob Hj e para nj, Vi, j suficientemente grandes,

D 2
Q oo X(r—1)(s—1)°

m Obs: note que (r —1)(s—1)=(rs—1)—[(r = 1)+ (s — 1)].
m Para mais testes desse tipo de veja: http:
//www.ime.unicamp.br/~cnaber/Material ADD_1S_2017.htm
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