Teste de hipétese em modelos normais lineares:

ANOVA

Prof. Caio Azevedo

Prof. Caio Azevedo
Teste de hipétese em modelos normais lineares: ANOVA



Exemplo 1

m No primeiro modelo, o interesse primario, de certa forma, é testar se

a carga ndo contribui para explicar o consumo de oxigénio, ou seja:

Ho: 381 =0vs Hi: 1 #0,i=1,...,p

m No modelo 2, temos igual interesse. Contudo, neste caso, queremos
verificar a existéncia de tal contribui¢do para todos os grupos. Ou

seja, desejamos testar:

Ho : f11 = P12 = 13 = P1a = 0 vs Hy : hd pelo menos uma diferenca
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Exemplo 2

m Para o exemplo 2, temos interesse em testar se as médias dos niveis

de absorbancia dos solventes s3o iguais, ou seja, testar se:

Ho : ap = a3 = a4 = 0vs Hy : hd pelo menos uma diferenca

m Algumas dessas hipéteses podem (e devem) ser testadas antes de

nos concentrarmos em outras hipdteses.

m A primeira e a terceira podem ser testadas a partir da decomposicao

das somas de quadrados (ANOVA).

m A segunda, requer uma abordagem mais especifica.
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ANOVA para modelos de regressao

m Suponha o seguinte modelo:

Yi = Bo + Bixii + Boxai + - + Bp1X(p—1)i + &b &i " N(0,0?)

= Logo V; " N(Bp + Zj-:ll Bjxji, o2).

m O modelo acima defina uma média (condicional aos valores de
xi,j=1,...,p—1;i=1,...,n) para cada observagio Y;.

m Defina \A/, = Bo +le1,- +BQX2,’ + .+ Ep_lx(p_l),- (valor predito pelo
modelo).

m O residuo é definido por R; = E, =Y — \A/,
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m Nosso objetivo é considerar um modelo que explique adequadamente
a variabilidade dos dados, ou seja, um modelo para o qual os

residuos sejam “pequenos”.

m Pode-se provar que, a soma de quadrados total

SQT =37 ,(Y; — Y)?, pode ser decomposta como:

SQT = Enj(V— Yi)? +§nj(v,- - Y)?
i=1 i=1

SQM SQR
m Assim, quanto maior for o valor de SQM em relacdo a SQR, maior
serd a contribuicdo da parte sistemdtica para explicar a variabilidade
dos dados. Portanto, mais “provavel” que exista (pelo menos um)

6j 7£ OaJ = 17"'ap7 1.
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m SQM: soma de quadrados do modelo ; SQR: soma de quadrados dos

residuos.

m Portanto, como estatistica de teste, podemos comparar, de alguma

forma, as somas de quadrado (do modelo e dos residuos).

m Pergunta: como construir uma estatistica de teste adequada ?
Adequada: que serve para testar as hipdteses de interesse, que
possua distrisbuicdo conhecida (sob Hp e sob H;) e que tenha um
“razodvel” poder (assumindo-se ser possivel fixar o nivel de

significancia «).

Prof. Caio Azevedo
Teste de hipétese em modelos normais lineares: ANOVA



m Lembrando da forma matricial do modelo: Y = X3 + &, pode-se
demonstrar que:
B SQT =Y’ (I — n_lJ) Y, em que J =11".
= SQM =Y’ (H-n"1J)Y, em que H = X(X'X)'X’.
= SQR=Y'(I-H)Y.
m Pode-se provar que as matrizes A=H —n"1J e B=1-H sio
ortogonais, ou seja, AB = 0 (provando-se que n"'HJ = n1J).
m Dizemos que YeR projetam Y em dois subespagos ortogonais.
® Um caminho para a construcdo de estatisticas do teste é o estudo

das propriedades de formas quadréticas aleatdrias (normais).
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Distribuicao de formas quadraticas normais

m Seja Z ~ N,(p, X). Dizemos, entdo, que Y = Z'AZ é uma forma
quadratica normal. Em geral, A é uma matriz n3o aleatéria

simétrica e real.

m Pode-se provar, por exemplo, que:

Y = (Z- )N Z - )~y (1)

m Vamos demonstrar a validade do resultado dado pela equagdo (1).

m Por simplicidade, admita que p = 0.
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m Assim, temos que :

My(t) = S(eYt):/Rpetyfz(z)dz

o 1
= /// e ® lz|}:|_1/2(27r)_p/2exp{—z’}:lz} dz
RJIR R 2
1
— /// |Z|_1/2(27r)_p/2exp{—Z'le(l—2t)} dz
RJIR R 2

m Considerando a mesma transformagdo anteriormente utilizada

(w=W™'z), em que £ = WW’', temos que:

P 1 1
——expld ——w?(l -2t }dw,-
1/ 7 p{~5wia - 21

N(0,(1—2t)—1)

My(t)

= (1—2t)7P/?

m A qual corresponde a fgm de uma distribuicdo XIZJ.
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Distribuicdo t de Student n3o-central

m Defina T = % emque ZLV, Z~ N(0,1) e V ~ x2. Dizemos

que T tem distrbuicdo t de student n3o central, com v graus de

liberdade e pardmetro de nio centralidade p.

m Uma forma de se apresentar a densidade é:

2
v
/2a” 22

VAT (v/2)2"7 (12 4 nu)(v+1)/2

i 1 [t 2
X Ve ——|ly—-— d
/o Xp{ (-7=) } ’
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Distribuicao qui-quadrado nao central

m Sejam X1, Xo, ..., X, " N(ui, 0?).

2
m Defina Y =37, ( ) Dizemos entdo que Y tem distribuicao
qui-quadrado n3o central com n graus de liberdade e pardmetro de
2
~ . n :
ndo-centralidade 6 = ) ; (%)

m Notacdo Y ~ an 5 cuja fdp é dada por

i 6’5/2 5 2
—y R 1)

i=0
em que W, o ~ X(n+2i)

mSed=0, entio Y ~ X(2,,)-
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Distribuicao F nao central

m Seja V uma outra v.a., independente de Y, V ~ X{(m)-

Y/n  Entso, F tem distribuicdo F n3o central com graus

m Defina F = V/m
de liberdade, n e m e pardmetro de n3o centralidade ¢

m Notagdo F ~ X(2n m,s)’ cuja fdp é dada por

)(n+m) J2+i

e 9/2(5/2) n/2+i m
ZB (m/2,n/2 4 i)i! (E) m+ nf
™ f"/2 1+’I|-(0,oo)(f)

=11 - x)b_ldx

em que 3(a, b) = f
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Principais teoremas de formas quadraticas normais

m Seja Y ~ N,(0,1) e A uma matriz simétrica. Entdo

/ 2
Y'AY ~ Xir(a)
se, e somente se A for idempotente.

m Seja Y ~ N,y(0,X) e A uma matriz simétrica. Entdo

Y'AY ~ x{a)

se, e somente se AX for idempotente.
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Cont.

m Seja Y ~ Ny(u, 1) e A uma matriz simétrica. Entdo

/ 2
Y'AY ~ Xjr(a),5=p'Au]
se, e somente se A for idempotente.

m Seja Y ~ Ny(p, X) e A uma matriz simétrica. Entdo

/ 2
Y AY ~ Xr(a) 6=pAul
se, e somente se AX for idempotente.

m Naturalmente, se § = p/Ap = 0, as distribuicdes passam a ser

qui-quadrados centrais.
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m Seja Y ~ N,(0,X), A uma matriz simétrica e B uma matriz

qualquer. Entdo Y'AY e BY s3o independentes se, e somente se

BXA =0.

m Seja Y ~ N,(0,X), A e B matrizes simétricas. Entdo Y'AY e
Y’'BY sdo independentes se, e somente se BEA = AXB = 0.

m Demonstragdes: pesquisar nas referéncias.
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Voltando ao problema

m Lembremos que:
= SQM =Y’ (H—-n"1J)Y, em que H = X(X'X) !X’
® SQR=Y' (1-H)Y.
mA=H-nJeB=I1-H
B Y ~ N,y(X3,a°N).

H-— -1
u Defina W = SQM/o2 = Y’ (”J> Ye

V =SQR/o>=Y' (' — H) Y.

o2
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Voltando ao problema

A B
m Postulamos que —( 2I) = — AB = 0 (s3o ortogonais). Entdo
U g

WLV.

A B
m Pode-se provar que — (o 2N=Ae —( 2]) = B. Como A e B sio
02

matrizes idempotentes, logo Al e BI, também o s3o.

m Pode-se provar ainda que (V) = n— p e que, sob Hy,

E(W) = p—1 (parametros de n3o centralidade s3o iguais a 0).
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m Assim, W ~ X%p:l) (sob Hp) e V ~ X(zn_p), em que WLV.

W/(p—1
ﬁ ~ Fi(p—1),(n—p)]» SOb Ho.

Logo, F =

Ainda, SOb I’-l].7 F ~ F[(p—l),(n—p),5=ﬁ(ﬂlxlxﬁ—nflﬁlx/.lxﬂ)]'

m Assim, ao se optar por usar formas quadraticas para se testar
hipdteses, é necessario verificar:
m A distribuicdo de Y.
m As propriedades das matrizes niicleo (com a matriz de covariincias
de Y).
m As esperancgas das formas quadréticas (sob Hy e H1).
m Portanto, rejeita-se Hy se f. > fuitico OU, analogamente, se
pvalor = P(F > f.|Hp) < «, em que f. é o valor calculado da

estatistica F e @ = P(F > fuitico|Ho)-
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Tabela de ANOVA (matricial)

m Para testar Hp : 81 = 32 = ... = B(p—1) = 0 vs Hy; : Ha pelo menos

uma diferenca.

FV SQ GL QM Estatistica F pvalor

Modelo  SQM = Y'AY pl QMM = 3 F =g min(P(F > f|Ho), P(F < f|Ho)
Residuo  SQR=Y'BY np QMR= 3
Total SQT n-1

FV: fonte de variacdo, SQ: soma de quadrados, Gl: graus de liberdade,
QM: quadrado médio.
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Comentarios

m Quando n3o h3 intercepto no modelo ou quando ha mais de um,
eventualmente, o procedimento descrito anteriormente pode nao ser

adequado para se testar as hipdteses de interesse.

m Alternativas: o procedimento pode ser adaptado ou pode-se usar
outros tipo de testes como os “do tipo” C3 (o qual veremos mais

adiante).

m Os testes do tipo C3 sdo lteis (como veremos) para testar outras
hipéteses de interesse como, por exemplo, descobrir quais

componentes do vetor 3 sdo diferentes de 0.
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Exemplo do Solvente generalizando para k grupos

m Neste caso, as hipdteses de interesse sdo
Ho:pi=pe=..ux & ax=a3=..=a,=0vs Hy : hd pelo
menos uma diferenca.

® Soma de quadrados total y = %E,K:l sy Yijy = 1+ n (provar

a expressdo abaixo)

SQT Z, 12, (i — Y) =

k

Zn, Vi— ¥+ ZZ vi—¥)? = SQF + SQR
i=1

i=1 j=1

entre os grupos  dentro de cada grupo
m Se SQF for significativamente maior do que SQR, conclui-se que as

médias populacionais sdo diferentes.
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Somas de quadrados do residuo

m Erro £ =Y — X3. Valor predito Y = XB.

m Residuo (valor predito para o erro)
E=Y-XB=Y-X(XX)"'XY=[I-H]Y.
H=X (X’X)_1 X (matriz “hat” ou matriz de projec3o).

m SQR=EE=Y[I—H][I-H]Y = YBY.

® A matriz B =1 — H é simétrica, idempotente de posto=traco = n-k
(p=k).

m SQR: € a parte da variabilidade n3o explicada pelo modelo (devida 3

outros fatores).
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Somas de quadrados do modelo

m Considere 0 modelo Yj; = p+ &, ou seja Y = X*B" + £ (modelo a

ser testado).
m Noteque 3*=peX =1,= l,n:fo:ln,-.
= SQR =Y'[I-1(11) V| Y =¥ [I-n )Y,y =11"
m Objetivo na comparacdo de médias: medir SQF = SQR* — SQR

(soma de quadrados dos fatores ou do modelo) (exercicio).
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Cont.

m Portanto SQF =Y’ [I - n_lJ} Y-Y[I-HY=Y [H — n_lJ] Y.

m Fato: independentemente da parametrizagdo (modelo de médias,
casela de referéncia e desvios com restri¢do), o valor predito é dado
por

Yi.

<)
Il
X

@)
Il

nxn
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m Ou seja:

r —1q7 ’ ’ b

n lnl 0n2 Onk
—1q7 ’ ’
e T 0,

’ —1q7 /

o, ', .. 0

H=X(XX)"'x =

0/ n—lll 0/

ny 2 ny
0, O
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m Portanto: n~'HJ = n~'J (exercicio). Seja A = [H — n~1J]

m Além disso, se P = n~1J, temos que PP = P.
m Logo AA=[H—HP-HP+PP]=[H-P]=A.
m Assim, A é uma matriz simétrica, idempotente de posto k — 1.

m Além disso, AB=[H—-H - P + PH] = 0,x,.
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Anova matricial: resumo

Tem-se que SQF = Y'AY e SQR=Y'BY, emque A=H — n~1J
eB=1-H.

Sob Hy, Yj ~ N(1,02) (modelo reduzido).

m Assim, sob Hy, SQF /o2 ~ ka_l), SQR/o? ~ an_k) e SQFLSQR.

S k—
m Logo, sob Hy, F = % ~ Fk—1,n—k)-
m Sob Hj, tem-se resultado semelhante ao caso anterior (modelos de

regressao).
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Tabela de ANOVA (matricial)

m Para testar a igualdade simultdnea das médias

FV SQ GL QM Estatistica F pvalor

Fatores SQF =Y'AY k1 QMF= 3% F= g P(F > f|Hp)
Residuo  SQR=Y'BY nk QMR= 2%
Total SQT n-1

FV: fonte de variacdo, SQ: soma de quadrados, Gl: graus de liberdade,
QM: quadrado médio.
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