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Introducao

m Vimos como estimar, pontual e “intervalarmente”, pardmetros de

interesse (relativos a modelos estatisticos).

m Veremos agora como estabelecer hipdteses estatisticas e testa-las
adequadamente.

m O objetivos dos Testes de HipSteses (Estatisticas) é inferir (testar)
algum(s) hipétese(s) de interesse em relacdo a forma (normal, gama
etc) e/ou sobre algum(ns) pardmetro(s) de interesse (média,
varincia, propor¢3o).

m Neste curso nos focaremos em pardmetros de interesse. Os testes

serdo feitos com bases em evidéncias amostrais.

m Hipdtese Estatistica: E uma conjectura feita com relacdo a forma
e/ou a pardmetro(s) de um modelo estatistico.
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Introducao

m Teste de Hipdtese Estatistica: E uma regra de decisdo que nos leva a
optar por alguma hipdtese estatistica (entre as enlecadas). Em geral
tal regra é construida com base em alguma Estatistica T = t(X).

m Basicamente podemos proceder de forma semelhante, ou seja:

m Tentar obter testes (uniformemente) étimos em algum sentido.
m Obter testes através de metodologias gerais (eventualmente,
tentando otimizé-los, posteriormente).

m Exemplo: Sabemos que os lotes de parafusos fabricados por
americanos e aqueles fabricados por japoneses apresentam as
seguintes caracteristicas, em relacdo a resisténcia a tragao.

procedéncia média  desvio-padrao

americano 145 kg 12 kg
japonés 155 kg 20 kg
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Introducao

m Temos um lote de origem desconhecida, que sera leiloado. Nosso
objetivo é decidir sobre a origem do lote, com base em uma amostra

de tamanho n = 25 parafusos.

m Ou seja, queremos testar as seguintes hipéteses:

Hy:pu=155e0=20vs Hy:p=145e0 =12
m A hipStese Hp é chamada de nula enquanto que a Hi(Ha) é
chamada de hipdtese alternativa.

m Implicitamente estamos assumindo que © = {0y, 01}, em que
0o = {155,20} e ; = {145,12}. Como as hipdteses contem um
linico ponto do espa¢o paramétrico, elas s3o chamadas de hipdteses

simples.

Prof. Caio Azevedo



Introducao

m Vamos estabelecer a seguinte regra de decis3o:
m Se X > 150, entdo o lote serda assumido como sendo de origem
japonesa, caso contrario, o serd como de origem americana
m Obs: Podemos também testar as seguintes hipéteses (ndo -
exaustivas) (considerando apenas um Unico pardmetro).
(1) Ho:0 =00 vs Hy:0+# 6y (*).
(2) Ho:0 =0 vs Hy:0 >0y (*).
(3) Ho:0 =060 vs Hy:0 <6 (¥).
(4) Ho:0 <6y vs Hy:0> 6.
(5) Ho:0> 60 vs Hy: 0 < 6.
m Em nosso caso, temos que: Hy: 0 =80g vs H; : 0 =01, 6 = (u,0).

m O conjunto de hipdteses (1) (acima) também pode ser considerado

quando 6 = @ (vetor).
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Introducao

m Quando a hipétese (Hy ou Hi) corresponder a um subconjunto de
©, contendo mais de um elemento, dizemos se tratar de uma
hipStese composta (6 > g, 0 # 6p, , 6 < b, )

m Seja X uma va com fdp fx(.;#),8 € © C R¥, denotaremos por:

m O : 0 espago paramétrico associado a hipdtese nula.
B O : 0 espago paramétrico associado a hipdtese alternativa.

] @Z@oU@1VS@oﬂ@1=@
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Introducao

m No exemplo estamos assumindo que ©g = {155,20} e

©1 = {145, 12} e, que nossa regra de decisdo pode ser escrita como:

5(x) = { 1, se X < 150 (rejeita-se Hp)

0, se X > 150 (ndo se rejeita Hp)

m A fungdo acima é chamada de fungdo teste para testar Hy
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Tipos de erros

m Erro do tipo [: rejeitar Hy, quando Hp é verdadeira. A probabilidade
de se cometer o erro do tipo | é dada por:

a = P(rejeitar Ho|Hp é verdadeira) = Pp(d(X) =1),0 € ©q
= Py (5(X) =1) = P(X < 150 = 150, = 20)

m Erro do tipo Il: ndo rejeitar Hy, quando Hy é falsa. A probabilidade
de se cometer o erro do tipo Il é dada por:

B = P(n3o rejeitar Hy|Ho é falsa) = Py(6(X) =0),0 € ©,
= Py (6(X)=0)=P(X > 150|u = 145,50 = 12)
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Mecanismo de teste

m Resumidamente, temos:

realidade nao rejeitar Hy rejeitar Hp

Hp é correta  decisdo correta  erro do tipo |
Hy é falsa erro do tipo Il decisdo correta

m Seja X uma va com fdp fx(x;0), @ € © C R¥ e considere as
seguintes hipdteses:

Hy:0€0gvs H : 0 € O
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Mecanismo de teste

m Para testar as hipdteses acima, vamos considerar uma aa de
tamanho n de X, denotando por X o espa¢o amostral.

m Seja RC X, R: {x € X : Hy é rejeitada}. Tal conjunto é chamado
de regido de rejeicdo ou regido critica. OBS: seu complementar (R<)
é chamada de regido de aceitag3o.

m No exemplo, temos que: R = {x € X, x < 150}
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Mecanismo de teste

m Assim, o teste para testar Hy é dado por:

5(x) = 1, se x € R (regido critica)
] 0, se x € R° (regido de aceitacio)
m Note que X = RU R°. Note, ainda, que §(X) ~ Bernoulli(Pp),
Py = Pg(x S R)
m Def: Seja S um teste (fungdo teste) para testar as hipSteses

Ho : 0 € ©g vs H; : 8 € ©1. Definimos a funcdo poder do teste

como:

() = Py(rejeitar Hp), 0 € ©(todo o espago paramétrico)
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Mecanismo de teste

m Seja R a regido critica, entdo:

¥(0)

Py(X € R),¥0 € ©
Py(6(X) =1),Y0 € ©

m Essencialmente, um bom teste tem de ter as seguintes propriedades:

<
N
5
o
N—r
Il

Py(0(X) =1),V0 € ©g = a(f) = v = pequeno
Po(0(X)=1),Y0 € ©1=1—-6(0) =1— S = grande

<
—~
>
[
~
Il

m Consequentemente, 8(0) = 8 = pequeno.
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Mecanismo de teste

m Exemplo: Seja Xi,..., X, uma aa de X ~ N(6,100) e considere as
seguintes hipdteses:

Hy:0<75vs H;:0>75

a) Suponhamos que n = 25 e considere a seguinte RC (regido critica):
RC ={x € R",x > 75}. Temos que: © =R, Oy = (—00,75] e
@1 = (75, OO)

m A fungdo poder é dada por:
X—-0_75-90

Po(6(X)=1)=P(X >75)=P (2 > =5 )

¥(0)

= P<Z>752_9>,V969,Z~N(0,1)
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Mecanismo de teste

m Nesse caso, temos que:

0 73 75 11 19
(0) | 0,159 0,500 | 0,841 0,977

b) Suponha agora que: RC = {x € R", X > 78}. Assim, temos que:

780
P<Z> : )
0 73 15 77 719
(0) | 0,006 0,067 | 0,308 0,691
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Mecanismo de teste

c) Suponha agora que n é desconhecido e queremos construir uma RC
(teste), fixando-se valores para a funcdo poder. Sejam:
¥(73) = 0,023 e ¢(77) = 0,977 . Assim

P(X—73 c—173

TS 10/ﬁ> = 0,023 = P(Z > ¢1) = 0,023

X —-77 c—T7
P(w/ﬁ ” 10/v/n

> =0,977 — P(Z > ¢) = 0,977
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Mecanismo de teste

cont. c) Assim, temos que:

a=2 o7 = 2 ., ] n=100
=2 €T — D c=75
2= 10/vn ~ -

Exercicio: Construir o grafico da fungdo poder quando n = 100 (e n
=25)ec=75.
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Cont.

m Exemplo: Seja Xi, ..., X, uma aa de X ~ N(6,0?), 0% conhecido e
as hipdteses: Hy : 0 < 0 vs Hy : 6 > 0 e seja a seguinte RC:

. n.y_e0
RC.{xeR .J/\/ﬁ>c},c>0

m Nesse caso, a fung¢do poder é dada por:

W = (e (et

= Py <Z> c+ io/\g)
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Cont.

m Sejam 01 < 0,, 01,0, € ©. Perguntas: ¢(601) < (62)?,
P(61) > 1¥(62)?. Note que:

0L <6, — —0;> 92—)C+0 — 0 O — 0

NIRRT

— P<Z> +9/;)<P<Z>c+000/_\fi2>
= P(01) <(02)

m Portanto ¢/(.) é crescente. Além disso, limg_,_oc 1(6) =0 e

limp_ o0 ¥(0) = 1. Veja o gréfico a seguir.

m Exercicio: Fixados ¢, 0y e o, encontrar n tal que ¥(61) =, 61 e v,
fixados
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Funcao poder

- Ww(o)

we)

]
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Cont.

m Def (Tamanho do teste): Seja ¢ a fun¢do poder de um teste para
testar Hy : 0 € ©g vs Hy : 6 € ©1. O tamanho do teste é definido
por:

a® = supgee, Po(rejeitar Hy) = supycg, Po(6(X) = 1)

m Note que a* = supycg,a(0).

m No exemplo anterior:

X — 6o

* 0o — 0
a® = supyee,P (M > c) = SUppee, P (Z >c+ U/ﬁ)
PQO(Z> C)
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Cont.

m Exemplo: Seja Xi, ..., X, uma aa de X, X ~ N(0,25). Considere as
seguintes hipdteses: Hy : 0 < 17 vs Hy : 6 > 17.

u A regido de rejeicio & dada por RC : {x ER™: X > 17+ %}

m Nesse caso,

- 5

= P
Pz (wﬁ I

17-6
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m OBS: Em geral, para se construir um teste “bom"”, considera-se

a* = a e procura-se maximizar ¥(0), V8 € ©;.

m Exercicio: Repetir o exercicio anterior, com Hy : 6 < 6y e
Hi:0>6qe
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Cont.

m O uso do conceito de tamanho do teste apresenta problemas no
caso discreto. Isto, em geral, ndo ocorre para o caso continuo
(devido ao fato da fda ser continua e, em geral, crescente).

m Por exemplo: seja Xi, ..., X, uma aa de X, X ~ Bernoulli(),
6 € (0,1).

m Suponha o interesse em testar Hy : 0 = 6 vs Hy : 0 = 01 (60 < 61).
Para isso, considere a seguinte RC:

RC = {x € {0,1}",zn:x,- > k}

i=1

Prof. Caio Azevedo



m Admita que desejamos construir um teste de tamanho o fixado,

isto é:

§ n n n ) o
= Supgee,P (Z X > k> = SUPpeo, Z (J_)GJ(I —-0)"

i=1 j=k

SRS

=k

Q
|
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Cont.

m Suponha agoraque n=10e Hy: 0 =1/4 vs Hy : 6 = 3/4. Assim,
temos que:
a) Se a” =0,0197, k = 6.
b) Se a* = 0,0781, k = 5.
c) Se a® = 0,05, entdo ndo existe a RC.
m Exercicio: No exercicio da aa da N(6,02), o® conhecido, para testar
Ho:60 <8y vs Hy: 0> 6, com RC:{XER": X—0y >c}.

a/vn
Encontre ¢ de forma que que se tenha um teste de tamanho o*.

m Obs: O valor ¢ é chamado de ponto critico (separa as regides de
aceitagdo de rejei¢do).
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m T(X)= X=0o ¢ chamada de estatistica do teste.

T a/vn
m Note que 6 = g(T(X)).

m Def: Para o* € (0,1), (@ = &*) um teste com fung3o poder ¢ (6) é

um teste de nivel a se

Sup9690¢(9) S (0%

Prof. Caio Azevedo



m No exemplo anterior, o teste de nivel a = 0,05 é dado por
RC: {x e {0, 1}, 57 x> k}, P, (Zle Xi > k) <0,05

m OBS: De um modo geral, dada as hipéteses e as suposicoes
define-se:

a) Uma estatistica do teste.

b) A forma da RC, em fung3o dos pontos criticos ¢1, ¢, ..., Ck.

c) Determina-se, com base em 1) e 2), os valores de ci, ..., ¢k , para um
dado nivel de significancia (nominal) c.
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m Teste aleatorizado: Um teste S para testar Hy : 0 € ©q vs

H; : 8 € ©; é dito ser aleatorizado se para pelo menos um x € X, 3
uma probabilidade de se rejeitar ou nao Hp.

m Exemplo (da Bernoulli): Seja o seguinte teste:

1,se Yl x>6
d(x)=14 7.5 >r x5 =5
0,se i ;x5 <5
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m Se §(X) =1 ou se §(X) = 0, rejeitamos e n3o rejeitamos Hy,
respectivamente. Se §(X) =, v € (0,1), simulamos uma
Bernoulli(y) e rejeitamos Hy se o valor observado for igual a 1
(sucesso), caso contrdrio, ndo rejeitamos.

m Uma das utilidades desse tipo de teste é garantir o nivel de
significdncia do teste.
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m Neste caso, temos que:

at = 04(9)259(5(X))= 1xP (iXi >6> _|_,yP <ix’_:5>

i=1 i=1
= 0,0197 +~0,0781

« 0,05-0,0198
- _0705—>7—W~0,39
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m Def: Um teste S com func¢do poder 9(.) é dito ser n3o viciado se:

W(0") <b(0'),¥8" € 00,0 € O,
(a(0) < 9(6))

m Exemplo: Seja Xi, ..., X, uma aa de X ~ N(6,02?), 6% conhecido.
Sejam as hipdteses: Hy : 0 < 0gvs Hy : 0 > 6y, g € R e

RC:{XER”:§7%>C}.
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m Assim, temos que:

0y — 0

o/

m Logo, como v(.) é crescente em 0, Vo' €0pe €0y, 0 <0,
temos que: ¥(0") < ¥(8).

m Portanto o teste acima € n3o - viciado.

w(e):P(Z>c+ ),V@E@ (1)
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m Exemplo: Seja Xi, ..., X, uma aa de X ~ N(#,0%), 0 = 0,03 e
considere as hipdteses Hy : 6 = 0y vs Hy : 0 # 6. Para os testes:

1, se|x—0 > a

0,cc

d1(x) = Si(x) = {

1, sex>6y+b
0,cc

Pa(x) = Sa(x) = {
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Cont.

m Responda:
a) Determine a e b para n= 100 o = 0, 05
b) Os testes ¢1(.) e ¢2(.) sdo ndo viciados?

m Para ¢;, temos que [a)]:

o = Py, (rejeitar Ho|Ho é verdadeira) = Py, (|X — 6| > a)
X — Oo| _ _a )
P, =0,05
( o/va ~ olJn

IR <|z|> /f>:o,05,z~/v(o,1)

m Pela Tabela da N(0,1), temos que

a
=1,96 — a = 0,0588
ofyn 00
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Cont.

m Por outro lado, temos que [b)]:

1%1( ) = P(rejeitar Ho) = Py(|X — 6| > a)
= 1-P(X—6<a)=1—[P(X -6 < a)
- P(Y— B < —a)]

90 -0 d 90 -0 a
- [P(Z§W+M)P(Z§a/\/ﬁo/\/ﬁﬂ
em que Z = /\[ ~ N(0,1).
m Note que:
m Quando 0 — 6y = g, (0) = a.
m Quando 0 — —oo = 1y, (0) = 1.
m Quando 0 — oo = 94, (60) = 1.
m Quando 0 =6y + A, A > 0, temos que 14, (8) > g, (60).
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Cont.

B Assim, 14, (00) < 14, (0), V0 € ©1 (6o € ©p). Portanto, ¢1 é um
teste ndo viciado.

m Para ¢, temos que [a)]

a = P(rejeitar Ho|Ho é verdadeira) = P(X > 6y + b)

= F (i/\ﬁ a/ﬁﬁ)‘o’%
o P<Z> >=o,05,z~/\/(0,1)

a/v/n

m Nesse caso,

b
o/\/n
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Cont.

b) Temos que:

m Podemos perceber que 1)(.) é crescente (em 0) e, assim, 3 0 € Oy,
7/"152(9) > 1/’452(9)’ (va € 00)

m Portanto, o teste ¢, é viciado.




Teste Uniformemente mais Poderoso (Teste UMP)

m Seja C a classe dos testes para testar Hy : 0 € ©g vs H; : 0 € Oy,

m Um teste ¢ na classe C com fun¢do poder 1, é uniformemente mais
podereoso (UMP) se 44(6) > 1'(0), 6 € ©1 = ©§ e para ¥'(.)
sendo a funcdo poder de qualquer outro teste em C.

m Nos focaremos na classe C dos testes com tamanho (ou nivel) a.

m Seja ¢ um teste. Denotaremos por 14 o poder desse teste. Assim,
estamos interessados no teste ¢, tal que

1(0) > 1,(0),V0 € ©1,Vn € C
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Teste Uniformemente mais Poderoso (Teste UMP)

m OBS:
a) Se Hy: 0 =0 vs Hi : 0 = 61, o teste ¢ que satisfaz a condi¢do
acima é dito ser mais poderoso (MP) ou seja:

he(01) > Pn(61),Vn €C

b) Se R é a regido critica associada a fun¢&o de teste ¢(.), entdo
dizemos que R é a “melhor regido critica” para testar Hyp : 0 = 0 vs
Hi : 0 = 01 se, V regido critica A,

P(X € R0 = 601) > P(X € Alf = 01) ... ¥r(61) > 1¥a(61)

m No caso geral em que Hyp : 0 € ©g vs H; : 6 € ©1, temos que

Yr(0) = Po(X € R) > 1ha(0) = Po(X € A),V0 € ©4
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Teste mais Poderoso (Teste MP)

m Teorema (Lema de Neyman-Pearson): Considere as hipSteses
Hy:0 =060y vs H : 0 =0, e o teste com RC R, que satisfaz as
seguintes condicdes:

(G

5(x) = x € R,se f(x|01) > kf(x|6o)
| x ¢ R,se f(x]61) < kf(x|60)

para algum k positivo.
G a=Py(X €ER)

m Entdo:

a) Qualquer teste satisfazendo C; e G, é um teste MP de nivel a.
b) Se 3 um teste MP que satisfaz as condi¢des C; e (2, entdo, qualquer
teste MP de nivel «, é de tamanho a e qualquer teste MP de nivel «

satisfaz C;.
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Teste mais Poderoso (Teste MP)

m Prova: caso continuo:

a) Suficiéncia: note que o teste de tamanho « que satisfaz ¢, é de nivel
@, Pois supyce, ¥ (0) = Pay(X € R) = a.

m Seja ¢ o teste satisfazendo as condicbes C; e G, e seja ¢’ outro teste
de nivel a a.

m Se ¢ e ¢ sdo as funcdes poder de ¢ e ¢’, respectivamente; de Ci,

segue que:

A(x) = (¢(x) — ¢'(x)(F(x]61) — kf(x|6o)) > 0,Vx € X(x)

(exercicio)
m Assim, temos que

0< /A(x)dx = ¢(61) — ' (1) — k(¥(60) — ¥ (60))(*)
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Teste mais Poderoso (Teste MP)

a) cont.
m Como ¢’ é um teste de nivel o, '(6p) < a e
a—1'(60) >0 — (6o) —1'(0o) > 0. (exercicio)
m Assim, como k > 0 e de (*), temos que:

0 < A(x) < 9(61) = ¢'(61) = ¥(61) > ¥'(61)
Ou seja, ¢ é MP do que ¢'.
b) Seja ¢’ um teste MP de nivel «. De a), ¢ um teste MP que satisfaz
Ci e G, assim

() = ¥'(0h)




Teste mais Poderoso (Teste MP)

b) cont.
m Agora de (*) e (**), k > 0, temos que: ¥(f) — ¢'(6o) <0, que
implica que

a—1'(6o) <0 — a <y (6) (2)

m Por outro lado, sabemos que ¢’ é um teste de nivel a, ou seja:

¥'(00) < (3)

m Portanto, ¥'(6y) = a de (2) e (3).
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Teste mais Poderoso (Teste MP)

b) cont.
m Como A(x) > 0 (pela equivaléncia de de ¥(.) e 9’(.)), temos que:

0 < / A(x)dx = (6:) — & (61) — k((60) — ¥/ (60)) = O
S AR) =0 - (6(x) — ¢ (x))(F(x]61) — kF(x]60)) = A(x) = 0
S (6(x) — &/ (X)) (F(x101) — KF(x]6)) = 0

B Se ¢(x) =1 — f(x]01) > kf(x|6o) — 1 —¢'(x) =0, — ¢'(x) = 1.
m Se ¢(x) = 0 = F(x]01) < kF(x|60), — —&'(x) = 0 = ¢'(x) = 0.

m Ousejagp=2¢"

m Portanto ¢’ satisfaz a C.




Teste mais Poderoso (Teste MP)

m Para o caso discreto, o TMP converte-se em:

1,se f(x]01) > kf(x|6o)
d(x) =4 ~,se f(x|01) = kf(x|6o)
0,se f(x|61) < kf(x|6p)

para algum k positivo.

B a= Py (X eR)==Ep(d(X))
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Teste mais Poderoso (Teste MP)

m Exercicio: Seja Xi, ..., X, uma aa de X ~ exp(f) e Hy : 6 = 6 vs
Hy : 0 = 64, 01 > 09, encontre o MP para testar as hipdteses em

questdo. Temos que
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Teste mais Poderoso (Teste MP)

m (cont.) Assim:

m Em que k* é obtido através de a = Py, (D1, X; > k*).




Teste mais Poderoso (Teste MP)

m Assim, pelo LNP um teste MP, de nivel o é dado por

1, se YO . x> k*
o(x) = 2

0,se > ;xi<k
o= Pgo (27:1 X; > k*)

m Note que Y = >"7_, X; ~ gama(n,6). Além disso, sob Hy temos
que W =¥ ~ 3,

m Portanto, para encontrar k*, podemos utilizar a seguinte relagcdo:

2y 2k*

m Assim, podemos utilizar a distribuicio de x3, para encontrar k* ou
k**.
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Teste mais Poderoso (Teste MP)

m Coroldrio (LNP): Considere as hipéSteses simples (do LNP). Seja
T = t(X) uma estatistica suficiente para 6 e gr(.;0) a fdp de T.

m Entdo, qualquer teste baseado em T com RC S é MP de nivel a se
satisfaz:

G - te s, se gT(t; 91) > kgT(f; 90)
) t¢S, se gr(t;01) < kgr(t; 6o)

Coia=Py(T €S)= Py (t(X) €5).
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Teste mais Poderoso (Teste MP)

m Dem: Em termos de X o teste baseado na estatistica T tem RC
R={xeR":t(x) e S}

m Por outro lado, como T ¢ suficiente, f(x;0;) = h(x)g(t(x);6;),
i=1,2.

m Para t € S, temos que:

fx(x;01) > kfx(x; 60) — gr(t(x); 61) > kgr(t(x); fo)
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Teste mais Poderoso (Teste MP)

m (cont.) Analogamente, para t ¢ S, podemos verificar que:

gr(t(x); 01) < kgr(t(x); bo)

m Por outro lado, pelo LNP, 3 um teste MP de nivel «,

6(t) = { 1,se gr(t;61) > kgr(t;6p)

0,se gT(t;Hl) < kgT(t;Go)

ea= Py (T e€S).
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Teste mais Poderoso (Teste MP)

m No caso discreto, temos que:

1,se g(t:61) > kg(t : 6o)
o(t) =< ~,se g(t:01) = kg(t: 6)
0,se g(t:61) < kg(t : o)
e a = Eg(o(T)).

m Exemplo: Seja Xi,..., X, uma aa de X ~ Bernoulli(#). Considere as
hipéteses Hp : @ = 6y vs Hy : 0 = 601, 61 > 6. Encontre o TMP.
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Teste mais Poderoso (Teste MP)

m (cont.) Note que

. SlaXieq n—>7" 1%
o) o, 0 a—m)mhe
f(x;90) 002’.:1 X/(l o n

00)”—Zi:1xf
= Como 61 >y — [91 10

01(1—60)] =" [L=6]",
6o(1 — 61) 1-6,
9—01761] > 1 (exercicio), temos que

SRS D

1—
[ (2
i=1 In [94 Sy }
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Teste mais Poderoso (Teste MP)

m (cont.) Portanto, pelo LNP, o teste MP é dado por

lse Yoi x> k*
d(x)=14¢ v,5e Y1 x =k
0,se > i, x < k*

ea =Py (X7 Xi > k*) +7Pg, (X711 Xi = k*) é o teste MP de
nivel . Sob Hp, T =Y""_, X; ~ binomial(n, 6).
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Teste mais Poderoso (Teste MP)

m Utilizando o coroldrio, teriamos:

gr(tioy) | (6EQ-0

gT(t; 90) (:)96(1 - 90)"7’5

91(1—90)y [1—00}" -
— > k—t>k'— x; > k*
[90(1—91) 1-60: ;

m Assim, o teste MP de nivel « é dado por:

l,set > k*
(S(X) = v, se 27:1 x; = k*
0,se t < k*
em que o = Py, (71, Xi > k™) + 7Pay (X1, Xi = k*). Sob Ho,
T =37, X; ~ binomial(n, 6p).
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Teste uniformemente mais Poderoso (Teste UMP)

m Coroldrio: Considere as hipdteses Hy : § € ©g vs H; : § € ©F e um
teste que satisfaz as seguintes condicdes:

1) O teste é de nivel a.
2) 36y € Oy, tal que Py, (X € R) = a.
3) Para 6y € ©q, dado em 2) e para cada 6’ € ©1, 3 k' tal que:

(x) = x € R,se f(x;0") > k' f(x;6o)
ox) = x & R,se f(x;0") < k'f(x;60)

Ent3o, o teste acima é UMP de nivel «, para testar Hy vs Hj.
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Teste uniformemente mais Poderoso (Teste UMP)

m (cont.) Obs 1) : o resultado também vale se (caso discreto):

1,se f(x;0") > k'f(x; o)
P(x) = v.se f(x;0") = K'f(x;6o)
0,se f(x;0") < k'f(x;6o)

com a = &y, (H(X)).

m Obs 2) : O resultado acima também ¢é vélido, com as devidas
modificagBes, se 3 uma estatistica suficiente T = t(X).
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Teste uniformemente mais Poderoso (Teste UMP)

m Exemplo: Seja Xi, ..., X, uma aa de X ~ exp(6) e considere as
seguintes hipdteses: Hy : 0 = 6y vs Hy : 8 > 6y, 3 um teste UMP?

a) Definamos: Hy: 0 =0 vs Hy : 0 =6, 0’ > ;.

m Para as hipéteses simples, vimos que a

RC = xeR”'zn:x->k* k* = — 11 71In 9—/ nk
N ' ' o 0" O o

i=1
€ 6tima no sentido de levar a um teste MP de nivel ¢,
a=P(Y > k*)=P(W > k™), Y ~ gama(n,0) e W ~ x3,.
m Como 6’ foi escolhido arbitrariamente, (n&o influencia a forma do

teste), pelos resultados anteriores, temos que esse teste é UMP.
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Teste uniformemente mais Poderoso (Teste UMP)

m Obs: No exemplo acima, se as hipéteses Hy e Hy fossem Hy : 60 < 6q
vs Hy : 6 > 0y, entdo o procedimento, para a obtencdo do teste
UMP ¢ considerar as hipéteses simples:

H0:9:96VSH129:0/,06S00 60/>90
b) 0o € ©o, Po,(t(X) € S) = a = supyeg,a(f) . A regido critica é

dada por: R={x € R": t(x) = Y_1_; x; > k*} e a funcdo poder
ao teste é dada por:

() = Po(t(X) > k¥) (Zx > k* )
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Teste uniformemente mais Poderoso (Teste UMP)

m Exemplo: Seja X; g exp(6) e considere as hipSteses Hp : 6 = 6 vs
Hy : 0 # 0y; 3 TUMP?
m Consideraremos as seguintes hipéteses:
a) Ho:0=0ovs H : 0 =6, 0" > 0.
b) Ho:0 =00 vs Hi : 0 =6", 0" < 6.

m Temos que: em a) a RC é dada por

RC—{xe (RT)" ZX,>/(*}
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Teste uniformemente mais Poderoso (Teste UMP)

m Em b), temos que:

[‘ (al ) eloﬂ éx,- >n Kzo)k]
o e[ ()] ()

1

Logo nesse caso,RC = {x € (R*)", > | x; < k**}.
m Portanto como a RC n3o é, necessariamente (as regides sdo

conflitantes), a mesma Vo' e ©1, entdo 3 teste UMP para testar
H010:60VSH1:97£00.
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Teste uniformemente mais Poderoso (Teste UMP)

m Exercicio: Seja Xi, ..., X, uma aa de X ~ U(0,6),0 > 0. Mostre
que:

¢1(X)_{ 1, sey, > b

a, se y, < b

é um teste UMP de tamanho «, para testar Hg : 0 < g vs
Hy : 0 > 6y. Além disso, mostre que:

]., se yp > 00 ou y, < Goal/"
P1(x) = .
0, caso contrario

é um teste UMP de tamanho « para testar Hy : 0 = g vs
H1 10 75 00.
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Teste uniformemente mais Poderoso (Teste UMP)

m Def: Uma familia de fdp's {fx(.;0),0 € ©},© € R é dita ter razdo
de verossimilhanga mondtona (RVM) se 3 uma estatistica
T =t(X),V,0, > 01, f—ﬁg% é uma fungdo monétona (n3o
decrescente ou n3o crescente) em t(x) para

x € {fx(x;01) > 0 ou fx(x;02) > 0} (fx(x;01) # fx(x;06,))
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Teste uniformemente mais Poderoso (Teste UMP)

m Exemplo: Seja Xi, ..., X, uma aa de X ~ exp(6); X tem RVM?

Note que
st (8 o[- (3~ 2)] 2o}

m Podemos notar que a fungdo acima é mondtona n3o decrescente em
t=3>",x. Logo, X tem RVM nio decrescente em

t(x) = 2ol xi-

m Analogamente, X tem RVM n3o crescente em t* = — 27:1 X;.
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Teste uniformemente mais Poderoso (Teste UMP)

m Exemplo: Suponha que X tem fdp dada por:

() (=0
()

m A distribuicdo de X tem RVM?

fx (x; ) = Tio min(n,u)}(x)

1.,

m Seja o = p1 + 1> puy e g(x) = Lkl
?
m Se x < x' — g(x) < g(x’). Temos que:

N—u—
g(x):qu’liLiX XIL?Z—FX(provar)
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Teste uniformemente mais Poderoso (Teste UMP)

m Note que:

7 N—u—n+x
w+1—x N—pu
I N—py—n+n
w+1—x N—pu
< —(N—n+1x<—(N—n+1)x" < x >x

g(x) < g)«e

m Assim, X tem RVM ndo decrescente em t(x) = x.
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Teste uniformemente mais Poderoso (Teste UMP)

m Exemplo: Seja Xi,..., X, aa de X ~ U(0,0). Note que

1
fx(x;0) = %ﬂ(o,yn)()’l)n(&@)(y”)

m Assim, se 01 < 65, temos que:

fx(x; 62) (91>n L 0,0,)(Yn)
fx(x; 01) 1 0,0,)(vn)

m Portanto, note que:

ﬁ>n, se 0 <y, <6
g(yn) = (92
00, se b1 <y, <0

m Logo, X tem RVM ndo decrescente em y,,.
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Teste uniformemente mais Poderoso (Teste UMP)

m Teorema: Suponha que a distribuicdo de X tem fdp dada por
fx(x;0) = exp {c(0)t(x)+ d(0)} h(x), 6 € R e c(.) é ndo
decrescente em 6. Entdo, X tem RVM ndo decrescente em t(x).

m Note que se 61 < 0, — ¢(61) < c(62) — c(62) — c(f1) > 0. Assim,

temos que:
fx(x;0
B0%2) — enp ([e(62) — cl8)]elx) + 9(62) — d(6))
fx (x; 61)
m Portanto, Zggf; é n3o decrescente em t(x).

m Obs: Se fx(x;0) = exp{c(0)t(x)+ d(0)} h(x),0 € R e c(.) é ndo
crescente em 6, entdo X tem RVM néo crescente em t(x).
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Teste uniformemente mais Poderoso (Teste UMP)

m Observac3o: Suponha que a func3o teste ¢ depende de uma
estatistica suficiente e completa t(X), isto é, ¢(x) = g(t(x)). Se ¢
é um teste UMP de tamanho « para testar Hy : 8 € ©¢ vs
H; : 8 € ©1, ent3o ele é unico.

m Dem: Seja ¢* um outro teste UMP de tamanho «a, ¢*(x) = f(t(x)).
Assim, temos que:

a = &(d(X)) = E(d7(X)), V0 € O
= &(o(X) - 9" (X)) =0
= &(g(t(X)) — £(¢(X))) = 0 = &E(h(t(X))) =0

m Como T é completa, h(t) =0, Vt € B. Assim, g(t) = f(t), Vt € B,
—¢=0¢" =09, = d(x) =¢"(x), VxeX.




Teste uniformemente mais Poderoso (Teste UMP)

m Exemplo: Seja X ~ Cauchy(6,1), 6 € R = ©. A distribuicdo de X
tem RVM? Seja 6, > 01 e

f(x; 02) m 14 (x— 6)?

Aeeay L0

m Note que, limy—_ g(x) = limy_ g(x) = 1. Logo g(x) n3o tem
comportamento mondtono nem n3o crescente e ndo decrescente.
Logo X ndo tem RVM.
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Teste uniformemente mais Poderoso (Teste UMP)

m Teorema: Suponha que a distribuicdo de X tem RVM ndo
decrescente em t(x). Para testar Hy : 0 = 6y vs Hy : 6 > 6y, o teste

da forma:
) 1, set(x)>c
ox) = { 0, se t(x) <c
ou
1, se t(x)>c
d(x)=<¢ vseset(x)=c

0, se t(x)<c

em que a = &y, (¢(X)) (em ambos os casos) é UMP de nivel a.
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Teste uniformemente mais Poderoso (Teste UMP)

m Dem: Considere as hipdteses Hy : 8 = 6 vs Hy : 0 = 04, 61 > 6, 61
fixo. Entdo, pelo LNP, o teste:

1, se f(ifel) > k
B(x) = { o oo fO
+ S€ F(xifo) <

é MP de nivel a, o = Py, (X € R).
m Como a distribuicdo de X tem RVM n3o decrescente em t(x), entdo

;gz;g é n3o decrescente em t(x). Logo (graficamente, préximo

slide):
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Teste UMP e RVM
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Teste uniformemente mais Poderoso (Teste UMP)

m Portanto, o teste ¢(.) é equivalente a

b(x) = { 1, se t(x) > ¢

0, se t(x) < c

em que a = Py (X € R) = Py, (t(X) > ¢), como 6 foi escolhido

arbitrariamente o resultado segue.
m Raciocinio andlogo pode ser aplicado a um teste aleatorizado.

m Obs: O resultado também vale se as hipdteses forem: Hp : 6 < 6y vs
Hy 0 0 > 0. Nesse caso, o = supycg,Po(X € R).
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Teste uniformemente mais Poderoso (Teste UMP)

m OBS: Sejam as hipéteses do teorema anterior, suponha que X tem
RVM n3o crescente em t(x) e 3 6y tal que a = Py, (X € R),
0o € ©p. Entdo o teste:

) Lset(x)<c
o) = { 0, se t(x) > ¢
1, set(x)<c

6(x) = 750 t(x) = ¢

0, se t(x) > c
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Teste uniformemente mais Poderoso (Teste UMP)

m (cont.) é UMP de nivel a para testar Hy : 0 = 6p(0 < 6p) vs
Hy: 0 > 6.
m Dem: Exercicio (andlogo ao caso anterior).

m Exercicio: Seja X com distribuicdo hipergeométrica com fdp dada no
exercicio anterior. Considere as hipdteses Hy : 1 = po vs Hy @ po > po
3 um teste UMP?

m Vimos que X tem RVM nao decrescente em X. Pelo LNP, temos que

1, sex>c

P(x) =4 vsex=c
0, sex<c

em que o = &, (d(X)), é um teste UMP.
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Teste uniformemente mais Poderoso (Teste UMP)

m Teorema: Suponha que X tem RVM n&o decrescente em t(x). Para
testar Hy : 0 < 6o(0 = 6p) vs Hy : 0 > 6y, qualquer teste da forma:

1, se t(x) >c
d(x) =14 7,se t(x)=c
0, se t(x) < c

tem fungdo poder n3o decrescente em 6.
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Teste uniformemente mais Poderoso (Teste UMP)

m Exercicio: Seja X, ..., X, uma aa de X ~ lognormal(u, o?).

a) Prove que fx(.;8), @ = (11, 0°) pertence a familia exponencial
(completa).

b) Obtenha os EMM e o EMV de 6.

c) Para o2 conhecido, obtenha as esperancas e variancias do EMM e do
EMV de p?

d) Para o2 conhecido, 3 um teste UMP de tamanho « para testar
Ho:p < povs Hi:p > po?
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Teste uniformemente mais Poderoso (Teste UMP)

m Observacdo: Sejam as hipdteses Hy : 6 > 0 vs Hy : 6 < 0y. Entdo
se a distribuicdo de X tem RVM n3o decrescente (ndo crescente)
tem t(x) ent3o:

Nao decrescente

1, se t(x) < c
P(x) =1 7,se t(x)=c
0, se t(x) > ¢
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Teste uniformemente mais Poderoso (Teste UMP)

m (cont.) e
Nao crescente

1, se t(x) > ¢
B(x) = { 75 t(x) = ¢
0, se t(x) <c

em que a = &y, (¢(X)) e c é obtido dessa relagdo sdo testes UMP,
respectivamente.

m Prova: Exercicio - considerar Hy : = 6 vs Hy : 0 = 6" (6} > 6o,
0 < 90)
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Teste uniformemente mais Poderoso (Teste UMP)

m Exemplo: Seja Xi, ..., X, uma aa de X ~ Poisson(f). Determine, se
existir, um teste UMP para testar Hy : 0 = 0y vs Hy : 6 < 6.

m Note que

fx(x;0) = exp {In(@)Zx,- - n9} h(x)

i=1

= exp{c(0)t(x) — d(6)} h(x),

como c(6) = In(0) é crescente em 0 e X € FE;(6), temos que a
distribuicdo de X tem RVM n3o decrescente em t(x) = Y7 | x;.
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Teste uniformemente mais Poderoso (Teste UMP)

m (cont.) logo, um teste UMP é dado por:

l,set<c
p(t)=4 y,set=c
0,set>c

em que o = Ego(A(X)) = Py, (71 Xi < ) + 7P, (71 Xi =¢)
m Em particular, se « = 0,05, g =2, n=17, ¢ = 8, temos que:

-7y Xi ~ Poisson(nf) e Py, (37 X; <8) =0,032 e

P, (27:1 X = 8) =0,030. Assim

0,05—-0,032
*W*0,61.

Prof. Caio Azevedo



Teste uniformemente mais Poderoso (Teste UMP)

m Exemplo: Seja X uma va tal que:

—x—6
xi0) = o 1 (%)
m Existe um teste UMP para testar Hy : 0 < g vs Hy : 6 > 037 Seja
01 <6 eg(x)= %.
mSex<x 5 g(x) < g(x).
= Note que, se
x < X =5 —x>-xse*>e¥ (4)
01 < Oy b1 >0 > e > et (5)
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Teste uniformemente mais Poderoso (Teste UMP)

m De (4) e (5), temos que:

e X(e™ —e %) > e ¥ (e — &%)

m Por outro lado,

—Xx— —Xx— —Xx— 2
gx) = & 2+ e TP oy (L e
e—x—Ql/[(l + e—x—91)2] 1 + e—X—92
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Teste uniformemente mais Poderoso (Teste UMP)

m (cont.) Além disso

2 / 2
1+e > l+e &
/ —(62—61) —(02-61)
g(X) < g(X) e (1+e—x—92) <e <1+e—x’—92>

I+e™ ™M1+ ") <(Q+e™ )1+
efxlfaz _’_ef)(*el < 67X’791 +67X792

e ¥ [e” —e N < e e —e ¥

—X

rT e

7
e >e o x <x

m Logo, X tem RVM nao crescente em X. Assim, temos que

(;S(x)_{ 1, sex<c

0, sex>c

em que a = Py, (X < ¢) é um teste de UMP de nivel a.
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Teste uniformemente mais Poderoso (Teste UMP)

m Exercicio: Seja Xi,...X, aa de X ~ N(6,0?), 02 conhecido, 3 um
teste UMP para testar: Hy : 0 = 6y vs Hy : 0 > 69, (6 < o)

m Exemplo (exercicio anterior): Sejam 6, < 6;. Note que:

fx(x:62) _ exp {5z [0 (6 — %)+ n(xX — 62)°] }
fx (x; 01) exp {52 [y (xi = X)2 + n(x — 61)?] }

61 — 0> — n(h2 — 62
exp{ 102 2ZX’_ (2202 1)}

i=1
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Teste uniformemente mais Poderoso (Teste UMP)

m Assim, X tem RVM n3o decrescente em t(x) = >."_; x;. Entdo o
teste

5(t) = { 1, se t(x) > ¢

0, se t(x) < c

em que a = P(t(X) > c) é um teste UMP de nivel a. Para obter ¢
note que:

a = Py, ();90 > (% - 90) /cﬁ> = Py,(Z > c*),Z ~ N(0,1)

m Assim, rejeitamos Hp se (¢c* = z1_4)

X — B « _
>C O X>Z1_ ¢

NG v 0
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Teste uniformemente mais Poderoso (Teste UMP)

m Dessa forma, a fungdo poder do teste é dada por:

ag

Py (X > Z1—q \/ﬁ + 90)
B X -0 0 — 0o
- <a/ﬁ 7 Aat o/ﬁ)

m OBS: No exemplo acima, f(x;8) = h(x)exp {c(0) >7_; x; + d(6) },

em que c() = . Como c(.) é ndo decrescente em 6, entdo a
distribuicdo de X tem RVM n3o decrescente em t(x) =  x; e 0

P(0) = Po(Z > c¥)

resultado anterior segue.
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Teste uniformemente mais Poderoso (Teste UMP)

m Coroldrio: Se a distribuicdo de X é tal que
fx(x; 0) = h(x) exp{c(0)t(x) + d(0)},

em que ¢(.) é uma fun¢do mondtona em 6. Entdo 3 um teste UMP
para testar Hy : 0 < 8 vs Hy : 6 > 6q.
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Teste uniformemente mais Poderoso (Teste UMP)

a) Se ¢(.) é ndo decrescente em 6, ent3o o teste de tamanho oo UMP é
dado por:

1, set>c
¢p(t)=4q v, set=c
0,set<c
em que c é obtido através de ov = &y, (H(T)).

b) Se c(.) é ndo crescente em 6, entdo o teste de tamanho o« UMP é
dado por:

l,set<c
P(t)=q 1. set=c
0,set>c

em que c é obtido através de oo = Ey,(¢(T)). Prova: Exercicio.
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Teste uniformemente mais Poderoso (Teste UMP)

m OBS: Se as hipdteses forem Hg : 0 > 0y vs Hy : 0 < 0, e se ¢(.) é

n3o decrescente em 6, entdo o teste UMP de tamnho « é dado por :

1, set<c
d(x)=¢ v, set=c
0,set>c
em que c é obtido através de oo = Ey, (H(T)).
m Se ¢(.) é ndo crescente, entdo um teste UMP de tamanho « é dado
por:

1, set>c
d(x)=4 v,set=c
0,set<c

em que ¢ é obtido através de a = Ey, (¢(T)).
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Teste uniformemente mais Poderoso (Teste UMP)

m Se X tem RVM n3o decrescente em t(x), entdo (é possivel provar)
que, se 0, < 6s:

Po,(t(X) >¢c) >
Po,(t(X) <) < Py, (t(X) <c)
mSeHy:0<60gvs H :0>6ye
m X tem RVM n3o decrescente: ¥(6) = Py(t(X) > c). Temos que:

W(62) > 1(61), V01 < 02
m X tem RVM ndo crescente:

1, set<c 1, set” >c*
5(x) = ’ < 6(x) = ’ .
0,set>c 0,set"<c

em que t* = —t e ¢ = —c, X tem RVM n3o decrescente em t*(x).

m Do item anterior, segue que ¥(.) é crescente em 6,

Prof. Caio Azevedo



Teste uniformemente mais Poderoso (Teste UMP)

mSe Hy:0 >0y vs H : 0 < 6y. Se X tem RVM n3o decrescente,
entdo:

5(x)—{ l,set<c

0,set>c

m Portanto, 9(6) = Pp(t(X) < ¢) tem um comportamento monétona
ndo crescente e o resultado segue.

m Teorema: Seja X tal que fx(x;80) = h(x)exp {c(0)t(x) + d(0)} (ou
mesmo fora da FE, contanto que X tenha RVM em t(x)), em que

¢(.) é uma fungdo mondtona em 6 e considere as seguintes hipSteses:

Hy:0<610uf>0vs H :0; <0 <6,
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Teste uniformemente mais Poderoso (Teste UMP)

m Entdo, 3 um teste UMP de tamanho «, tal como se segue:

a) Se c(.) é ndo decrescente entdo

1, sea <t(x)<c
d(t) =14 7, se t(x)=c¢,i=1,2
0, c.c.

em que ¢;'s sdo obtidos das equac¢des

a = gei((j)(t)), =12
a = Pgl(q < t(X) < C2) —|—’y1P91(t(X) = C1)
a = P92(C1 < t(X) < C2) + 72P92(t(X) = Cz)
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Teste uniformemente mais Poderoso (Teste UMP)

m Entdo, 3 um teste UMP de tamanho «, tal como se segue:

b) Se c(.) é ndo crescente entdo

1, se t(x) < 1 ou t(x) >
o(t) =< 7, set(x)=c,i=1,2
0, c.c.

em que c/s s3o obtidos das equacdes

a = 50[(¢(t))7 =12
a = Pgl(t(X) < c1 ou t(X) > C2) +’}/1P91(t(X) = C1)
o = Pez(t(X) < c1 ou t(X) > Cz) +’}/2P92(t(X) = Cz)
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Teste uniformemente mais poderoso n3o viciado (Teste
UMPNV)

m Sabemos que, sob certas condi¢des, 3 um teste UMP para testar
Ho:0 <61 ouf>0,vs H : 6, <0 < b,

Mas, para testar hipdteses da forma :

a)H0:91<9<92vsH1:9§01 ouf >0,

b) H029200 vsH1:97é00

nem sempre ha. No entanto, podemos obter testes UMP, por

exemplo, restritos a alguma classe de testes, como os n3o viciados?
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Teste UMPNV

m Def: Seja Xi, ..., X, uma aa de X com fdp fx(.;0), 6 € © CR. Um
teste ¢(.) de nivel «, para testar Hy: 0 € ©g vs H; : 6 € ©1 = ©f é

n3o viciado se,

591(¢(X)) >a,V0 €O e 501(¢(X)) < a,Vb, € O

m Exemplo: Seja Xi, ..., X, uma aa de X ~ N(6,0?), 6% conhecido e
considere as hipdteses: Hp : 6 = 0y vc Hy : 6 # 0y, temos que

X0
3)5(X)—{ oo V| > e

é um teste ndo viciado (@ = supycg, ¥(#)), se o2 for conhecido.
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Teste UMPNV

m Também é n3o viciado o teste

%=t
b)é(x):{ 1, se |/n*=%|>c
0, cc
se 02 for desconhecido, em que s? = L= 37 (X; — X)2.
m Teorema: Seja Xi,..., X, uma aa de X com
fx(x;0) = h(x)exp {c(0)t(x) + d(0)}, 6 € © CR. Para as

hipdteses :
Hy:0, <0 <60,vsH;:0<6; oul>0b

ou
Hy =0 =6q vs Hy : 6 # 6

em que c(.) é uma fungdo monédtona n3o-decrescente em 6. Entdo 3
um teste UMPNV de nivel o dado por:
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Teste UMPNV

m Cont.

1, se t(x) < ¢ ou t(x) > o
(5(X): ’y;,t(X)ZC,',I':l,Z
0, cc
em que ¢i, ¢z, y1 € Y2 sao obtidos (para a hipStese Hy : pelas

equagdes: o = &y, (¢(X)). Sob Hy, as constantes em questdo sdo
obtidas a partir de:

a = &g, (o(X))

m Obs: O resultado também vale se X tiver RVMND em t(x).
m Obs: Sejam 713 =4, =0 e H} vs Hj. Temos que
a = Py (t(X) < a Ut(X) > ).
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Teste UMPNV

m Exemplo: Seja Xi, ..., X,, uma aa de X ~ N(u,0?), 0® conhecido.
Obtenha um teste UMPNV para testar Hy : 0 = 0y vs Hy : 6 # 0p.

= Note que:
fx(x;0) = exp{c(0)t(x) + d(0)} h(x)

em que t(x) =Y, x;, c(6) = %'

m Ent3o, um teste mais UMPNV, de tamanho «, é dado por
1 t t
o(t) = { , se t(x) < ¢ out(x) >
0, cc

em que a = Py (t(X) < ¢ U t(X) > ).
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Teste UMPNV

m Uma vez que, sob Hp : ?(Y— o) ~ N(0,1), o teste pode ser

reescrito como:

1, se ?(Yf 6o) < ¢ ou ?(Y, 6o) > 5
o(t) =
0, cc
m Além disso, Z = ?(Y— o), sob Hp, tem distribuigdo simétrica em
torno do 0, tomemos ¢ = c e ¢f = —c. Assim, o teste pode ser

escrito como (z = ?(Y —bp)):

qS(t)—{ 1, se|z| >¢

0, cc
e c é determinado, dado a, de modo que (Y = Z2 ~ x2, sob Hy)

a=P(Z|>c)=P(Z>> ) =P(Y >c*),c" =c?
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Teste Localmente mais poderoso

m Teste localmente mais podereso. Def: Um teste com funcdo poder
¥(.) é um teste localmente mais poderoso (LMP) para testar:
Hy:0 <6yvs Hy : 0> 6

m Se, para qualquer outro teste com fun¢do poder ¢'(.), satisfazendo
Y(00) = ' (6b), 3A > 0, tal que (o) > '(6o), ¥V € (00,00 + A).
Graficamente, temos (a seguir):
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Funcao poder
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Teste LMP

m Podemos observar, entdo, que o teste LMP é aquele que possui
tangente maxima no ponto fy. Ou seja, aquele em que

d
ad Q)

0=0¢

é maxima. Se a distribuicdo dos dados é continua, ent3o:

- /¢(X)fx(x; 0)dx; /¢> —fx (x;0)dx

o= /¢(X)fx(x; 6o)dx
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Teste LMP

m E o teste LMP, pode-se provar, é dado por:

, se 2 fx(x;0)|o=a, > kix(x: 6o)

o(x) = {0, cc
, se & Infx(x; 0)|o=0, > k

- {O,CC

m Seja Xi,...,X, uma aade X ~ t(0,1,v), 0 € R, v € RT conhecido.
Queremos testar Hy : 0 < 0y vs Hy : 0 > 6y. Temos que:

(v+1)/2 [v+(x—0)2\ “2
i) = Wur(um( ” )
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Teste LMP

m Portanto, vemos que:

(v+1)(x—0)

an fx(x;0) = iy )

0

m Logo,

d v+1)(x—0)
0 In fx(x Zlnfx(x,, Z o)

m Portanto, o teste LMP, é dado por:

0, cc
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Teste LMP

m Dado «, k é obtido a partir de:

a:P90<ZW>k>:PQO<Zﬂ>k>

i=1

m Se n for suficientemente grande, Z = f\/XT'F) ~ N(0,1), e

aSSIm, temos que:

ar Py (Z > k)

emque T = %Zle T, T, = % (discutiremos um pouco

mais sobre o assunto, na parte de Testes Assintéticos).
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Teste da razao de verossimilhancas

m Seja O € © C RF e seja L(0;x) = L(0) = fx(x;0) a
verossimilhanga considere as hipdteses:
H020€@0VSH1:0€@1=@8

m A estatistica da razio de verossimilhangas é definida por

_ supgee, L(0)  L(6o)

supycoL(6) L(6)

em que fp é a EMV de 0 sob Hy e 8 é a EMV sob o modelo
irrestrito (sob ©).

m A RC do teste é dada por A(x) = {x € R", A\(x) < c}.
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Teste da razao de verossimilhancas

m Observacdes:
a) 0< A\(x) <1
b) De a), temos que € suficiente escolher ¢,c € (0,1).
c) Temos que
—2In A —2— 2
n— oo
sob certas condi¢cdes de regularidade, em que g : é o nimero de

parametros sob o modelo irrestrito (Hi) - nimero de pardmetros sob
o modelo restrito.
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Teste da razao de verossimilhancas

m Exemplo: Seja Xi, ..., X, uma aa de X, X ~ N(u,o?), o2
desconhecido. Considere as hipéteses Hy : = o vs Hy @ o # po.
Sob Hy, fig = po, 04 = % Z, 1(xi — po)?. Sob o modelo irrestrito,
temos que: =X, 02 =231 (xi— x) . Assim,

(zw)f"ﬂ(&z)*"/zexp{f% i — o)’}
(2m) (5% 2 exp { ok Tia (i~ X}

Ax) =
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Teste da razao de verossimilhancas

m Notando que Y7 (xi — po)? = Y., (xi — X)? + n(X — p10)?, temos
que:

n/2 n/2
c 1
w0=(5) -

0 1 (xi—x)?

m Sob Hy, note que T = @ ~ th_1, em que S = /52,

§2=_L 3" (Xi — X)?. Por outro lado, rejeitamos Ho

1 n/2
Ax) < ¢+ <cet?>ct
n—1

o t>c™out< —c" et >
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Teste da razao de verossimilhancas

m Emquet = M s2= L3 (- %)%

e
m Portanto, dado «, ¢** é obtido a partir de a« = P, (| T| > ¢**), sob
Ho. Ou entdo, pela simetria da distribuicdo t, § = P(T > c**)

> cf

em que ¢ pode ser encontrado de forma andloga ao caso anterior

m Obs: Se o2 for conhecido, entio

RC:{XER”:‘\M

g

(exercicio).
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Teste da razao de verossimilhancas

m Exemplo Seja Xi, ..., X, uma aa de X, em que
fx(x;0) = e*(X*9)1(97oo)(x). Determine a ERV para testar
H:0<0yvs H : 0> 6.

m Temos que: L(0) = e "1, ,(6), em que y; = min(x). Sob
Ho, temos que (0 < 6p) e

g — y1, sey1 < b
° to, se y1 > b

= Sob o modelo irrestrito, 6 = y1. Logo

A(X) 1, sey1 <o 1, se y; < 6
X) = s =
l;_((%o)), se y1 > 0 ‘97"()’1*90)7 se y1 > g
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Teste da razao de verossimilhancas

Assim, RC={xeR": A(x)<c} ={xeR":y1 > c*}
em que, dado a, c* é obtido por

a= Py, (Y1>c*)= Py, (Y1 — 6 > c* — 0y) = Py, (Y1 — 6o > ™)

Sob Hy (neste caso, sob § =y, tamanho do teste)
Y1 — 6o ~ exp(1/n), ou seja: fy,(y1) = ne™™ 1 (g 00)(y1)-
m Exercicio: obter c** explicitamente.

m Exercicio: obtenha a respectiva fun¢do poder.
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Teste da razao de verossimilhancas

m Seja Xi, ..., X, uma aa de X ~ N(6,0?), 0% conhecido. Ache a erv
para testar Hy : 0 < 0q vs Hy : 0 > 6.

] Sejam 01 e 65, 01 < 6, < B, entdo
—01 > -0 <> x; — 01 > x; — 0 < (X,' — 91)2 > (X,' — 92)2
R d Z(X,‘ — 91)2 > Z(X; — 02)2
i=1 i=1

1< ) 1 & ,
© 52 ;(Xi —61)" < “552 ;(Xi —02)% < L(01) < L(6).

m Portanto, sob Hp, 50 = 6.

m Por outro lado, sob o modelo irrestrito, 0 = X.
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Teste da razao de verossimilhancas

m Assim

L(6o) (2m0?)="/2 exp{ 202 > ia(xi — bo) 2}
L(x) — (2ro?) "2 exp{—5 27y (% — X)?}

n92
{ 20—2 Z: 1X: +0'2 Zi:lxi_202}
2
exp{ 20-221 1 I+JZZI 1X’72o'2}

—n
— [** - 2}90+9(2)]} - eXp{%z[X_ao]z}

exp

- 202
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Teste da razao de verossimilhancas

m Mas,
—n
AMx) < ¢ Hexp{w[x—ﬁof} <c

—n . > \/Ei «
<~ E[X—eo] <|nC<—>7[X—00]>C

m Log, a RC é dada por:
ﬁ

RC={xeR"Ax)<c}= {XER”:U[X—GO] >c*}

em que, dado a, c* é obtido a partir de:
a = PQO (S(Y— 90) > C*> = PQO(Z > C*)
Z ~ N(0,1). Exercicio: obtenha a fun¢do poder.
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Teste da razao de verossimilhancas

m Teorema: Seja T = t(X) uma estatistica suficiente para 6. Ent3o
A(x) = A*(t(x)).

m Dem: Se T é uma estatistica suficiente, entdo pelo CF,
fx(x; 0) = h(x)g(t(x);0), em que, sem perda de generalidade,
podemos supor que g7(.;0) é afdp de T.

m Portanto para x € X, entéo

Ax) = supgce, L(F) _ supgee, N(x)g(t; 0)

suppeoL() supgeoh(x)g(t; 0)
= PPocBtO) _ i)
suppeog(t;0)

m Note que, t(x) — g(t;0) = g(t(x);0) = L*(6; t(x)). Portanto,
Ax) = supgee, L"(0: t(x)) _ L*(Bo; t(x))
supgeoL*(0; t(x))  L*(0; t(x))
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TRV para populagdes normais

m Teste para médias: Sejam X, ..., X, aa de X ~ N(u1,02) e
Yi, ..., Ym @aa de Y ~ N(u2,02), mutuamente independentes.
m Queremos testar Hy : 11 = po vs Hy @ iy # po. Algumas situacSes
de possivel interesse:
0? e o3 conhecidos (exercicio).
0? e 03 desconhecidos porém iguais (03 = o3 = 5°).
0? e o3 desconhecidos porém diferentes (problema de
Behrens-Fisher, pesquisar).
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Cont.

m Situagdo 2). Sob o modelo irrestrito, temos que: 13 =X, lix =,
& = o l(n = 1)sE + (m = 1)s]], 5§ = 23 31 (xi — %)%,
sy = (i =)

m Sob Hp, tem-se que: i1 = jip = g =

nim (nx + my) e

o = ﬁ (s (xi = o) 4+ 207 (vi — Fio)?]-
m Pode-se mostrar que

Z(YI — o)’ = Z(}’i -y + nnfm(Y -y
i=1 i=1
Do) = (- X+ (X 7Y
i=1 i=1
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Cont.

m Assim,
~o\ —(n+m)/2

(27r<7§)
Ax,y) = W

&P {72%3 [ (i = 110)* + 271 (vi — Fio)?] }
X
exp { =5z [ (xi = X)2+ 2, (vi — ¥)

B 52 (n+m)/2 B 1
B - nm G—y)

~2
70 L+ o mDH(moD%
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Cont.

m Contudo, sob Hp, temos que:

X-Y .
~ Yn+m-2)
1\ (n—1)S2+(m—1)S2
V(3 +3) s
m Portanto,
1 (n+m)/2
=[]
1 + n+fn—2
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m Logo,

2

t
A < 14— = > —(+m)/2 2>
(xy) < cold —F>c ot?>c

it > ¢

m Portanto, RC = {(x,y) € R : |t| > ¢*} em que, dado «, c* é
obtido através de § = P, —,,,(T > c*)ou § = Py —,,(T < —c”)
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Cont.

m Caso geral: Sejam Xi1, ..., Xj,, uma aa de X; ~ N(u;,a,?),
i=1,2,....k, j=1,2,..., n;, mutuamente independentes. Vamos

testar:
Ho : p1 = po = ... = pui vs Hy @ pj # pje (para pelo menos uma par
(i,i")), com 02 = 0% = ... = 02 = 02 (desconhecidos).

m Sob o modelo irrestrito, as emv sdo dadas por:

Hi = X; = 1 E_;h 1 Xif»

7 = %Zizl j:l(XlJ xi)? =+ Z, y(nj—1)s7 en= Zf'(:l n;.
m Sob Hy as emv sdo dadas por:

fn=Jio= .= fk=flo=X= 23, 30 xj e

~2 2 Z/ 1 Jn’:l(XU - ﬁ0)2'
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Cont.

m Com os devidos desenvolvimentos, chega-se a

n/2
1

A(X1, . Xk) = <1+"1f> (ver Mood et al (1974) pag. 437)
n—k

em que f é um valor observado de

Fo Xk sobmp
k n; — — —Ln=
2i1 Zj=1(Xij —X;)?/(n— k)

m Portanto,

k—1 1
< —f > —
A(X1, . xk) < CH1+n—kf*c2/"

1 n—k
- =) () -
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Cont.

m Assim, RC = {(x,y) € R": f > ¢}, em que, dado «, ¢ é

observado a partir de:

o= PM1:~~:M/<(F > c), F ~ F(kflvnfk)'

m Dados pareados: Sejam

(2 )( ); ) Ny (1, X)

2
g 0102
em que p = (p1, o), T = p; ” Zz
102 2
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m (cont.) Queremos testar: Hoy : pg = pp vs Hy @ g # o <
Ho:p1—po=0vs Hy g — o #0.
mSejaZi=X—Y;,i=12,..,n,

iid
Zi "™ N(py — piz, 01 + 03 — 2p0102) = N(pz, 03).

m Assim, testar as hipdteses acima, equivale a testar: H} : uz =0 vs
H1 Uz 7é 0.
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Cont.

m Assim, testar as hipdteses acima, equivale a testar: H{) pz=0vs
Hy:pz #0.
m Neste caso, a RC é dada por: RC={z€ R":|t| >} e

T—_%
Sz/ﬁ (n—1)»

emque Z =151 27 52 =137 (Z —Z)?e ¢ é obtido a
partir de

o
o= P#ZZO(|T| > CO) ou 5 = ltz:O(T > C0)~
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m Exemplo: Igualdade de varidncias. Sejam Xi, ..., X, aa de
X ~ N(p1,02) e Y1,..., Ym aa de Y ~ N(up,03). Queremos, testar

Ho : 02 = 03 vs Hy : 03 # 03.

m Casos possiveis:

1, 2 conhecidos.
W1, 2 desconhecidos.
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Cont.

m Situagdo 1): Oy = {(af,a%) eR?? 02 = a%} e
0, = {(Uf,ag) € ’R+2}.

= Sob o modelo irrestrito, temos que 57 = 1 377 | (x; — 11)? e

~2 - Z, (i — 112)?.
u SOb HO : 00 - 02 - nim [Z?:]_(X/ - /’[’1)2 + Zln;l(yl - N2)2]
m Assim,

~ ~p\ —(n+m)/2 o\ =2 [\ —m/2
ey = MR @ @@
’ T L(52.52) T (=2\—n/2 f=2\—m/2 (n+m)/2
(01, 93) (o1) (03) [nim (no? + ma2)]

(52/53) n/2

e o)
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m Sob Hy, temos que:

61/0f _ i (Xi—m)*/n

F== = n ~ Fn,m
3/03 ~ S (Yi— )2 /m ™
m Portanto,
f”/2
AMXY) = ——mms
|:nf+m:| (I1+I11)/2
n+m

m Pode-se mostrar que lims_0 A(x,y) = im0 A(x,¥) =0

m Exercicio: Estudar o comportamento de A(x,y) em funcdo de f.
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m Portanto, a RC é dada por:

RC = {(x,y) e R™™: A(x,y) < c}
= {(x,y)eR™™ . f<couf>c}

m Dado «, para obter ¢; e ¢, podemos considerar:

«

5 = FPo-g(Fsa)e s =Pan(F2a)

o
2
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p-valor ou nivel descritivo - medidas de credibilidade

m As vezes, quando se testa uma hipdtese, é importante avaliar o grau
de certeza (credibilidade) da decisdo tomada (rejeitar ou ndo Hp)

m H3 muita discussdo sobre o tema (medidas de credibilidade e
interpretacdo do p-valor).

m Suponhamos que, para determinadas hipéteses (Hp e H;), a RC seja

dada por

RC={xeR":t(x) > k}

m Se, apds observar x, calcularmos t(x) e notaemos que seu valor é
muito grande (em relacdo a k), estarfamos relativamente convictos
de rejeitar Hy.

m Ou seja, quanto maior for o valor de t, maior a evidéncia presente a
amostra, contra Hp.

Prof. Caio Azevedo



p-valor ou nivel descritivo - medidas de credibilidade

® Em um dado problema, a especificacdo da RC depende de « e k.

m Uma forma alternativa para se tomar uma decisdo é considerar o
valor observado x (t(x)) e o valor p (ou p-valor) que, para o nosso

exemplo, é dado por:

p=p — valor = supyeq, P(T > t(x)) = q(x)
m De um modo geral, dado que o teste depende de alguma estatistica
T, temos que
p = supgee, P(T “exceder” o valor observado t(x))

m Note que a definicdo acima depende de Hy e H;.
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p-valor ou nivel descritivo - medidas de credibilidade

m Obs:

a) Como o valor p depende de x, entdo podemos considerd-lo como
uma va, ou seja, g(X) é uma estatistica.

b) Dado p = 3, o valor observado x, permite rejeitar Ho, para qualquer
nivel (ou tamanho) que n3o seja inferior a 3

m Por outro lado, se supyc,W(#) < S, inplica na nio-rejeicdo de Hp.

m Portanto, o valor p é o menor nivel de significincia (ou tamanho)
que permite rejeitar Hy, com base nos dados.
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p-valor ou nivel descritivo - medidas de credibilidade

m Exemplo: Seja X, ..., X, uma aa de X ~ Bernoulli(9),6 € (0,1).
Queremos testar: Hy: 0 <1/2vs H; : 0 > 1/2.

m Seja: RC={x € R": Y7 | xi > k} (teste ndo aleatorizado).

m A fungdo poder é dada por 1(0) = Pyp(T > k) e o tamanho é dado
por supgeeow(ﬁ) =1(1/2)
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p-valor ou nivel descritivo - medidas de credibilidade

m Vamos considerar n = 10. Ent3o:
k Po,(T > k),00 =12
10 0
9<k<10 P(T =10)=0,0090
8<k<9 P(T>9)=0,0107
7<k<8 P(T>8)=0,0546
6<k<7 P(T>7)=0,1718
m Tomando a = 0,05 (nivel de significdncia), entdo
RC = {x € {0,1}1°: t =100ut =9} e o tamanho é 0,0107.

m Se quisermos um teste com nivel o = 0,055, entdo
RC = {x € {0,1}1°: 37 ; x; > 8} e o tamanho & igual a 0,0546.
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p-valor ou nivel descritivo - medidas de credibilidade

m Se observamos t(x) = 8 ento se o = 0,05, ndo se rejeita Hp e se
a = 0,055, rejeita-se Hp.
m Exemplo: Seja Xi, ..., X, aa de X ~ N(u,0?).

m Considere as hipSteses Ho : pt = o vs Hi : o > po. Nesse caso, um

teste apropriado é dado por: {x € R": t > ¢}, em que T = z/_f;%
sob H,

m Assim, temos que p = P, (T > t(x)), t(x) = f;jg T~ tey
m Se as hipdteses forem Ho : = po vs Hi @ 0 # po. Um teste

apropriado para testar tais hipdteses é dato por
RC ={x € R":|t| > «}, em que a estatistica T (e t) é (sdo) como
anteriormente definida.

m Assim p=P(|T| <t)=1-2P(T > [t]).
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Exemplo X ~ U(0, 6)

m (TUMP de tamanho «) Hipéteses Hy : 6 < 6 vs Hy : 6 > 6,
6o > 0,0 € © = (0,00). Considere 0; < 6, € ©. Temos que:

1 fx(x; 0
fx(x;0) = =100 (¥n)Lio,,) 1) = f(xi 62) = (

01\" L(0,6,)(¥n)
gn fx(X; 91)

02) L(0,6,)(yn)
1,50 <y, <04

0o,seb; <y, <6

Ent3o fx(.;0) tem RVM n3o decrescente em 6. Assim, o (pois Y, é
uma estatistica completa) TUMP, é dado por (préximo slide):
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m Funcdo teste:

l.sey,>c
P(x) =

0,sey, < c
Em que (lembre que Fy,(y;6) = % 1(0.0)(y))
n

a = POU(Y”>C)_>P00(YHSC):l—a—)%zl—a
— CZHQ(].*OL)"
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(cont.) U(0,6)

m Portanto:

1,sey, > 0p(1 — )"
d(yn) =
0,seyn < (1 — )"

m Por outro lado, queremos provar que o teste (funcio) teste

brlyn) = 1,sey, > 6o
a,sey, < Oy
é igual ao teste ¢.

m Como, nesse caso, o TUMP ¢ tnico, se os tamanhos dos testes ¢ e
¢1 foram iguais, entdo os testes serdo iguais (defini¢do de
completitude). J& vimos que a = Py (Y, > c) = Ep,(¢(Y7)). Por
outro lado, temos que (préximo slide)
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m cont.

590(¢1(Yn)) = 1x Pgo(Y,, > 90) + a X Pgo(yn < 90)
05 A
1- 20 20—
o g @

m Assim, os testes ¢ e ¢ sdo iguais.

m Considere a mesma situagcdo, mas agora com as hipdteses
H019:90VSHO:07£00.

m Faremos uma “concessao” e construiremos um TUMPNV.
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Cont.

m Dada as hipéteses e como o modelo apresenta RVMND em y,,,
temos que o TUMPNV ¢é dado por:

l,sey, < ciouy,>
dyn) = ! !

0,cc
m Além disso, temos que &y, (H(Y,)) = a — ;—1: +1-— ;—2: =a.
0 0

1/n

m Por exemplo, ¢; = 0y, ca = fga/" satisfazem a equagdo anterior.

m Como Y, é uma estatistica completa, quaisquer outras escolhas de

c1 € ¢ que levem ao mesmo tamanho, gerardo o mesmo teste.
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Exemplo Pareto

m Seja a distribuicdo de Pareto(«, ), ou seja:
« «
fX(X;g) = Wﬂ ]]-(B,OO)(X)ve = (O‘aﬁ)laaa/@ > 0
m Fixando 3, temos que:
fx(X; a) o anﬂna exp {(a + ]_) Z In X,'}
i=1

m Sejam oy < a; € (0,00), assim, vem que:

fx(x;0)  a3B" exp {~(2+ 1) X" Inx}
fx(x;aa)  affrrexp {—(o1 +1)>7 Inx}
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m Cont.

fx(x;a2) 5B exp {(a1 —az) Y1, Inx;i}

fx(x; a1) afpgrea

m Dessa forma, temos que o modelo tem RVMNC em
t(x)=>",Inx.
m Considere as hipdteses Hy : @ < ag vs Hy : @ > a.

m Assim, um TUMP é dado por:

o(t(x) = l,set(x) <c

0,set(x) > c
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m Defina, agora, W =37, In (%) =31V

m Temos que y = In % — x = &Y. Assim,

fr(y) = fx(Be)8e Lio0)(y) = BB eV B’ L(0,00)(¥)
O‘eiay:[l-(o,oo)(y)

m Assim, W ~ gama(n,1/a). Logo V =2aW ~ x3,.
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m Portanto, um TUMP é dado por:

1,sev < c*
o(v) =

0,se t(x) > c*

m em que a = P, (V < c*).
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m Fixando «, temos que:

f(x; ) o< B T [ 1,00 (31) = B 1(5,00) (¥1) L (31,00) (V)
i=1

m Sejam 51 < f3; € (0,00), temos que:

fx(x;82)  B3L(p,00)(¥1) 0,se81 < y1 < B2

fx(x; 1) Bl (Br.00) (V1) g%,seyl > 0o
1

m Assim o modelo tem RVMND em y;.
m Considere as hipdteses Hy : B < o vs Hy : B > o
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m Assim, um teste UMP, é dado por:

1,59}/1 >c

d(n1) =

0,sey; < c
® em que (tamanho do teste) o’ = Py, (Y1 > ¢).

m Por outro lado,

—

x t
Fx(x) = aﬂo‘/ t— ldt = af*—
B

—Q

) (e
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m Portanto, Sy,(y) = (%) . Logo o/ = (ﬁ) = c =B ()™
m Assim, um teste UMP, é dado por:

1seyr > Bo (/)™

¢(y1) = 0’5ey1 < ﬂo (o/)l/na
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