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Introducao

m Vimos como estimar, pontual e intervalarmente, pardmetros de
interesse (relativos a modelos estatisticos).

m Veremos agora como estabelecer hipdteses estatisticas e testa-las
adequadamente.

m O objetivos dos Testes de HipSteses (Estatisticas) é inferir (testar)
algum(s) hipdtese(s) de interesse em relagdo a forma (normal, gama
etc) e/ou sobre algum(ns) pardmetro(s) de interesse (média,
variancia, propor¢3o).

m Neste curso nos focaremos em pardmetros de interesse. Os testes
serdo feitos com bases em evidéncias amostrais.

m Hipdtese Estatistica: E uma conjectura feita com relagdo a forma
e/ou a pardmetro(s) de um modelo estatistico.
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Introducao

m Teste de Hipdtese Estatistica: E uma regra de decisdo que nos leva a
optar por alguma hipdtese estatistica (entre as enlecadas). Em geral
tal regra é construida com base em alguma Estatistica T = t(X).

m Basicamente podemos proceder de forma semelhante, ou seja:

m Tentar obter testes (uniformemente) étimos em algum sentido.
m Obter testes através de metodologias gerais (eventualmente,
tentando otimizé-los, posteriormente).

m Exemplo: Sabemos que os lotes de parafusos fabricados por
americanos e aqueles fabricados por japoneses apresentam as
seguintes caracteristicas, em relagdo a resisténcia a tracao.

procedéncia média  desvio-padrdo
americano 145 kg 12 kg
japonés 155 kg 20 kg
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Introducao

m Temos um lote de origem desconhecida, que sera leiloado. Nosso
objetivo é decidir sobre a origem do lote, com base em uma amostra
de tamanho n = 25 parafusos.

m Ou seja, queremos testar as seguintes hipéteses:

Hy:u=155e0=20vs Hy:p=145e0 =12
m A hipStese Hy é chamada de nula enquanto que a Hi(Ha) é
chamada de hipdtese alternativa.

m Implicitamente estamos assumindo que © = {6, 6}, em que
0o = {155,20} e ; = {145,12}. Como as hipdteses contem um
tnico ponto do espaco paramétrico, elas sdo chamadas de hipdteses
simples.
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Introducao

m Vamos estabelecer a seguinte regra de decisio
Se X > 150, ent3o o lote serd assumido como sendo de origem
japonesa, caso contrario, como de origem americana

m Obs: Podemos também testar as seguintes hipdteses (ndo -
exaustivas) (considerando apenas um tnico pardmetro).
(1) H020:90VSH1207£90(*).
(2) H029:90VSH1:9>00(*).
(3) H0:9:90VSH1:9<00(*).
(4) Ho:0 <6y vs Hy : 0 > 0.
(5) Ho:0> 6y vs Hy : 0 < 6.

m Em nosso caso, temos que: Hy: 0 =0y vs H; : 0 =01, 6 = (u,0).

m O conjunto de hipdteses (1) (acima) também pode ser considerado
quando 6 = 0 (vetor).
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Introducao

m Quando a hipétese (Hp ou H;) corresponder a um subconjunto de
©, contendo mais de um elemento, dizemos se tratar de uma

hipétese composta (6 > g, 0 # 0y, , 0 < 6y, )
m Seja X uma va com fdp fx(.;0),8 € © C R¥, denotaremos por:

m O : 0 espaco paramétrico associado a hipdtese nula.
m O : 0 espaco paramétrico associado a hipdtese alternativa.

] ezeoU@1vseoﬁe1=®

m No exemplo estamos assumindo que ©y = {155,20} e
©; = {145,12} e, que nossa regra de decisdo pode ser escrita como:

5(x) = 1, se X < 150 (rejeita-se Hp)
~ | 0, se x> 150 (n&o se rejeita Hp)

m A funcdo acima é chamada de funcdo teste para testar Hy
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Tipos de erros

m Erro do tipo I: rejeitar Hy, quando Hp é verdadeira. A probabilidade
de se cometer o erro do tipo | é dada por:

a = P(rejeitar Hy|Hp é verdadeira) = Pp(d(X) =1),0 € ©q
= Py, (6(X)=1) = P(X < 150|u = 150, = 20)
m Erro do tipo II: ndo rejeitar Hyp, quando Hy é falsa. A probabilidade

de se cometer o erro do tipo Il é dada por:

B = P(n3o rejeitar Hy|Hp é falsa) = Py(6(X) =0),0 € ©,
Py, (6(X) =0) = P(X > 150|u = 145, 0 = 12)

Prof. Caio Azevedo
Testes de hipdteses estatisticas



Mecanismo de teste

m Resumidamente, temos:

realidade nao rejeitar Hy rejeitar Hyp
Hp é correta  decisdo correta  erro do tipo |
Hp é falsa erro do tipo Il decisdo correta

m Seja X uma va com fdp fx(x;0), @ € © C R¥ e considere as
seguintes hipdteses:

Hy:0€0Ogvs H :0 €06,
m Para testar as hipdteses acima, vamos considerar uma aa de
tamanho n de X, denotando por X o espaco amostral.

mSeja RC X, R:{x € X : H, é rejeitada}. Tal conjunto é chamado
de regido de rejeicdo ou regido critica. OBS: seu complementar (R€)
é chamada de regido de aceitag3o.

m No exemplo, temos que: R = {x € X, x < 150}
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Mecanismo de teste

m Assim, o teste para testar Hy é dado por:

5(x) = 1, se x € R (regido critica)
1 0, se x € R° (regido de aceitagio)

m Note que X = RU R°. Note, ainda, que §(X) ~ Bernoulli(Pp),
Py = Pg(x S R)

m Def: Seja S um teste (funcgdo teste) para testar as hipSteses
Hy: 0 € ©g vs Hy : 8 € ©1. Definimos a funcido poder do teste
como:

P(0) = Py(rejeitar Hp), 0 € ©(todo o espago paramétrico)
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Mecanismo de teste

m Seja R a regido critica, entdo:

() = Py(X €R),VocO
= Pp(6(X)=1),v0 €©

m Essencialmente, um bom teste tem de ter as seguintes propriedades:

Y(fo) = Po(6(X)=1),V0 € ©g =a(b) =
’(/)(01) = P9(6(X) = l),VH €0 =1- (

o~ pequeno
)

=1- [~ grande

m Consequentemente, 8(0) = 8 = pequeno.
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Mecanismo de teste

m Exemplo: Seja X, ..., X, uma aa de X ~ N(6,100) e considere as
seguintes hipdteses:

Hy:0<75vs H;:0>75
a) Suponhamos que n = 25 e considere a seguinte RC (regido critica):

RC ={x € R",x > 75}. Temos que: © =R, Oy = (—00,75] e
@1 = (75, OO)

m A func3o poder é dada por:

W) = Py(6(X)=1)=P(X >75) =P (Xz_e > 752_9)

= P<Z>752_9),V9€@,Z~N(0,1)
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Mecanismo de teste

m Nesse caso, temos que:

9 73 75 77 79
¢(0) [ 0,159 0,500 | 0,841 0,977

b) Suponha agora que: RC = {x € R",x > 78}. Assim, temos que:

78 — 0
Plz>"2
(2>%5°)

0 73 75 77 719
4(0) [ 0,006 0,067 [ 0,308 0,691
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Mecanismo de teste

c) Suponha agora que n é desconhecido e queremos construir uma RC
(teste), fixando-se valores para a fungdo poder. Sejam:
¥(73) = 0,023 e ¢(77) = 0,977 . Assim

X —-173 c—173
P(w/ﬁ ~ 10/v/n

X —-77 c—T7
(10/ﬁ ~ 10/vn

m Assim, temos que:

a=2 o7 = 2 ., [ n=100
=2 150_77 =-2 c=175
Vn

m Exercicio: Construir o gréfico da fun¢do poder quando n = 100 (e n
=25) ec = T75.
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m Exemplo: Seja Xi, ..., X, uma aa de X ~ N(6,0?), o conhecido e
as hipdteses: Hy : 0 < 0 vs Hy : 6 > 0 e seja a seguinte RC:

RC:{XGR”:X_90>C},C>O

a/v/n

m Nesse caso, a funcdo poder é dada por:

w0 = P e) =P o)

= Py <z> c+ i?\}f)
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m Sejam 61 < 0, 01,0, € ©. Perguntas: ¥(61) < ¥(62)7?,
¥(01) > ¥(62)?. Note que:

—0 b0
o/vn ~ T oy

= P(Z> +90/\/9,)<P<Z>c+9;/_fi2>
= P(01) <9(6b2)

0o
01 <b, — —0;>—-0,—c+

m Portanto ¢(.) é crescente. Além disso, limg_, o, 1(6) =0 e
limg_ 0o ¥(0) = 1. Veja o grafico a seguir.

m Exercicio: Fixados ¢, 0y e o, encontrar n tal que (01) =, 61 e v,
fixados
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Funcao poder

- Ww(6o)

s
=
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m Def (Tamanho do teste): Seja ¢ a fungdo poder de um teste para
testar Hy : 0 € ©g vs H; : 6 € ©1. O tamanho do teste é definido
por:

a* = supgee, Po(rejeitar Hy) = supycg, Po(6(X) = 1)
= Note que a* = supycg,a(f).

m No exemplo anterior:

X — 6 0o — 0

(6% = Supeeeop (0’/\/3 > C) = Supge@OP (Z > C+ U/ﬁ)
= PQO(Z > C)
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m Exemplo: Seja Xi, ..., X, uma aa de X, X ~ N(0,25). Considere as
seguintes hipdteses: Hy : 0 < 17 vs Hy : 6 > 17.

m A regido de rejeicdo € dada por RC : {x ER" :x>17+ \%}

m Nesse caso,

_ 5
ot = supeguP (X > 17 + \/E)
X_g 7+3-0
= SUpeS]JP <5/\/ﬁ > 5/\/\/7>

17-6
= supg<q7P (Z > 5v/n +1> =P(Z>1)=0,159

m OBS: Em geral, para se construir um teste “bom”, considera-se
a* = « e procura-se maximizar ¥(6),V0 € ©;.
m Exercicio: Repetir o exercicio anterior, com Hy : 0 < g e

H1:0>00eRC:{xeR’V X/gfl<c},c<0.
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m O uso do conceito de tamanho do teste apresenta problemas no
caso discreto. Isto, em geral, ndo ocorre para o caso continuo
(devido ao fato da fda ser continua e, em geral, crescente, no caso
continuo).

m Por exemplo: seja Xi, ..., X, uma aa de X, X ~ Bernoulli(),
6 € (0,1).

m Suponha o interesse em testar Hy : 0 = 6y vs Hy : 0 = 01 (60 < 61).
Para isso, considere a seguinte RC:

RC={x¢€ {0,1}”,ZX,' >k

i=1
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m Admita que desejamos construir um teste de tamanho o fixado,
isto é:

Q
|

¥ = supgeo,P (Z X > k) = SUPgeo, Z (7)9’(1 — )"

i—1 =k

n
> <n> 04(1 — 60)"
=
m Suponha agoraque n=10e Hy: 0 =1/4 vs H; : = 3/4. Assim,
temos que:
a) Sea* =0,0197, k = 6.
b) Se a* = 0,0781, k = 5.
c) Se o™ = 0,05, entdo ndo existe a RC.
m Exercicio: No exercicio da aa da N(6,02), 0% conhecido, para testar

H0:0§00vsH1:9>90,comRC:{XGR”:573%>c}.

Encontre ¢ de forma que que se tenha um teste de tamanho a™*.
m Obs: O valor ¢ é chamado de ponto critico (separa as regides de
aceitagdo de rejei¢do).
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T(X)= ffﬁ% é chamada de estatistica do teste.

Note que § = g(T(X)).
Def: Para a* € (0,1), (& = a*) um teste com fungdo poder (0) é
um teste de nivel « se

Sup@eeow(e) <a

m No exemplo anterior, o teste de nivel o = 0,05 é dado por
RC: {x e {0,1}", >0 1 x > k} , P, (Z,'-’Il Xi > k) <0,05

m OBS: De um modo geral, dada as hipéteses e as suposicoes
define-se:

a) Uma estatistica do teste.

b) A forma da RC, em fun¢3o dos pontos criticos ¢1, ¢, ..., Ck.

c) Determina-se, com base em 1) e 2), os valores de ci, ..., ¢k , para um
dado nivel de significancia (nominal) c.
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m Teste aleatorizado: Um teste S para testar Hy : 0 € ©¢ vs
H; : 6 € ©, é dito ser aleatorizado se para pelo menos um x € X, 3
uma probabilidade de se rejeitar ou ndo Hy.

m Exemplo (da Bernoulli): Seja o seguinte teste:

1, se >0 1% >6
S(x)=14 7,5 >r xi=5
0,se i, x <5

m Se 6(X) =1 ou se §(X) = 0, rejeitamenos e ndo rejeitamos Hy,
respectivamente. Se 6(X) =+, v € (0,1), simulamos uma
Bernoulli(+y) e rejeitamos Hy se o valor observado for igual a 1
(sucesso), caso contrdrio, ndo rejeitamos.

m Uma das utilidades desse tipo de teste é garantir o nivel de
significancia do teste.
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m Neste caso, temos que:

af = alf)=E((X)=1xP (ZX; > 6) +9P <ZX,- = 5)
i=1 i=1
— 0,0197 +~0,0781
~0,05-0,0198

m Def: Um teste S com funcdo poder ¢(.) é dito ser n3o viciado se:

Y(O") <P(0),v8" € O, 0 € O,
(a8 ) <9(9))
m Exemplo: Seja Xi, ..., X, uma aa de X ~ N(0,0?), o conhecido.
Sejam as hipdteses: Hy : 0 < 0gvs Hy : 0 > 6y, p € R e

RCz{xER”:f/_j%>c}.
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m Assim, temos que:

¢(9)_P(Z>c+i°/¢§>,voee (1)

m Logo, como #(.) é crescente em 0, V0 € ©p e €Oy, 0 <0,
temos que: ¥(6 ) < ¥(0).
m Portanto o teste acima é n3o - viciado.

m Exemplo: Seja Xi, ..., X, uma aa de X ~ N(#,0%), 0 =0,03 e
considere as hipéteses Hy : 0 = 0y vs Hy : 0 # 6y. Para os testes:

1, se|x—6 > a
0,cc

1, sex>60y+ b
0,cc
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m Responda:

a) Determine a e b para n= 100 o = 0, 05
b) Os testes ¢1(.) e ¢2(.) sdo ndo viciados?

m Para ¢;, temos que [a)]:

o = Py, (rejeitar Ho|Ho é verdadeira) = Py, (|X — 6| > a)

(B )

IR (|z|> /\[>:0,05,Z~N(0,1)

m Pela Tabela da N(0,1), temos que

a

o/
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m Por outro lado, temos que [b)]:

1/14)1( ) = P(rejeitar Hy) = Py(|X — 6o| > a)
= 1-P([X =6 <a)=1—[P(X -6 <a)
— P(Y— (90 < —3)]

- =Pt ) P = o)

em que Z = X/ﬁ N(0,1).

m Note que:
m Quando 0 — 6y = ¢4, (0) = a.
m Quando 0 — —oo = ¢, (0) = 1.
m Quando 0 — oo = 4, (6) = 1.
m Quando 0 =60y + A, A > 0, temos que g, (0) > ¢, (6o).
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m Assim, ¢¢1(90) < w¢1(6), Vo € ©, (90 S @0) Portanto, ¢ é um
teste n3o viciado.

m Para ¢, temos que [a)]

o = P(rejeitar Ho|Ho é verdadeira) = P(X > 6 + b)
X — 6o b
p— P D p—— - - -
<a/ﬁ g o/ﬁ) %0

b
PlZ =0,05,7Z~ N(0,1
+ p(25) momz~mo

m Nesse caso,

b

——— =1,64 — b =0,0492
0’/\/E ) % b
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b) Temos que:

i) = PO = (S B0

6o — 0 b
- Pz
(2> 0+ o7%)
m Podemos perceber que 1)(.) é crescente (em ) e, assim, 3 6 € ©4,

1ﬁfﬁz (9) > w¢2(9)a (V‘9 € '90)
m Portanto, o teste ¢, é viciado.
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Teste Uniformemente mais Poderoso (Teste UMP)

m Seja C a classe dos testes para testar Hy : 6 € ©g vs H; : § € Oy.

m Um teste ¢ na classe C com fun¢do poder 1), é uniformemente mais
podereoso (UMP) se 14(0) > ¢'(6), 6 € ©1 = ©f e para 9'(.)
sendo a fungdo poder de qualquer outro teste em C.

m Nos focaremos na classe C dos testes com tamanho (ou nivel) a.

m Seja ¢ um teste. Denotaremos por ¢4 o poder desse teste. Assim,
estamos interessados no teste ¢, tal que

Ye(0) > 1,(0),V0 € ©1,Vn € C
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Teste Uniformemente mais Poderoso (Teste UMP)

= OBS:

a) Se Ho: 0 =00 vs Hi : 0 =061, o teste ¢ que satisfaz a condigdo
acima é dito ser mais poderoso (MP) ou seja:

Vo (61) = ¥n(61),Vn € C
b) Se R é a regido critica associada a fun¢3o de teste ¢(.), entdo
dizemos que R é a “melhor regido critica” para testar Hyp : 0 = 0 vs
Hy : 0 = 01 se, V regido critica A,
P(X € R|6 = 6:1) > P(X € Alf = 61) . r(61) > a(61)
m No caso geral em que Hp : 0 € ©g vs H; : 8 € ©4, temos que

¢R(9) = P@(X S R) > ’(/)A(e) = Pg(x S A),VG S @1
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Teste mais Poderoso (Teste MP)

m Teorema (Lema de Neyman-Pearson): Considere as hipSteses
Ho:0 =060y vs Hy : 8 = 071 e o teste com RC R, que satisfaz as
seguintes condi¢Oes:

C1:

| x € R,se f(x|01) > kf(x|60)
o(x) = { x & R,se f(x|01) < kf(x|60)

para algum k positivo.
G a=Py(X €R)
m Entdo:

a) Qualquer teste satisfazendo C; e G, é um teste MP de nivel a.

b) Se 3 um teste MP que satisfaz as condi¢des C; e (2, entdo, qualquer
teste MP de nivel «, é de tamanho a e qualquer teste MP de nivel «
satisfaz ;.
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Teste mais Poderoso (Teste MP)

m Prova: caso continuo:

a) Suficiéncia: note que o teste de tamanho « que satisfaz G, é de nivel
@, pois sUpgce, ¥(0) = Pg (X € R) = a.

m Seja ¢ o teste satisfazendo as condicbes C; e G, e seja ¢’ outro teste
de nivel a a.

m Se ¢ e ¢ sdo as funcdes poder de ¢ e ¢’, respectivamente; de Ci,
segue que:

A(x) = (6(x) — ¢'(x))(f(x]01) — kF(x|6o)) > 0,Vx € X(x)

(exercicio)
m Assim, temos que

0< / A(x)dx = (6:) — &/ (61) — k((60) — ' (60))(+)
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Teste mais Poderoso (Teste MP)

a) cont.

m Como ¢’ é um teste de nivel o, ¥'(6) < e
a—1'(6p) >0 — (6) — ' (6o) > 0. (exercicio)
m Assim, como k > 0 e de (*), temos que:

0 < A(x) < 9p(61) —9'(62) = ¥(61) > ¥'(61)
Ou seja, ¢ é MP do que ¢'.

b) Seja ¢’ um teste MP de nivel . De a), ¢ um teste MP que satisfaz
C1 e G, assim

P(01) > Y'(61)
V(1) < ¥'(61)
V(1) = ¢'(01)(x%)
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Teste mais Poderoso (Teste MP)

b) cont.

m Agora de (*) e (**), k > 0, temos que: () — ¢’ (6s) <0, que
implica que

a—1'(6) <0 — a <Y (6) 2

m Por outro lado, sabemos que ¢’ é um teste de nivel a, ou seja:

¥'(60) < 3)
m Portanto, ¢'(6o) = « de (2) e (3).
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Teste mais Poderoso (Teste MP)

b) cont.
m Como A(x) > 0 (pela equivaléncia de de 9(.) e ¥'(.)), temos que:

0 < [ Aldx = v(02) ¥/ (61) — K(6(06) ~ ¥/ (60) = O
() =0 (9(x) — & ()(F(xIo) ~ KF(x160) = A(x) =0
> (0x) ~ SR (xI8) ~ K (x]60)) = 0

Se ¢(x) =1 — f(x]|01) > kf(x|6o) — 1 — ¢'(x) =0, = ¢'(x) = 1.
Se ¢(x) =0 — f(x]01) < kf(x]6o), — —¢'(x) =0 — ¢'(x) = 0.
Ou seja ¢ = ¢'.

Portanto ¢’ satisfaz a C;.




Teste mais Poderoso (Teste MP)

m Para o caso discreto, o TMP converte-se em:

1,se f(x]01) > kf(x|6o)
d(x) = ¢ ~,se f(x]01) = kf(x|6o)
0,se f(x|61) < kf(x|6o)

para algum k positivo.
ma= Py (X €R)=Ep(d(X))
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Teste mais Poderoso (Teste MP)

m Exercicio: Seja Xi, ..., X, uma aa de X ~ exp(f) e Hy : 6 = 6y vs
Hy : 0 = 64, 01 > 0, encontre o MP para testar as hipdteses em
questdo. Temos que

m Assim:

- el Gra) e ()

* *
“ E xi > k* = k*(«a)
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Teste mais Poderoso (Teste MP)

m Em que k* é obtido através de a = Py, (31, X; > k*).
m Assim, pelo LNP um teste MP, de nivel o é dado por

1, se Y0 x> k*
9(x) = { 0, se >0, x < k*
a = P90 (27:1 X,' > k*)
m Note que Y Z, 1 Xi ~ gama(n,8). Além disso, sob Hyp temos
que W =2 ~ y3 .

m Portanto, para encontrar k*, podemos utilizar a seguinte relacdo:
2Y  2k*
a=Py | —> =P (W > k™)
) )

m Assim, podemos utilizar a distribuicio de x3, para encontrar k* ou
k**.
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Teste mais Poderoso (Teste MP)

m Corolario (LNP): Considere as hipéteses simples (do LNP). Seja
T = t(X) uma estatistica suficiente para 6 e gr(.;0) a fdp de T.

m Ent3o, qualquer teste baseado em T com RC S é MP de nivel « se
satisfaz:

C - { teS, se gr(t;01) > kgr(t; 0o)
1 t ¢ S, se gT(t; 91) < kgT(t; 90)

G a= PgO(T € 5) = Pgo(t(X) € 5)

m Dem: Em termos de X o teste baseado na estatistica T tem RC
R={xeR":t(x)eS}.

m Por outro lado, como T ¢ suficiente, f(x;0;) = h(x)g(t(x);0;),
i=1,2.
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Teste mais Poderoso (Teste MP)

m Parat € S, temos que:

fx(x; 01) > kfx(x; 00) — g7(t(x); 01) > kgr(t(x); bo)

m Analogamente, para t ¢ S, podemos verificar que:

gr(t(x); 61) < kgr(t(x); bo)

m Por outro lado, pelo LNP, 3 um teste MP de nivel «,

¢(t) B 1,se gr(t;ﬂl) > kgT(t;eo)
| 0,se gr(t;61) < kgr(t; 6p)

ea=Py(TeS).

Prof. Caio Azevedo
Testes de hipdteses estatisticas



Teste mais Poderoso (Teste MP)

m No caso discreto, temos que:

1,se g(t:01) > kg(t: 6p)
o(t) = q 7.se g(t:01) =kg(t: o)
0,se g(t:61) < kg(t : o)

e a = &y (A(T))-
m Exemplo: Seja Xi,..., X, uma aa de X ~ Bernoulli(#). Considere as
hipéteses Hy : 0 = 6y vs Hy : 0 = 61, 61 > 0y. Encontre o TMP.

m Note que
. 2iiaXiy _ n—3"" X
f(x,01) Sk 012:,7 (1 01) > k
f(X; (90) 00 i=1 X'(l _ 00)"727:1 X;
bu(1—60) ] [1-6]",
6o(1 —64) 1-6;
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Teste mais Poderoso (Teste MP)

m Como 61 > 6y — {%%ﬁf] > 1 (exercicio)

m Assim, temos que

' 0, 1-0
=N <A
m Portanto, pelo LNP, o teste MP é dado por
l,se Y0 x> k*
5(x) =14 7,se >0 xi = k*
0,se >0 x < k*

ea =Py (X1 Xi > k*) +7Pg, (71 Xi = k*) é o teste MP de
nivel . Sob Hp, T =Y""_; X; ~ binomial(n, 6).
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Teste mais Poderoso (Teste MP)

m Utilizando o coroldrio, teriamos:

gr(t; 1) ()OI —01)"*
St >k = > k
gr(t;bo) (1)06(1 — o)t
01(1—00)1°  [1—6,]" e N e
[90(1_01) > 10, k%t>k%§ x; >k

m Assim, o teste MP de nivel « é dado por:

1l,se t > k*

5(x) =14 7.se >orxi = k*
0,se t < k*

em que o = Pgo (27:1 X,' > k*) —|—7P00 (27:1 Xi — k*) Sob H0v
T =37, X; ~ binomial(n, 6p).
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Teste uniformemente mais Poderoso (Teste UMP)

m Coroldrio: Considere as hipéteses Hy : 0 € ©g vs Hy : 0 € ©f e um
teste que satisfaz as seguintes condi¢des:
1) O teste é de nivel a.
2) 36 € O, tal que Py, (X € R) = a.
3) Para 6 € ©g, dado em 2) e para cada §' € @y, 3 k' tal que:
b(x) = { x € R,se f(x;0") > k'f(x;60)
x & R,se f(x;0") < kK'f(x;60)

Ent3o, o teste acima é UMP de nivel «, para testar Hy vs H;. Obs:
o resultado também vale se (caso discreto):

1,se f(x;0") > k'f(x; 6p)
¢(X) = 7, S€ f(x; 91) - k/f(X; 90)
0,se f(x;0") < K'f(x; 0p)

com a = &y, (H(X)).
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Teste uniformemente mais Poderoso (Teste UMP)

m OBS: O resultado acima também é vdlido, com as devidas
modificacdes, se 3 uma estatistica suficiente T = t(X).

m Exemplo: Seja Xi,..., X, uma aa de X ~ exp(f) e considere as
seguintes hipdteses: Hy : 0 = 69 vs Hy : 8 > 0y, 3 um teste UMP?

a) Definamos: Hy: 0 =6y vs Hy : 0 =6, 6/ > 6.

m Para as hipéteses simples, vimos que a

{ n 1 1 -1 9/ n
el o2
i—1 ¢ o 6o

€ 6tima no sentido de levar a um teste MP de nivel o,
a=P(Y > k*)=P(W > k™), Y ~ gama(n,0) e W ~ x3,.

m Como @’ foi escolhido arbitrariamente, (n3o influencia a forma do
teste), pelos resultados anteriores, temos que esse teste é UMP.
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Teste uniformemente mais Poderoso (Teste UMP)

m Obs: No exemplo acima, se as hipdteses Hy e Hy fossem Hy : 60 < 6
vs Hy : 8 > 6, entdo o procedimento, para a obtencao do teste
UMP é considerar as hipéteses simples:

Ho:0=0yvs H :0=0,00<0y et >0

b) 0o € ©o, Po,(t(X) € S) = o = supyce,a(f) . A regido critica é
dada por: R={x € R": t(x) =Y., x; > k*} e a funcio poder
ao teste é dada por:

U(0) = Po(t(X) > k*) = Py (74 Xi > k*)

m Exemplo: Seja X; 9 exp(6) e considere as hipSteses Hy : 0 = 0y vs
Hy : 0 # 0p; 3 TUMP?

m Consideraremos as seguintes hipéteses:

a) H0:0:00VSH1:0:0,,QI>00.
b) H020=90VSH12029”,0”<90.
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Teste uniformemente mais Poderoso (Teste UMP)

m Temos que: em a) a RC é dada por
RC={xe(R")": ¥, x> k*} .Em b), temos que:

9//
G -w) (@)
i 1 1N\ [\
; = -+ I — ) k
el () )
Logo nesse caso, a RC serd RC = {x € (RT)", Y1 | x; < k** }:
m Portanto como a RC n3o é, necessariamente (as regides s&o

conflitantes), a mesma Vo' € ©1, entdo 3 teste UMP para testar
H0:9290VSH1:97500.
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Teste uniformemente mais Poderoso (Teste UMP)

m Exercicio: Seja Xi, ..., X, uma aa de X ~ U(0,0),6 > 0. Mostre
que:

1, sey, > b
Q, S€ yp SGO

¢1(x) I{

é um teste UMP de tamanho «, para testar Hyp : 0 < g vs
H; : 0 > 6y. Além disso, mostre que:

1, se y, > 0 ou y, < Hoal/”
0, caso contrario

P1(x) = {

é um teste UMP de tamanho « para testar Hy : 0 = g vs
H1 10 7& 90.
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Teste uniformemente mais Poderoso (Teste UMP)

m Def: Uma familia de fdp's {fx(.;0),0 € ©},© € R é dita ter razdo
de vereossimilhanga monétona (RVM) se 3 uma estatistica
T =t(X),V,02 > 01, ggzj; é uma fun¢do monétona (n3o
decrescente ou n3o crescente) em t(x) para

X € {fx(X;Ql) >0 ou fx(X;az) > 0}(fx(X; (91) 7& fx(X;HQ))

m Exemplo: Seja Xi, ..., X, uma aa de X ~ exp(6); X tem RVM?
Note que
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Teste uniformemente mais Poderoso (Teste UMP)

m Podemos notar que a fungdo acima é mondtona n3o decrescente em
t=>",x. Logo, X tem RVM n3o decrescente em

t(x) =>4 X

m Analogamente, X tem RVM ndo crescente em t* = — Y7 | x;.
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Teste uniformemente mais Poderoso (Teste UMP)

m Exemplo: Suponha que X tem fdp dada por:

N—
() (=)
(%)
m A distribuicdo de X tem RVM?
m Seja u2:u1+1>u1eg(x):%.

fx(x; 1) = ]1{0,1,...,min(n7u)}(x)

?
B Se x < x' — g(x) < g(x’). Temos que:

B I N—-—p—n+x
g(x)_u-i-l—x N—p

(provar)
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Teste uniformemente mais Poderoso (Teste UMP)

m Note que:

I N—pu—n+x
pw+1—x N—p
i N—py—n+n
w+1—x N—pu
< —(N—=n+1Dx<—(N—n+1)x" < x" >x

gx) < g(x) ¢

m Assim, X tem RVM ndo decrescente em t(x) = x.
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Teste uniformemente mais Poderoso (Teste UMP)

m Exemplo: Seja Xi,..., X, aa de X ~ U(0,8). Note que
_ 1
= o
m Assim, se 0 < 65, temos que:

fx(X; 9) ]]-(O,yn)(yl)]]'(o’e)(yn)

m Portanto, note que:

ﬁ>n se0<y, <8
g(yn) = (92 ’ Y !
oo, se 91§)ﬁ—,<92

m Logo, X tem RVM ndo decrescente em y,,.
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Teste uniformemente mais Poderoso (Teste UMP)

m Teorema: Suponha que a distribuicdo de X tem fdp dada por
fx(x;0) = exp{c(0)t(x) + d(0)} h(x), 6 € R e c(.) é ndo
decrescente em 6. Ent3o, X tem RVM n3o decrescente em t(x).

m Note que se 61 < 0, — c(01) < c(02) — c(62) — c(61) > 0. Assim,
temos que:

fx(x;0
P02 — eup ([e(62) — clB)]elx) + o(62) — d(6))
fx(x; 1)

m Portanto, Zggf; é n3o decrescente em t(x).

m Obs: Se fx(x;0) = exp{c(0)t(x)+ d(0)} h(x),0 € R e c(.) é ndo
crescente em 6, entdo X tem RVM nZo crescente em t(x).
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Teste uniformemente mais Poderoso (Teste UMP)

m Observagdo: Suponha que a func3o teste ¢ depende de uma
estatistica suficiente e completa t(X), isto é, ¢(x) = g(t(x)). Se ¢
é um teste UMP de tamanho « para testar Hy : 8 € ©g vs
Hy : 0 € ©4, entdo ele é dnico. Dem: Seja ¢* um outro teste UMP
de tamanho «, ¢*(x) = f(t(x)). Assim, temos que:

a = &(¢(X)) = (9" (X)), V0 €
= &(o(X) —¢"(X)) =0
= &E(g(t(X)) — F(¢(X))) = 0 = &E(h(t(X))) =0

m Como T é completa, h(t) =0, Vt € B. Assim, g(t) = f(t), Vt € B,
= Pp=d*=¢, = ¢(x)=0*(x),VxeX.
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Teste uniformemente mais Poderoso (Teste UMP)

m Exemplo: Seja X ~ Cauchy(6,1), 6 € R = ©. A distribuicdo de X
tem RVM? Seja 6, > 01 e

1
f(x;62) _ miFe—o] _ 1+ (x = 6)°

g(x) = =
f(x; 61) m 1+ (x—61)2

m Note que, limy__o g(x) = limy_00 g(x) = 1. Logo g(x) ndo tem
comportamento mondtono nem n3o crescente e n3o decrescente.
Logo X ndo tem RVM.

m Teorema: Suponha que a distribuicdo de X tem RVM ndo
decrescente em t(x). Para testar Hy : 8 = 6y vs H; : 6 > 6y, o teste
da forma:

1, se t(x) > ¢

o(x) = { 0, se t(x) < c
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Teste uniformemente mais Poderoso (Teste UMP)

1, se t(x) > ¢
d(x)=<( yseset(x)=c
0, se t(x)<c
em que a = Ey(PH(X)) (em ambos os casos) é UMP de nivel a.
m Dem: Considere as hipéteses Hp : 0 = 6 vs Hy : 0 = 04, 01 > 6, 61
fixo. Ent3o, pelo LNP, o teste:

f(x;61)
1, se F(x0) > k

P(x) = { 0, se féx;elg

f(x;@g)

< k

é MP de nivel o, & = Py,(X € R). Como a distribuicdo de X tem
RVM n3o decrescente em t(x), entdo ;gz;; é ndo decrescente em

t(x). Logo (graficamente, préximo slide):
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Teste UMP e RVM

f(x;01)
f(x;600)

t(x)
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Teste uniformemente mais Poderoso (Teste UMP)

m Portanto, o teste ¢(.) é equivalente a

b(x) = { 1, se t(x) > ¢

0, se t(x) < c
em que o = Py (X € R) = Py, (t(X) > ¢), como 6; foi escolhido
arbitrariamente o resultado segue.

m Raciocinio andlogo pode ser aplicado a um teste aleatorizado.

m Obs: O resultado também vale se as hipSteses forem: Hy : 6 < 6; vs
Hy 1 0 > 0. Nesse caso, o = supycg,Po(X € R).
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Teste uniformemente mais Poderoso (Teste UMP)

m OBS: Sejam as hipdteses do teorema anterior, suponha que X tem
RVM n3o crescente em t(x) e 3 Oy tal que o = Py (X € R),
0o € ©p. Entdo o teste:

1, se t(x) < c
P(x) =1 vset(x)=c
0, se t(x) > c
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Teste uniformemente mais Poderoso (Teste UMP)

m E UMP de nivel o para testar Hp : 6 = 00(0 < 6p) vs Hy : 0 > 6.
m Dem: Exercicio (andlogo ao caso anterior).

m Exemplo: Seja X com distribuicdo hipergeométrica com fdp dada no
exercicio anterior. Considere as hipdteses Hy : = o vs Hy @ pp > pg
3 um teste UMP?

m Vimos que X tem RVM n3o decrescente em X. Pelo LNP, temos que

1, sex>c
d(x) =4 7v,sex=c
0, sex<c

em que a = &, (#(X)), é um teste UMP.
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Teste uniformemente mais Poderoso (Teste UMP)

m Teorema: Suponha que X tem RVM n3o decrescente em t(x). Para
testar Hy : 0 < 6p(0 = 6p) vs Hy : 6 > 0, qualquer teste da forma:

1, se t(x) > ¢
d(x) =< 7,set(x)=c
0, se t(x) < c

tem fungdo poder n3o decrescente em 6.
m Exercicio: Seja X, ..., X, uma aa de X ~ lognormal(u, o?).

a) Prove que fx(.;0), @ = (u,0°) pertence a familia exponencial
(completa).

b) Obtenha os EMM e o EMV de 6.

c) Para o2 conhecido, obtenha as esperancas e variancias do EMM e do
EMV de p?

d) Para o? conhecido, 3 um teste UMP de tamanho « para testar
Ho:p < povs Hi:p > po?
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Teste uniformemente mais Poderoso (Teste UMP)

m Observacdo: Sejam as hipdteses Hy : 6 > 6y vs H; : 6 < 6. Entdo
se a distribuicdo de X tem RVM n3o decrescente (ndo crescente)
tem t(x) ent3o:

Nao decrescente

1, se t(x) < c
o(x) = { s t(x) = ¢
0, se t(x) > c

e Nao crescente

1, se t(x) >c
P(x) = vset(x)=c
0, se t(x) < c

em que a = &y, (¢(X)) e c é obtido dessa relagdo sdo testes UMP,
respectivamente.
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Teste uniformemente mais Poderoso (Teste UMP)

m Prova: Exercicio considerar Hy : 0 = 0 vs Hy : 0 = 6’ (6 > 0y,
0 < 90)

m Exemplo: Seja Xi, ..., X, uma aa de X ~ Poisson(#). Determine, se
existir, um teste UMP para testar Hy : 0 = 6y vs Hy : 6 < 6.

m Note que

fx(x;0) = exp {In(&) zn:x,- - n9} h(x)
i=1
= exp{c(0)t(x) — d(6)} h(x),

como c(6) = In(#) é crescente em 0 e X € FE;(0), temos que a
distribuicdo de X tem RVM nio decrescente em t(x) = > i, x;.
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Teste uniformemente mais Poderoso (Teste UMP)

m Logo, um teste UMP é dado por:

l,set<c
oty =< 7v,set=c
0,set>c

em que a = E,(&(X)) = Pa, (S04 Xi < €) +7Pa, (D74 X; = c)
m Em particular, se @« = 0,05, 0 =2, n=17, c = 8, temos que:
Soi1 Xi ~ Poisson(nf) e Py, (37 Xi <8) =0,032 e
Py, (27:1 X = 8) =0,030. Assim

0,05 — 0,032

=0,61.
0,030 0.6
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Teste uniformemente mais Poderoso (Teste UMP)

m Exemplo: Seja X uma va tal que:
efxfe
f(x;0) = ——=1
() = g IR ()
m Existe um teste UMP para testar Hyp : 0 < 6y vs Hy : 0 > 6. Seja
01 < 0> e g(x) = 753,

m Sex<x 5 g(x) < g(x).
= Note que, se

x < X =5 —x>-xse*>e¥ (4)

0, < 0 — —0;>—0,— 6_91 > (9_‘92 (5)
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Teste uniformemente mais Poderoso (Teste UMP)

m De (4) e (5), temos que:

e (e —e7%) > e_xl(e_e1 —e )

m Por outro lado,

—X— —X— —Xx— 2
g(X) _ e 02/[(1 +e 92)2] _ e—(92—91) lte n
e—X—el/[(l _|_ e—X—91)2] 1 _|_ e—X—tgz

m Além disso

2 ’ 2
140 14 e ~0
/ —(62—67) —(62—067)
g(X) < g(X)He ’ ' (1+6X92> <e ’ ' <1+eX’92

Q+e™ M) A+e ") < (1+e ) (1+e )
efX'*GQ _|_e7X701 < efx’791 +e*X*92
e ¥ [e” —e M) < e [e % — e

X

!’
& e >eX o X <x

Prof. Caio Azevedo
Testes de hipdteses estatisticas

T Tz



Teste uniformemente mais Poderoso (Teste UMP)

m Logo, X tem RVM n3o crescente em X. Assim, temos que

¢>(x):{ 1, sex<c

0, sex>c

em que o = Py, (X < ¢) é um teste de UMP de nivel a.

m Exercicio: Seja Xi,...X, aa de X ~ N(0,0?), 02 conhecido, 3 um
teste UMP para testar: Hy : 0 = 6y vs Hy : 0 > 6o, (6 < o)

m Exemplo (exercicio anterior): Sejam 6, < 6;. Note que:

fe(xi02) _ exp{zm [S (6 —%)* + n(x — 62)°] }
fx(x:01) exp {557 [X1L1(xi = X)2 + n(x — 01)?]}

01 — 0 < n(63 — 62
exp{ L S 1)}

i=1
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Teste uniformemente mais Poderoso (Teste UMP)

m Assim, X tem RVM n3o decrescente em t(x) = .7, x;. Entdo o
teste

5(t) = { 1, se t(x) > ¢

1 0, set(x)<c

em que a = P(t(X) > c) é um teste UMP de nivel a. Para obter ¢
note que:

a = Py, ();_90 > (% - 90) /cﬁ) = Py,(Z > c*),Z ~ N(0,1)

m Assim, rejeitamos Hy se (¢* = z1_,)

X —6 o
0 > o X>z1_0——+ 0

o/ NG

Prof. Caio Azevedo
Testes de hipdteses estatisticas



Teste uniformemente mais Poderoso (Teste UMP)

m Dessa forma, a funcdo poder do teste é dada por:

b(O) = Py(Z>c") = Py <X > zl_a% + eo)

[ <():/?/§ > 7o+ 90/_\/950)

= OBS: No exemplo acima, f(x;60) = h(x)exp {c(0) X", x; + d(0)},
em que c() = . Como c(.) é n3o decrescente em 6, entdo a
distribuicdo de X tem RVM n3o decrescente em t(x) =Y. x; e 0
resultado anterior segue.

m Coroldrio: Se a distribuicdo de X ¢é tal que
fx(x;0) = h(x) exp {c(0)t(x) + d(#)}, em que c(.) é uma fun¢io
monétona em 6. Entdo 3 um teste UMP para testar Hy : 0 < g vs
Hy: 0 > 6.
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Teste uniformemente mais Poderoso (Teste UMP)

a) Se ¢(.) é ndo decrescente em 6, entdo o teste de tamanho o UMP é
dado por:

1, set>c

p(t)=4 7, set=c
0,set<c

em que ¢ é obtido através de a = Eg, (¢(T)).

b) Se ¢(.) é ndo crescente em 6, entdo o teste de tamanho o UMP ¢
dado por:

1, set<c
p(t)=4q 7, set=c
0,set>c
em que c é obtido através de oo = &y, (H(T)).
m Prova: Exercicio.
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Teste uniformemente mais Poderoso (Teste UMP)

m OBS: Se as hip6teses forem Hy : 60 > 0y vs Hy : 6 < 6g, e se c(.) é
n3o decrescente em 6, entdo o teste UMP de tamnho « é dado por :

1, set<c
d(x)=1 v,set=c
0,set>c

em que ¢ é obtido através de a = Eg, (¢(T)).

m Se ¢(.) é n3o crescente, entdo um teste UMP de tamanho « é dado
por:

1, set>c
d(x)=4 v,set=c
0,set<c

em que c é obtido através de oo = &y, (H(T)).
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Teste uniformemente mais Poderoso (Teste UMP)

m Se X tem RVM n3o decrescente em t(x), entdo (é possivel provar)
que, se 07 < 65:

Po,(t(X) > c)
P, (t(X) < ¢)

Py, (t(X)>c) e
Po, (t(X) < )

IN IV

mSeHy:0<60gvs H :0>6ye
m X tem RVM n3o decrescente: ¥(6) = Py(t(X) > c). Temos que:
W(602) > 4(61), Vo1 < 02
m X tem RVM nio crescente:

[ 1, set<c 1, set">c”
5(X)7{ 0,set>c Hé(x)f{ 0, set" < c”

em que t* = —t e ¢ = —c, X tem RVM n3o decrescente em t*(x).
m Do item anterior, segue que ¥(.) é crescente em 6.
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Teste uniformemente mais Poderoso (Teste UMP)

mSe Hy:0>06yvs Hy : 0 < 6y. Se X tem RVM n3o decrescente,
entdo:

1, set<c
6()()_{ 0,set>c

m Portanto, ¢(6) = Pp(t(X) < ¢) tem um comportamento monétona
nao crescente e o resultado segue.

m Teorema: Seja X com distribuicdo
fx(x;0) = h(x) exp{c(0)t(x) + d(#)} (ou mesmo fora da FE,
contanto que X tenha RVM em t(x)), em que ¢(.) é uma fungio
mondétona em 6 e considere as seguintes hipdteses:

Hy:0<610uf>6, H :0; <0 <6,
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Teste uniformemente mais Poderoso (Teste UMP)

m Entdo, 3 um teste UMP de tamanho «, tal como se segue:

a) Se c(.) é ndo decrescente entdo

1, sea <tx) <o
o(t) =< i, set(x)=¢,i=1,2
0, c.c.

em que ¢;'s sdo obtidos das equac¢bes

o = & 0(1)i=1,2
a = Pgl(Cl < t(X) < C2) +’71P91(t(X) = C1)
a = sz(Cl < t(X) < C2) +’}/2P92(t(X) = C2)
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Teste uniformemente mais Poderoso (Teste UMP)

m Ent3o, 3 um teste UMP de tamanho «, tal como se segue:

b) Se c(.) é ndo crescente entdo

o(t) =

~i, se t(x) =c¢i,i=1,2

1, se t(x) < 1 ou t(x) >
0, c.c.

em que c/s s3o obtidos das equacdes

o, ((1)),1 =1,2
= Pal(t(X) < c1 ou t‘(X) > Cz) +’y1Pgl(t(X) = C1)
Py, (t(X) < c1 ou t(X) > @) + 72Ps, (t(X) = )
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Teste uniformemente mais poderoso n3o viciado (Teste
UMPNV)

m Sabemos que, sob certas condi¢bes, 3 um teste UMP para testar

H0:0§01 oul>06,vs H : 01 <0 <0,

Mas, para testar hipdteses da forma :

a)H0:91<9<92vsH1:9§91 ou 6 >0,

b) H0:0:60 VSH1207£00

nem sempre ha. No entanto, podemos obter testes UMP, por
exemplo, restritos a alguma classe de testes, como os n3o viciados?
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Teste UMPNV

m Def: Seja Xi, ..., X, uma aa de X com fdp fx(.;0), 6 € © CR. Um
teste ¢(.) de nivel «, para testar Hy: 0 € ©g vs H; : 6 € ©1 = ©f é
ndo viciado se,

Eo (P(X)) > a, V0, € O1 e Ep, (H(X)) < a, V0, € Op
m Exemplo: Seja Xi, ..., X, uma aa de X ~ N(6,02), o conhecido e

considere as hipéteses: Hy : 6 = 0y vc Hy : 0 # 0y, temos que

1, se [Vn=2|>c
0, cc

a) i(x) = {

é um teste ndo viciado (o = supycg, 1(0)), se o2 for conhecido.

Prof. Caio Azevedo
Testes de hipdteses estatisticas



Teste UMPNV

m Também é n3o viciado o teste

1, se |Vn=2|>c
0, cc

b) 8(x) = {

se o2 for desconhecido, em que s? = —L- 37 (X; — X)2.

m Teorema: Seja Xi,..., X, uma aa de X com
fx(x;0) = h(x)exp{c(9)t(x) + d(#)}, 6 € © C R. Para as
hipdteses :

Hy:0, <0 <0,vsH;:0<0; ou>0b,

ou

H, =0 =6q vs Hy : 6 6
em que ¢(.) é uma fungdo mondtona n3o-decrescente em 6. Entdo 3
um teste UMPNV de nivel o dado por:
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Teste UMPNV

m Cont.
1, se t(x) < c; ou t(x) >
0(x)=4 7, t(x)=c,i=1,2
0, cc
em que ¢i, ¢z, 1 € Y2 sao obtidos (para a hipStese Hy : pelas

equagdes: o = &y, (¢(X)). Sob Hy, as constantes em questdo sdo
obtidas a partir de:

a = Egy(H(X))

m Obs: O resultado também vale se X tiver RVMND em t(x).

m Obs: Sejam 713 =y, =0 e H} vs H. Temos que
a = Py (t(X) < ct Ut(X) > ).

m Exemplo: Seja Xi, ..., X,, uma aa de X ~ N(u,0?), 0® conhecido.
Obtenha um teste UMPNV para testar Hy : 0 = 0y vs Hy : 6 # 0p.
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Teste UMPNV

m Note que:

fx(x;0) = exp {c(0)t(x) + d(8)} h(x)

em que t(x) =37 x;, c(0) = 5.
m Ent3o, um teste mais UMPNV, de tamanho «, é dado por

o(t) = { (1): (s:ec t(x) < c1 ou t(x) >

em que a = Py (t(X) < a1 U t(X) > ).
m Uma vez que, sob Hp : ?(yf o) ~ N(0,1), o teste pode ser
reescrito como:

1, se YU(X = 6p) < ¢f ou XX — 6) > ¢}
¢(t) - 0. cc 7 7
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Teste UMPNV

mEZ= ?(Y— o), sob Hp, tem distribuicdo simétrica em torno do
0, tomemos ¢; = c e ¢ = —c. Assim, o teste pode ser escrito
como:

[ 1, se|z|>c
o0 ={ g5

z = g(i — 6p) e c é determinado, dado «, de modo que

a=P(|Z]| >c)=P(Z> > 2)=P(Y > c*),c" = c?

m Teste localmente mais podereso. Def: Um teste com fun¢do poder
¥(.) é um teste localmente mais poderoso (LMP) para testar:

Hy:0 <6yvs Hy : 0> 6
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Teste LMP

m Se, para qualquer outro teste com funcio poder 1)'(.), satisfazendo
¥(6o) = ¢'(6p), A > 0, tal que ¥(0o) > ¥'(6o), V € (00,60 + A).
Graficamente, temos:

m Podemos observar, entdo, que o teste LMP é aquele que possui
tangente maxima no ponto 6y. Ou seja, aquele em que

d
v(o)
do ),

é maxima. Se a distribuicdo dos dados é continua, ent3o:

/¢> )x(x dx — /d)(x —fx (x;0)dx

o= /(b(x)fx(x; 0o)dx
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Teste LMP

m E o teste LMP, pode-se provar, é dado por:

ox) = { 1, se & fx(x;0)|o=0, > kfx(x;6o)
0, cc

_ 1, se a% In fx(x; 0)|o=g, > k
0, cc

m Seja Xi,..., X, umaaade X ~ t(0,1,v), 6 € R, v € R" conhecido.
Queremos testar Hy : 8 < g vs Hy : 8 > 0y. Temos que:

o wH1)/2 [(v+(x—0)? —(v+1)/2
fx(x;0) = \/ﬁr(V/2)< ; )
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Teste LMP

m Portanto, vemos que:

(v +1)(x — 0)

an fx(x;0) = VT (x—0)

0

m Logo,

d v+1)(x—0)
— In fx( In f;
gg " Px(x Z”X(X" Zv+ (xi — 0)2
m Portanto, o teste LMP, é dado por:

(v+1)(xi—6)
d(x) = { AR ”+(X: oy >k

0, cc
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Teste LMP

m Dado «, k é obtido a partir de:

o =P, <Z (Zﬂ;(-Xi 5)2) g k) =P (Z Ti= k)

i=1

m Se n for suficientement grande, temos que:
T—&(T)
a= P n———= > k*
" (f V() >

emque T=2%". T, T; = % (discutiremos um pouco

mais sobre o assunto, na parte de Testes Assintéticos).
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Teste da razao de verossimilhancas

m Seja 0 € © CRK eseja L(0;x) = L(0) = fx(x;0) a
verossimilhanca considere as hipdteses:
Ho:0€©gvs Hy: 0 €0, =0§
m A estatistica da raz3o de verossimilhancgas é definida por
)\(X) _ SUPQEODL(G) _ L(efg)
supgcoL(0)  L(0)

em que 50 é a EMV de 0 sob Hy e 6 é a EMV sob o modelo
irrestrito (sob ©).

m A RC do teste é dada por A\(x) = {x € R", \(x) < c}.
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Teste da razao de verossimilhancas

m Observacdes:
a) 0 < A(x) <1.
b) De a), temos que ¢ suficiente escolher ¢,c € (0,1).
c) Temos que —2In A BELEEN X2 (sob certas condigdes de regularidade),
n—oo
em que g : é o ndmero de pardmetros sob o modelo irrestrito (Hi) -
nimero de pardmetros sob o modelo restrito.
m Exemplo: Seja Xi, ..., X, uma aa de X, X ~ N(p, 0?), o2
desconhecido. Considere as hipéteses Hy : = o vs Hy : o # po.
Sob Ho, fio = o, 03 = %IZLI(X; — po)?. Sob o modelo irrestrito,

temos que: 1 =X, 02 = 137 | (x; — X)?. Assim,

(2m)~"2(58) "2 exp { — 55 31, (i — o)}
(2m)="2(F) " exp {5k Sop (6 — X))
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Teste da razao de verossimilhancas

m Notando que "7, (x — po)? = D1, (i — X)? + n(X — po)?, temos
que:

n/2

52\ "2 1
)\(X) = <53) = 41 n n(Z—ji0 )2
2o (xi—x)?

m Sob Hy, note que T = @ ~ th_1, em que S = /52,

§2=_L 3" (Xi — X)?. Por outro lado, rejeitamos Ho

1 n/2
Mx) < co <cot?>ct
- 1+ -t - -
n—1
& t>c™out< —c" |t >
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Teste da razao de verossimilhancas

m Emquet= M s2 =150 (5 — %)

m Portanto, dado «, ¢** é obtido a partir de a = P, (| T| > ¢**), sob
Ho. Ou entdo, pela simetria da distribuicdo t, § = P(T > c**)

> f

em que ¢ pode ser encontrado de forma andloga ao caso anterior
(exercicio).

m Obs: Se o2 for conhecido, ent3o

RC—{xeR":‘M
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Teste da razao de verossimilhancas

m Exemplo Seja Xi, ..., X;, uma aa de X, em que
fx(x;0) = e =1y y(x). Determine a ERV para testar
H29S90VSH1:0>00.

m Temos que: L(0) = e "1, ,)(6), em que y; = min(x). Sob
Ho, temos que (6 < 6p) e

A Y se y1 < 6o
0 o, se y1 > O

= Sob o modelo irrestrito, 6 = y1. Logo

) 1, se y1 < 0o { 1, se y; < 6y
x) = =
l;_((%o))v se y1 > b e 1%, se y1 > fo
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Teste da razao de verossimilhancas

B Assim, RC={xeR": Ax)<c}={xeR":y; >c*}
em que, dado a, c* é obtido por

a = Pao(Y1 >c")= P@o(yl — o >c" —th) = 'Dgo(yl — o > ™)

m Sob Hp (neste caso, sob 6 = 6y, tamanho do teste)
Y1 — 0o ~ exp(1/n), ou seja: fy,(y1) = ne™™ 1o 0)(y1)-
m Exercicio: obter ¢** explicitamente.

m Exercicio: obtenha a fung¢do poder.
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Teste da razao de verossimilhancas

m Seja Xi,..., X, uma aa de X ~ N(6,02), 0% conhecido. Ache a erv
para testar Hy : 0 < g vs Hy : 6 > 6q.

m Sejam 0 e 05, 01 < 0, < B, entdo

—01 > =0y <> x; — 01 > x; — 0> < (X,‘ —91)2 > (X/—02)2

n

- Z(x,- —6,)* > Z(X; —62)°
i1 i=1

1 & 1
O a0’ < =55 ) (6 =02 5 L) < L(62).
i—1

i—1

m Portanto, sob Hp, 50 = 0.

m Por outro lado, sob o modelo irrestrito, 0 =x.
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Teste da razao de verossimilhancas

m Assim

Ax) = H00) _ @mot) exp {5 S, (x — b))
()~ (@ro?) e {~ gk T (%~ 97}

_ 1N 2 BN )
xp{ 507 2uic1 Xi g% Doim1 Xi — 35

1 noo2 . XN\, X2
exp{—os Sl + B L% - 5 )

_% [yz _ 2?90+6§]} = exp{;;[x_gop}

@
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Teste da razao de verossimilhancas

m Mas,

Ax) < c<—>exp{2;’;[x—90]2}<c
—-n . ._ 2 ﬁ, *
~ 7,2[)(_90] <|nc<—>7[x—90]>c

m Log, a RC é dada por:
Vn

RC={xeR"Ax)<c}= {xeR":U[x—Go] >c*}

em que, dado a, c* é obtido a partir de:
n —
o= Po, (2(X ~00) > ") = Po(Z > ")
Z ~ N(0,1). Exercicio: calcule a fung3o poder.
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Teste da razao de verossimilhancas

m Teorema: Seja T = t(X) uma estatistica suficiente para 6. Entdo
A(x) = A*(t(x)).

m Dem: Se T € uma estatistica suficiente, ent3o pelo CF,
fx(x;0) = h(x)g(t(x);0), em que, sem perda de generalidade,
podemos supor que g7(.;0) é a fdp de T.

m Portanto para x € X, entdo

)\(X) _ supeeeOL(G) _ Sup9€@0h(x)g(t; 9)
supgeoL(f)  suppeoh(x)g(t;0)
= w = A*(t(x))

supgceg (t; t)
m Note que, t(x) — g(t;0) = g(t(x);0) = L*(0; t(x)). Portanto,

A(x) = suPgeo, L (0: t(x)) _ L*(6o: t(x)
supgeol* (0 (X))~ L*(; t(x))
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TRV para populacdes normais

m Teste de médias: Sejam X, ..., X, aa de X ~ N(u1,0%) e Y1,..., Yim
aa de Y ~ N(uz,03), mutuamente independentes.
m Queremos testar Hy : p1 = po vs Hy @ uy # po. Algumas situagdes
de possivel interesse:
0? e o3 conhecidos (exercicio).
0% e o3 desconhecidos porém iguais (o3 = 03 = o?).
02 e o2 desconhecidos porém diferentes (problema de
Behrens-Fisher, pesquisar).
m Situagdo 2). Sob o modelo irrestrito, temos que: 13 =X, fix =,
~2 _ 1 2 21 2 _ 1 )2
0~ = n+m[(n - 1)Sx + (m - 1)5y]' Sy = n—1 Z?:I(Xi - X) '
2_ 1 n )2
Sy = g 2oim1Vi =)
m Sob Ho, tem-se que: fiy = fia = ip = 717 (PX +my) e
~> _ 1 n ~ \2 n ~ \2
90 = nim [Zi:l(Xi — fo)* + 21 (vi — o) ]
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m Pode-se mostrar que

m Assim,

Ax,y) =

X

nm2
Z(YI -y + ﬁ(f -y)?
z nm2
D =R+ T (x -y
i=1

(271‘5(2)) —(n4+m)/2

(271_&2)—(n+m)/2

exp {_2%3 >0 (i — fo)? + > (vi — fo)?] }

exp {—52r [ (i =X+ 2, (vi — ¥)

2 (ntm)/2
-\

1

(x=y)?
1+ n,:l}—imm (n—l)sf—}—}(/m—l)sf
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m Contudo, sob Hy, temos que:

X-Y ,
~ Yn+m—-2)
(n—1)S2+(m—1)S2
m Portanto,
n+m)/2
A(x,y) = L ]( |
YY) =TT e
1+ 2
m Logo,
2
Ax,y) < ce1+ Fy— > c(mm/2 25 o
n _
it > ¢

m Portanto, RC = {(x,y) € R : |t| > ¢*} em que, dado «, c* ¢

obtido através de § = P,,,—,,,(T > c*)ou § = Py —,,(T < —c*)
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m Caso geral: Sejam Xi1, ..., Xj,, uma aa de X; ~ N(u;, 0?),
i=1,2 ..k, j=1,2, .., n;, mutuamente independentes. Vamos
testar:
Ho :pa = po = ... = p vs Hi @ pj # pjr (para pelo menos uma par
(i,i")), com 0% = 03 = ... = 02 = 0% (desconhecidos).

m Sob o modelo irrestrito, as emv s3o dadas por:

1 n;j

P 2= %0

k ; - k k
2= J"]/ﬂ(xij X)) = 5 2ima(m = 1)sF en= 31, n.
m Sob Hy as emv sdo dadas por:

~ 1 \k ng
fiv = fiz = . —Mk—MOZX— Dlim1 2jey Xij €
75 = Z,_l 71 (% = Fio)?.

1

SIRSY
- X
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m Fazendo as contas, temos que

n/2
1

A(X1y ooy Xk) = (1—1—"_1f> (ver Mood pag. 437)
n—k

em que f é um valor observado de

F— Zf:l ni(x; —x)?/(k—1)  sobH, £
= =k o= =2 ~ " Flk—1,n—«
>ict Zj:l(xij —X;)?/(n— k)

m Portanto,

)

k—1 1
A < 1+ —fF>——
(X17 7xk) = ce 1+ n—k = C2/n

1 n—k
N | =0
- (cz/ n k—1
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m Assim, RC = {(x,y) € R": f > ¢}, em que, dado «, ¢ é
observado a partir de:

o= Plil:m:/J«k(F > Co), F ~ F(kfl,nfk)~

m Dados pareados: Sejam

();1 )( ); > Ny (1, E)

0’% pPO102 :|

pPO102 U%

m Queremos testar: Hy : 1 = po vs Hy :pn # po <> Ho t i — 2 =0
vs Hy @ pg — p2 # 0.

mSejaZi=X,—Y;,,i=12,..n,
Z; iid N(u — ,ug,o'f + 0% —2po103) = N(,u,z,O'%).

m Assim, testar as hipdteses acima, equivale a testar: Hf : puz =0 vs
Hy - pz #0.
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m Assim, testar as hipdteses acima, equivale a testar: H} : uz =0 vs
H1 Tuz 7& 0.

m Neste caso, a RC é dada por: RC={ze€ R":|t| > ¢} e
T = ﬁ ~ t(p—1), €M que 7 = %27:1 Z;,
52 =137 (Z—Z)? e ¢ é obtido a partir de
a=Pu,—o(|T| > ) ou § = Pu,—o(T > ).

m Exemplo: Igualdade de varidncias. Sejam Xi, ..., X,, aa de
X ~ N(p1,02) e Y1,..., Ym aa de Y ~ N(up,03). Queremos, testar
Ho : 02 = 03 vs Hy : 02 # 03.

m Casos possiveis:

1, 2 conhecidos.
W1, 2 desconhecidos.
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m Situagdo 1): Oy = {(af,ag) eRT o2 = 0%} e
0, = {(O’%,O’%) € ’R+2}.

m Sob o modelo irrestrito, temos que 67 = 1 37 (% — p11)? e

~2 L ZI l(yl ) .
u 50b Ho: 5 = 0% = i [ (i — m)* + X7, (vi — 2)?]

m Assim,
~o\ —(n+m)/2 ~o\ —N/2 f~o\—m/2
.y~ LB @ @@
’ - 2 =2\ n/2 j~o\—m/2 n+m)/2
L(ot,05) (1)~ / (73) / [nim (nEf—i—m&%)]( o/

(32/52)""

1 5% (n+m)/2
|77 (o8 +m)]
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m Sob Hp, temos que:

N 1. v/ Y L
533~ S (Yi— pl/m

n,m)

m Portanto,
\ £n/2
(x,y)= W
ntm
m Pode-se mostrar que lims_o A(x,y) = lims o0 A(x,¥) =0

m Exercicio:Estudar o comportmaneto de A(x,y) em fung3o de f.
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m Portanto, a RC é dada por:

RC = {(x,y) e R™™:X(x,y) <c}
= {(va)ERner:fSClOLI fZCQ}

m Dado «, para obter ¢; e ¢, podemos considerar:

(6] [0
E = PO'%:O'%(F S Cl) € E = PO'%:U%(F 2 C2)
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p-valor ou nivel descritivo - medidas de credibilidade

m As vezes, quando se testa uma hipdtese, é importante avaliar o grau
de certeza (credibilidade) da decisdo tomada (rejeitar ou ndo Hp)

m H3 muita discuss3o sobre o tema (medidas de credibilidade e
interpretacdo do p-valor).

m Suponhamos que, para determinadas hipéteses (Hp e H;), a RC seja
dada por

RC={xeR":t(x)> k}

m Se, apds observar x, calcularmos t(x) e notaemos que seu valor é
muito grande (em relagdo a k), estarfamos relativamente convictos
de rejeitar Hp.

m Ou seja, quanto maior for o valor de t, maior a evidéncia presente a
amostra, contra Hp.
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p-valor ou nivel descritivo - medidas de credibilidade

m Em um dado problema, a especificacdo da RC depende de « e k.

m Uma forma alternativa para se tomar uma decisdo é considerar o
valor observado x(t(x)) e o valor p (ou p-valor) que, para o nosso
exemplo, é dado por:

p(p — valor) = supyee, P(T = t(x)) = q(x)

m De um modo geral, dado que o teste depende de alguma estatistica

T, temos que
p = supgee, P(T “"exceder” o valor observado t(x))

m Note que a definigdo acima depende de Hy e H;.
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p-valor ou nivel descritivo - medidas de credibilidade

m Obs:

a) Como o valor p depende de x, entdo podemos considerd-lo como
uma va, ou seja, g(X) é uma estatistica.
b) Dado p = f3, o valor observado x, permite rejeitar Hy, para qualquer
nivel (ou tamanho) que n3o seja inferior a 3
m Por outro lado, se supycg, V() < S, inplica na nio-rejeicdo de Hp.

m Portanto, o valor p é o menor nivel de significincia (ou tamanho)
que permite rejeitar Hy, com base nos dados.

m Exemplo: Seja Xi,..., X, uma aa de X ~ Bernoulli(),6 € (0, 1).
Queremos testar: Hy: 0 <1/2vs H; : 60 > 1/2.

m Seja: RC={x€R": Y7, x; > k} (teste n3o aleatorizado).
m A fungdo poder é dada por 1)(0) = Pyp(T > k) e o tamanho é dado
por suppee, ¥ (f) = ¥(1/2)
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p-valor ou nivel descritivo - medidas de credibilidade

m Vamos considerar n = 10. Ent3o:
k Po, (T > k),00 =1/2

10 0

9< k<10 P(T =10)=0,0090
8<k<9 P(T>9)=0,0107
7<k<8 P(T>8)=0,0546
6<k<7 P(T>7)=0,1718

m Tomando a = 0,05 (nivel de significincia), entdo
RC ={x€{0,1}1°: t=100ut =9} e o tamanho é 0,0107.

m Se quisermos um teste com nivel o = 0,055, entdo
RC = {x € {0,1}1°: 37 ; x; > 8} e o tamanho & igual a 0,0546.
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p-valor ou nivel descritivo - medidas de credibilidade

m Se observamos t(x) = 8 entdo se a = 0,05, ndo se rejeita Hy e se
a = 0,055, rejeita-se Hp.
m Exemplo: Seja Xi, ..., X, aa de X ~ N(u,o?).
m Considere as hipdteses Ho : pt = o vs Hi : pu > po. Nesse caso, um

teste apropriado é dado por: {x € R" : t > ¢}, em que T = )g;\‘/‘g

sob Hy
~

m Assim, temos que p = P, (T > t(x)), t(x) = f/_\*/‘% T

m Se as hipdteses forem Ho : it = po vs Hi @ o # po. Um teste
apropriado para testar tais hipdteses é dato por
RC ={x € R":|t| > c}, em que a estatistica T (e t) é (sdo) como
anteriormente definida.

m Assim p=P(|T| <t)=1-2P(T > |t]).

tn-1)
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