Séries Temporais, Processos Estocasticos e

Transformacoes de Varidveis
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Modelos para Séries Temporais

m Os modelos utilizados para descrever séries temporais sdo processos

estocasticos, isto é, processos controlados por leis probabilisticas.

m Definicdo: Seja T um conjunto arbitrdrio. Um processo estocéstico é

uma familia

Y ={Y(t);te T},

tal que, para cada t € T, Y(t) é uma varidvel aleatéria (va ou v.a.).

m Como usual: Y(t) : varidvel aleatéria e y(t) : valor observado da

variavel aleatéria
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m Mais rigorosamente, Y(t) é uma fung3o de dois argumentos: Y(t;w),

parate T ewe Q.

m Para cada t € T fixado, Y(t;w) = Y(w) é uma varidvel aleatéria
definida sobre o espaco amostral 2.

m Para cada w € Q fixado, Y(t;w) = Y(t), é uma funcdo de t, ou seja,
uma realizagdo ou trajetdria do processo estocastico, ou ainda, uma

série temporal.
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llustracao grafica

f2(2)

Figura: Um processo estocastico interpretado como uma familia de varidveis
aleatérias
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Comentdrios (figura anterior)

m Olhando o grifico em funcdo de t x Z(t,w), para cada valor de w,

podemos tragar uma curva (representando um processo estocdstico).

m Olhando o gréfico em funcdo de t x fz(z), para cada valor de t, temos

uma densidade (“aparentemente” Gaussiana).

m 1(t) seria a média do processo
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llustracao Grafica 2




Comentdrios (figura anterior)

m Como na pagina 21 dos slides Introducdo, podemos definir varias
configuracdes de Processos Estocdsticos (ST), dependendo dos obje-
tivos/restricdes :

m Parat;, i =1,2, ..., nfixado. ST: por exemplo, os valores de Y(j)(t4),j =
1,2,..,m.

m Para t;,i = 1,2,...,n variando com em fun¢do de (j). ST: por exem-
plo, os valores de (Y(2)(t1), Y™ =(g,), ..., Y(’"*l)(t,,)).

m Para j,i = 1,2,...,m, considera-se o mesmo t;. ST: por exemplo, os
valores de (Y(l)(tg,), Y®(t3), ..., Y(m)(t3)).

m Paraj,i =1,2,...,m, considera-se uma transformacio de cada Y(j)(t,-).

ST: por exemplo, tomar algum tipo de média de cada curva.
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m Ao se definir um processo estocdstico é necessario introduzir trés ca-

racteristicas:
m O espaco onde estd definido o processo.
m O conjunto dos indices T.

m A estrutura de dependéncia das v.a.’s, Y(t),t € T.
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Cont.

m O conjunto de valores {Y(t),t € T} é chamado de espaco de estados
(S), do processo estocéstico, e cada valor de Y(t) é chamado de

estado.

m O espago de estados pode ser discreto ou continuo:
m No caso discreto Y(t) pode representar uma contagem, como o niimero
de transag¢bes de uma agdo, durante um dia.
m No caso continuo, Y (t) pode representar uma medida que varia con-
tinuamente, como o retorno de um ativo ou volume negociado, em

cada dia.

Prof. Caio Azevedo
9



m O conjunto dos indices T também pode ser discreto ou continuo.

m Caso o conjunto seja finito ou enumeravel, como por exemplo Z, o
processo diz-se com parametro discreto.
m Caso o conjunto seja um intervalo dos R, por exemplo, teremos um

processo com parametro continuo.
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Cont.

m Ede particular interesse a utilizagdo das chamadas distribui¢des finito-
dimensionais (DFD) (pois, na pratica, temos um conjunto finito de
observag¢Bes de uma ST).

m As distribuicdes acima sdo uma forma alternativa de definirmos um
processo estocéstico {Y(t),t € T}.

m Assim, dados ty,...,tx € T, entdo as DFD's correspondem as distri-

buicdes conjuntas de (Y (t1), ..., Y(t))', ou seja:

Fyi, ooyt o i) = P(Y(t1) <y, ooy Y() < i)
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Cont.

m Um problema é que na prética sé dispomos (em geral) de uma tnica
realizacdo do processo. Assim, para que seja viavel propor uma distri-
buicdo conjunta apropriada (segundo critérios estatisticos e em termos

do problema), certas restricdes tem de ser impostas.

m No caso dos processos estocdsticos, as restri¢des que devem (podem)
ser impostas s3o de dois tipos

m Na heterogeneidade temporal (como as DFD’s variam com o tempo).

m Na meméria do processo (estrutura de dependéncia).
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Restricoes na heterogeneidade temporal

m Pode-se assumir que a distribuicdo conjunta é invariante por translaces.
Ou seja, dado um subconjunto de indices de T, digamos {t; < tp < ... < tp,},
a restricao imposta a heterogeneidade temporal, em nosso caso, cor-

responde a assumir que as distribui¢cGes conjuntas de

{Y(t1), Y(t2),..., Y(tm)}

{Y(t1 +7),Y(to+7), ..., Y(tm +7)}

m sdo idénticasV 7 € ZT.
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Restricoes na heterogeneidade temporal

m Ou seja, V 7 € ZT, temos que: (do slide anterior)

P(Y(t1) < vy Y(tk) < yi) =

P(Y(tl +T)§y1,...,Y(tk+T)§yk) (1)

m Tais processos sdo chamados de estritamente estacionarios

m Em termos préticos é muito dificil ter-se e/ou conseguir verificar se

um processo é estritamente estaciondrio.
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Comentarios

m Em geral, o que se faz é considerar restricoes nos Momentos do pro-
cesso Estocdstico, i.e, £ [Yk(t)], k € Z*, em particular, nos dois
primeiros momentos, os quais sao dados por:

m Fungdo média: £(Y(t)) = u(t).
m Fun¢3o de auto-covariancia (facv):
W, ) = E[(Y(t) —u(n))(Y(e) - ur))]

EY ()Y ()] — p(t)p(t2)

Vti,tb e T.
= Em particular, se t; = t; = t, entdo (t,t) = £ [Y?(t)] — p?(t) =
V(Y (t)) = V(t) = o%(t) é a (funcdo) varidncia.
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Comentarios

m A facv fornece a estrutura de dependéncia temporal do processo es-
tocdstico (Y). Contudo, assim como no caso usual probabilistico, a
correlacdo é mais apropriada do que a covariancia, para tal fim.

m Fun¢do de auto-correlagdo (fac):

’Y(th t2)

Pt t) = 0 )

em que o(.) = y/a2(.).
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Restricao na Meméria do Processo

m Por outro lado, com relagdo a meméria do processo estocdstico (“grau
e ordem de dependéncia”), um caminho simples seria assumir que o
processo ndo tem memdria. Isto é, que ele seja ndo (auto-) correlaci-

onado ou independente.

m A restricdo de independéncia é muito forte e pouco plausivel, uma vez

que séries temporais apresentam algum tipo de dependéncia temporal.

m Assim, uma forma mais apropriada é considerar que para instantes
de tempo muito afastados a correlacdo seja nula. Dessa forma, o
processo tem memdria, mas esta vai diminuindo com o aumento dos

intervalos entre os instantes de tempo.
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Processos estacionarios

m De modo semelhante ao contexto dos modelos de regressdo (ME 613),
o numero de pardmetros tende a ser muito grande (maior do que
o nimero de observagdes), caso restricdes (modelagem) n3o sejam

consideradas (heterogeneidade temporal e/ou memdria do processo).

m Por exemplo, para t=1,2,...,n, teremos y,...,y, (n observacdes) e,

pelo menos n médias (u(t)) e n variancias (0(t)) para estimar.
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Processos estacionarios

m Portanto, faz-se mister reduzir o niimero de parametros para poder-
mos realizar processos inferenciais de forma adequada.

m Uma das estruturas (hipéteses simplificadoras) mais comuns é a es-
tacionariedade (que, a rigor, tem relagdo com a heterogeneidade

temporal e a memdria do processo).
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m Como dito anteriormente, a suposicdo de estacionariedade estrita

(Equagdo (1)) é dificil de ser avaliada (ser apropriada).
m Uma alternativa, é considerar uma estrutura de estacionariedade me-
nos rigida, restringindo somente alguns momentos.

m Consideraremos (ao menos na parte inicial do curso) ST que (mesmo

que sob alguma transformagdo) sejam fracamente estaciondrias.
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Processo fracamente estacionario

m Um processo estocastico {Y(t),t = 1,2, ...}, com segundo momento
finito £ {Yz(t)} < oo é dito ser fracamente estaciondrio (estaciondrio
de segunda ordem, estacionario no sentido amplo ou estaciondrio em
covariancia) se, se somente se:

E[Y(t)] = u (constante), Vt € T.
VIY(t)] = € [(Y(t) — p)’] = 0 (constante), Vt € T .

A fung3o de autocovariancia (facv) é tal que (Vti, t2, 7)

v(t1,2) = Cov[Y(tr),Y(t2)] = Cov[Y(t1 +7),Y(t2+ 7)]

= Yt+T1t+7)="Ff(t2—t1)
Ou seja, Vty, to, 7 € T depende apenas da distancia entre as obervacdes

e ndo dos instantes em si.
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Processo fracamente estacionario

m Com efeito, se t; = tp, + 7, temos que

Y(ta+7,t) = Cov[Y(ta+7),Y(t2)] = Cov[Y(7), Y(0)]

= '7(7—7 O) = '7(7_)’

pois |(ty +7) — o] = |7 — 0] = |7].
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Cont.

m Se u =0, entdo (1) = E[Y(t)Y(t + 7)].
m Assim, é possivel provar que (exercicio):
7(0) > 0.
Y(=7) =~(7).
[v(7)] < 7(0).

m Uma outra importincia (além da modelagem da dependéncia tem-
poral) da correta especificacdo da funcdo média e da facv deve-se
ao fato de que, se as distribuicdes finito-dimensionais de Y(t) sdo
normais (multivariadas), o processo estocastico serd totalmente co-

nhecido, em se conhecendo u e 7.

Prof. Caio Azevedo



https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_DNM_Ana_Multi_2S_2021.pdf

Cont.

m No caso geral, em que i # 0, temos que:

(1) = Cov[Y(2), Y(t +7)] = E[(Y(t) = p)(Y(t +7) — p)]

Vt,7 € T, dependa somente de 7 e n3o de t.

m Existem formas empiricas e inferenciais de verificar se uma ST é fra-

camente estaciondria (veremos algumas ao longo do curso).

m Muitas das classes de modelos que serdo vistas s3o apropriadas para

ST fracamente estacionarias.
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Cont.

m Se os dois primeiros momentos existirem, entdo

Estacionariedade forte — Estacionariedade fraca

m A volta sé vale se as distribuicBes finito-dimensionais de Y(t) (ou
seja, de (Y(t1),..., Y(tx))") forem normais (multivariadas) (Processo
Gaussiano).

m Sob estacionariedade fraca (V[Y(t)] = V[Y(t + 7)]), a fac torna-se

o(7) = Cov[Y(t), Y(t+7)] _ (7)
VYIYOIWY(IY e+ 1(0)

m A representacdo grafica da expressdo anterior (fac) é chamada de

correlograma.
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Cont.

m Como na prdtica, temos somente uma Unica realizacdo de um pro-
cesso estocdstico (isto é, uma tnica série temporal observada), pode-
mos calcular apenas as fun¢des amostrais (estimadores/estimativas),
considerando uma ST de tamanho n:

n
= Funcio média amostral: E(Y(t)) ==Y = %Z Y.
i=1

n

35 1 o\ 2
Funcs ianci tral: V(Y(t :Azsz Yi—-Y)".
m Fungdo varidncia amostral: V(Y (t)) =& n 2 ( )

m Fung3o de auto-covaridncia amostral: 7(7) = % Z (Y,- - 7) (Y,-+T - 7).
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Cont.

m Cont. (estimadores)

m Funcao de autocorrelagdo amostral:

o) =2 ;
7(0) 1 (v V)?

m As respectivas estimativas s3o dadas por:

m Fungdo média amostral: E(Y(t)) =p(t) =y =

» Funcdo varidncia amostral: V(Y (t)) = 5%(t) =
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Cont.

m Cont. (estimativas)

m Func3o de auto-covariancia amostral:

n—r

) == i = V) (ier =)

i=1

m Func3o de auto-correlacdo amostral:
1 n—r
h Z (i = ¥) isr —¥)
i=1
1< —\2
n ; (vi—¥)

m Na pratica, calculamos p(7),7 = 1,2,...,/, em que | < n é chamado

() _
1) =50 =

de lag (defasagem) méxima.
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llustra¢do do célculo das auto-correlagcdes (7 = 0)

Y1
Y> Yo

Yn—2 Yn—2 Yn—2
Yn—l Ynfl Ynfl e Ynfl
Y, Y, Y, .. Y., Y,
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llustracdo do célculo das auto-correlagdes (7 = 1)

Y1
Y> Yo

Yn—2 Yn—2 Yn—2
Yn—l Yn—l Ynfl e Ynfl
Y, Y, Y, ... Y., Y,
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llustracdo do célculo das auto-correlagdes (7 = 2)

Y1
Y> Yo

Yn—2 Yn—2 Yn—2
Ynfl Ynfl Yn—l e Ynfl
Y, Y, Y. ... Y, Y,
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Observacdo (Processo Estaciondrio)

m E possivel provar que (a;,/ = 1, ..., n ndo aleatdrios):

v (Z a,-Y,-) = ZZa,-aﬂ(i —_j) > 0.

i=1 j=1

m Dessa forma, um estimador para a varidncia acima, tem de gerar

estimativas > 0 com probabilidade 1, ou seja
. n n n
% (Z a,-Y,-) => > aaf(i—j)>0.
i=1 i=1 j=1

m O estimador (7) garante a restri¢do acima, mas o estimador 7*(7) =

n. . - ..
4(7), ndo. Contudo, ambos s&o viciados.
n—r
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m Bartlett (1946) mostrou que se uma ST apresentar um comporta-

mento puramente aleatdrio (essencialmente, as observagdes tem cor-
relacdo nula), entdo os estimadores dos coeficientes de auto-correlagdo
p(7) terdo distribuicio aproximadamente N (0,1), em que n é o ta-

manho da amostra (tamanho da ST).
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Cont.

m Assim, ndo é dificil demonstrar que o intervalo de confian¢a (as-
sintético) bicaudal, com por exemplo §% de confianca, para qualquer

p(7) serd dado por:

A7) 1
+ zs—
T 5\/5
em que P(Z < z) = 1+o 5, Z ~ N(0,1).

2
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Ruido branco (RB)

m Um outro processo estocastico bastante (til em ST é o chamado ruido
branco (“white noise”). Esse termo é emprestado da engenharia de
processamento de sinais.

m Dizemos que um processo {e(t),t € Z}, é um RB se as varidveis
aleatdrias (¢(t)) forem ndo correlacionadas, ou seja, se
Cov[e(t),e(t —7)] =0,Vt € Z e V7T #0.

m Tal processo sera estaciondrio se E[e(t)] = p e V[e(t)] = o2, Vt. Esse

tipo de RB sera bastante utilizado ao longo do curso.
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FAC e estacionariedade

m Um processo estaciondrio pode ser identificado por sua FAC, a medida
que esta vai para zero “rapidamente” (com o aumento de 7) para

processos desse tipo.

m O que é “rapidamente”? A dependéncia em relacdo ao passado dimi-

nui exponencialmente, por exemplo.
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m A funco de autocorrelacio (FAC) proporciona evidéncias sobre a esta-

cionariedade de uma ST. Tipicamente, séries temporais ndo-estaciondrias
apresentam FAC's com valores altos e significativos para muitas de-
fasagens.

m Nos quatro exemplos a seguir, simulamos n = 1.000 valores das ST
em que 0> = 4 e os demais pardmetros mencionados nos respectivos

slides.
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Exemplo 1

m Considere o seguinte processo (RB):

Y(t) = €(t),t=1,2,3,..
e(t) ~ NID(0,0?)

em que NID(p,0?) significa iid (independente e identicamente dis-
tribuidas) N(u, 0?).

m Y(t) é fracamente estaciondria? Notemos que, £(Y(t)) = 0,Vt,
V(Y(t)) = o2, Cov(Y(t),Y(t— 7)) =0. Logo, Y(t) é fracamente

estaciondria.
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llustracao grafica
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Figura: Exemplo 1
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Exemplo 2

m Considere o seguinte processo:

Yt = 6O+51t+6t,t:1,2,37...
et~ NID(0,6°),6; #0

Y: é fracamente estaciondria?
Y: — E(Y;) é fracamente estacion&ria?
Y: — Yi_1 é fracamente estaciondria?

Qual a intui¢do dos procedimentos (2) e (3)?

m Nos préximos dois slides discutiremos os quatro pontos acima.
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Temos que E(Y;) = dp + d1t, que ndo é constante. Assim, apesar de

que V(Y;) = 02 e Cov(Ys:, Yi_p) = 0, Vt,h > 1, o processo nio é
fracamente estaciondrio.
Defina Z; = Y;— E(Y}). Assim, pelo item 1), Z; = ¢; e, pelo exemplo

1, o processo em questdo é fracamente estaciondrio.
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Defina W; = Y; — Y;_1. Pelo enunciado, temos que W; = §; +
€ — €r—1. Assim, E(W,) = &1, V(W,) = 202 e Cov(W;, W;_y) =

Cov(et —e€r_1,€t—h—€t—p_1) = —V(€t_1) = —0%,se h=1e0, caso

contrdrio. Assim, o processo em quest3o é fracamente estaciondrio.
A intuicdo dos procedimentos (2) e (3) é buscar transformacgdes que

gerem processos que dependam apenas do RB e, eventualmente,

também de quantidades n3o aleatdrias.
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llustragdo grafica (0o = 1,9; = 0, 05)
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Figura: Exemplo 2
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Exemplo 3

m Considere o seguinte processo:

Yt = Yt—1+€t7t: 1,2,3,...

et ~ NID(0,6°),Yy =0

Y: é fracamente estaciondria?
Y: — Y:i_1 é fracamente estaciondria?

Qual a intui¢do do procedimento (2)?

m No préximo slide discutiremos os quatro pontos acima.
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Cont.

t

m Primeiramente, note que (exercicio) Y; Ze, (representagdo de
i=1

médias méveis). Assim, £(Y;) = 0, que é constante Vt. Mas,

V(Y;) = o?t, o qual n3o é constante em t. Além disso, Cov(Y;, Yi—r) =

t t—7 t—T7
Cov E €, E &=V E €¢; | = o?(t—7). Portanto o processo
i=1 =1 i=1

nao é fracamente estacionario.

m Defina W; = Y; — Y;_1. Pelo enunciado, temos que W; = ¢;. Assim,
E(W,) =0, V(W) = 02 e Cov(Wy, Wi_p) = Cov(es, €r—p) = 0, caso

contrdrio. Assim, o processo em questdo é fracamente estaciondrio.
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llustracao grafica
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Exemplo 4

m Considere o seguinte processo:

Yy = € —ae_1,t=1,23 ..

et ~ NID(0,0%),a0 # 0,60 =0

m Y, éfracamente estaciondria? Note que £(Y;) = 0, V(Y;) = 02 (1 + o?)

e Cov(Y(t),Y(t—7)) = Cov(er — aer_1,€t— 7 — Q€r_r_1) = —0?,

se 7 =1 e 0, caso contrdrio. Assim, o processo em questdo é fraca-

mente estaciondrio.
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Exercicio 1

m Considere o seguinte processo:
Yt = o+ Yt71+6t;t:172737'“
et ~ NID(0,0%),a # 0, Yo = 0(constante)

Y; é fracamente estacionaria?
Y: — Y:i_1 é fracamente estaciondria?
Simule t=1.000 observacdes com o« = 1 e o = 4, apresentando os

graficos da série gerada e do respectivo ACF.
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Exercicio 2

m Considere o seguinte processo:
Yt = ¢Yt—1+€t7t:172737-'-
et~ NID(0,0?), Yo = 0(constante)

Y; é fracamente estacionaria?

Y: — ¢ Yi—1 é fracamente estaciondria?

Para ¢ = 1,1, simule t=1.000 observacdes com o = 1 e 02 = 4,
apresentando os gréficos da série gerada e do respectivo ACF.

B Para ¢ = —1,1, simule t=1.000 observacdes com o = 1 e % = 4,

apresentando os gréficos da série gerada e do respectivo ACF.

Prof. Caio Azevedo




Para ¢ = 0,8, simule t=1.000 observacdoes com o = 1 e 0?2 = 4,

apresentando os gréficos da série gerada e do respectivo ACF.

@ Para ¢ = —0,8, simule t=1.000 observacdes com a = 1 e o2 = 4,
apresentando os gréficos da série gerada e do respectivo ACF.

Sob quais condi¢bes vocé acredita que Y;>1 seja estaciondria? Justi-

fique adequadamente a sua resposta.
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Transformacoes

m Como mencionado, uma das principais suposicdes a serem conside-
radas é a estacionariedade, uma vez que muitas das abordagens que

serdo vistas, dependem da validade de tal suposicio.
m Comumente, a ST original n3o apresenta tal propriedade.

m Uma forma de lidar com essa situagdo é através de transformacgdes

apropriadas.
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Transformacoes: operador diferenca

m Um operador bastante util e comum em ST é o chamado operador

diferenca(A), o qual é definido por:

AY: =Y. =Y

m Aplicando novamente o operador diferenca na equag¢do acimam vem
que:
A2Yt = A(Yt - Yt—l) =Y:— VY1 — (Yt—l - Yt—2)

Yi—2Yi 1+ Y2
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Transformacoes: operador diferenca

m A n-ésima diferenca é obtida recursivamente por:
A"Y, = A (A"Y)

m Normalmente, uma ou duas diferencas s3o suficientes para tornar uma

dada série estacionaria.
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Transformacao poténcia

m Proposta por Tukey (1957), dada por:

YMANA0
Y = g(v,) = (2)

InYy, A =0

m Casos particulares (além da transformac&o In(.)).
m A =1, entdo g(Y:) = Ve
m )\ =2, entdo g(V:) = Y2
B\ =1/2 entdo g(Y:) = VYe
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https://projecteuclid.org/journals/annals-of-mathematical-statistics/volume-28/issue-3/On-the-Comparative-Anatomy-of-Transformations/10.1214/aoms/1177706875.full

Transformacao Box-Cox

m Para mitigar problemas de descontinuidade (para A = 0), Box & Cox

(1964) propuseram:

Yr -1
A0
Y —g(vi)=<{ A (3)
InYe,A=0

m As transformagdes dadas em (2) e (3), sdo mais apropriadas quando
se busca obter normalidade da ST (ndo se prestam, a rigor, para a

obtenc3o de estacionariedade). Veja também aqui.
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https://rss.onlinelibrary.wiley.com/doi/abs/10.1111/j.2517-6161.1964.tb00553.x
https://rss.onlinelibrary.wiley.com/doi/abs/10.1111/j.2517-6161.1964.tb00553.x
https://www.jstor.org/stable/2348250

llustragdo grafica: Exemplo 2 (t x AY;)
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Figura: Exemplo 2 (transformagdo diferenca de ordem 1)
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llustracdo grafica: Exemplo 3 (t x AY;)
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Figura: Exemplo 2: (transformagdo diferen¢a de ordem 1)
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