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Introducao

m De posse de uma amostra aleatéria X = (X, .., X,)" de
X ~ F(,0),0 € © C Rk, desejamos construir funcdes de X que
preservem (ou contenham) o miximo de informac&o possivel (se

possivel tudo) sobre 6.

m Deseja-se que tais fungdes conduzam a conclusdes confidveis

(acuradas) sobre o pardmetro de interesse 6.
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Introducao

m Def: Uma fungdo T = t(X) : X — R é dita ser uma estatistica. Ela
nao pode depender do pardmetro 6.

m A informagdo que a estatistica T contem sobre 6 é induzida,
essencialmente, pela verossimilhanca (que depende do(s)
procedimento(s) amostral(is)/experimental(is) utilizado(s))

associada a X (aa) e a eventuais suposi¢des adicionais.
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Introducao

m Def: A verossimilhan¢a associada a uma aa X = (Xy,..., X;)’ de
X ~ Fx(.; 8) (com respectiva fdp fx(.; 0)) é dada por

L(0;x) = L(6) = H fx(xi; 0)

m Exemplo: Seja X; % Bernoulli(d), 6 € (0,1) e defina T = -7, X;.

Considere n = 3, assim

X ={(0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1),(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1),(1,1,1)}
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Cont. do Exemplo

m Defina o seguinte conjunto A; = {x € X' : t(x) = t}.
m Observe que os conjuntos A.s (A; C X') formam uma partigdo de X
pois
ANAy =0Vt £t Usep Ar = X
em que B={t e R,t(x)=1t},Vx € X.
= Note que: Ao = {(0,0,0)}, A = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)},
A ={(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)} e A3 = {(1,1,1)}.
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Representacdo grafica (Estatistica)

Espago amostral da estatistica
(suporte de sua respectiva
distribuigao)

Espago amostral do experimento
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Outros exemplos

m 1 (pardmetro de localizagdo):
m 7= t1(X) = %27:1 Xi :Y.

m T2 = t(X) = med(X), med: mediana.

mI3=Y1+ %, em que Y; é a i-ésima estatistica de ordem da
amostra X, ou seja Y1 < Y2 < ... <Y, = aos valores ordenados de

forma crescente, de X.
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Outros exemplos

m 02 (parametro de escala).
w T=n0(X) = L (X - X)*

n—

n To=0(X) = 5 (X6 - X).

n

IT3

% 27:1 |Xi - Y|

m Obs: Se x,y € X s&o tais que t(x) = t(y), entdo as inferéncias a

respeito de 6, considerando x ou y, serdo equivalentes entre si.
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Suficiéncia

m Em geral, ou conceitos vistos nesta parte, aplicam-se, com as devidas
adaptagdes, ao caso em que T é um vetor, ouseja T = (Ty,..., T,),
Ti =ti(X),j=1,2,...,r, bem como quando 6 for um vetor (8).

m Def: Uma estatistica T € dita ser suficiente para§ € © C R se a
distribuicdo conjunta da amostra condicionada em T, n3o depende

de 0, ou seja se

fx(X|t;0) = fx(X|t),VX e X.
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Suficiéncia

m Em outras palavras, dado o conhecimento de T, a amostra n3o
contem nenhuma informac3o relevante (adicional) a respeito de 6
(embora ela ainda possa conter informag&o relevante, e geralmente

contem, a respeito do modelo estatistico Fx(.,6)).

m No caso discreto, a definicdo anterior traduz-se em

Py(X =x|T=1t)=P(X =x|T =t),¥x € X.
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Suficiéncia

= Exemplo: Seja X; X Bernoulli(9),0 € (0,1). Defina T =37, X;.
Nesse caso, (notando que T ~ binomial(n, 6)), se
P(T(X) = t(x)) # 0, temos que:

PQ(X = X, T = t)
Pg(T = t)
02 (1— 0) 2 [T Lo,y (X0)
(1)61(1 — 0)"~ 110, ny(t)

1 n
@] H Lgo12,..ny(x)
t) -1

Po(X =x|T=1t) =
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Suficiéncia

m Por outro lado, se P(T(X) = t(x)) =0, teremos

Po(X =x,T =1t)

Po(X =x|T =) = 2

=0.

m Logo, como a distribuicdo de X|T = t n3o depende de 6, T é uma

estatistica suficiente para esse parametro.
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Suficiéncia

m Exemplo: Seja X; X Poisson(6), 6 € (0,00). Defina T =37, X;.
Nesse caso, (notando que T ~ Poisson(nf)), se
P(T(X) = t(x)) # 0, temos que:

Py X =x|T=1t) =

Po(T =t)
—né Z/ i n
_ %Hi 1 140,1,2,..3 (%)
- né no)t
= (a) ]1{012, (1)

- nrH _Hl{om
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Suficiéncia

m Por outro lado, se P(T(X) = t(x)) =0, teremos

Po(X =x,T =1t) _
PQ(T:t) -

Po(X =x|T =t) = 0.

m Logo, como a distribuigdo de X|T = t ndo depende de §, T é uma

estatistica suficiente para esse pardmetro.
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Suficiéncia

m O procedimento anterior é védlido quando T é uma vad. Se T for

uma vac, temos que

Py(T =t) =0,Vt € T (espago associado a distribuicdo T),Vf € ©.

m Teorema: Seja qr(t;0) a fdp de T = t(X). Entdo T é suficiente

para 6, se se somente se ;"T((’:Z; ndo depender de 0, sendo T discreta

ou continua.

m Prova para o caso discreto (para o caso continuo, veja Testing
Statistical Hypothesis (2005)).
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https://www.amazon.com/Testing-Statistical-Hypotheses-Springer-Statistics/dp/0387988645/ref=sr_1_1?crid=XPVIV83R122P&keywords=Testing+Statistical+Hypotheses+%28Springer+Texts+in+Statistics%29&qid=1661123715&sprefix=testing+statistical+hypotheses+springer+texts+in+statistics+%2Caps%2C222&sr=8-1
https://www.amazon.com/Testing-Statistical-Hypotheses-Springer-Statistics/dp/0387988645/ref=sr_1_1?crid=XPVIV83R122P&keywords=Testing+Statistical+Hypotheses+%28Springer+Texts+in+Statistics%29&qid=1661123715&sprefix=testing+statistical+hypotheses+springer+texts+in+statistics+%2Caps%2C222&sr=8-1

Suficiéncia (dem. do teorema)

m Temos que:

Po(X =x|T=t) = P"(X(_X:T)_t)
* (X: x) _ fx(x;0)
Po(T=1t)  qr(t:0)

(*) pois {fwe X¥: X(w)=x} C{we X: T(w) =t}




Suficiéncia

m Exemplo: Seja X; % U[0,0],0 € R*. Defina Y, = max{X}.

m Primeiramente note que:

1 1
fx(x;0) o H Lp,0(xi) = %]1[0,0](%)]1[0,;/"]()/1)
i=1

1
= o lpa(vn)lpe ().,

em que y; = min{x}. Com efeito, 0 < x; < 0,Vi+ 0 <y <y, <6.
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Suficiéncia: cont. exemplo

m Podemos ainda provar que:

n - Y
qy,(ym 0) = %y,',’ "(0,0)(vn) (exercicio)

m Portanto, temos que

1 ]1[0,y,.]()’1)

fx(x;0) g lpo(Va)lpy (1) 1
qv,(yn: 0) yn M 0,0y (vn) ny,

Logo Y, é uma estatistica suficiente para 6.
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Teorema da Fatoragdo (Neyman)

m Seja fx(.,0) a fdp de X = (X1,...X,), 0 € © € R. A estatistica
T(= t(X)) é suficiente para 6 se, se somente se, 3 duas fun¢des,

digamos, g, h, g : R" — R, h: R" — R™, tais que

fx(x; 0) = g(t(x); 0)h(x)

em que h n3o depende de 0 e g depende de x apenas a através de t.
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Teorema da Fatoragdo (Neyman)

m Prova (caso discreto): (—) Defina:

h(x)=P(X =x|T =1t),g(t;0) = Po(T =1t)

Por outro lado, temos que:

fx(x;0) = Po(X =x)=Py(X =x, T(X)=t(x))
Po(X =x|T =t)Po(T =1t)

= P(X=x|T=t)Py(T =1t)

= h(x)g(t;0)




Teorema da Fatoragdo (Neyman)

m Prova: (+). Temos que:

Po(X = x) = g(t(x); 0)h(x).

m Defina g7(t;0) afdpde T e A, = {x € X t(x) = t}.

m Precisamos mostrar que: Z"T((’;fz; nio depende de 0, para que T seja

suficiente para 6.
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Teorema da Fatoragdo (Neyman)

m Por outro lado, temos que:

fx(x;0) _ g(t(x):0)h(x) _ g(t(x);0)h(x)

qr(t;0) Po(T =t) >yea Po(X =y)
g(t(x):0)h(x) - g(t;0)  h(x)

Doyen 8(t(y)i0)h(y)  g(t:0) >, ca, h(y)
h(x)

E_yeAt h(y)

que n3o depende de 6 ((*) note que, neste caso, t(y) =t). Como o

resultado vale VA; C X, entdo T é suficiente para 6.




Exemplo 1

m Seja Xi,..., X, uma aa de X ~ U(0,0),0 > 0. Temos que

1 n
fx(x;0) = enH]loe)(X: = 10,0)(¥n)L(0,y,) (1)

= g(t(x);0)h(x)

em que g(t(x);0) = Gnll(o 0)(Yn) € h(x) = 1o, ()1) e Yiéa
i-ésima estatistica de ordem.

m Logo pelo critério da fatoragdo, temos que Y, é uma estatistica

suficiente para 6.
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Exemplo 2

m Seja Xi,..., X, uma aa de X ~ N(u,02),u € R,0? € R*. Temos

que

n

fx(x;0) = WeXp{_;Z(X"_M)Z}HlR(X")

i=1

- (zmlz)/z exp {—;z Z[(x,- -X)+ (x - u)]"’} Lre(x)

= (27“712):7/2 exp {_Z; lZ(x,- — y)2 + n(x — M)Q] } L7en(x)

i=1
= g(t;0)h(x)
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Exemplo 2 (cont.)

m Pois 37 (x; —X) =0, x =137, x;.. Além disso,

(i) = ;o e {sz [Z(x,- - R+ n(x - u)2] }

h(x) = Lga(x).
m Logo pelo critério da fatoracdo, temos que
n !
T = (x, > (X - X)2>
i=1

é uma estatistica suficiente para 6.
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Suficiéncia

m Resultados
a) Se T1 = g(T2) e T1 é uma estatistica suficiente para 6, entdo T
também o é.
b) Se a fung¢do g(.), do item a) for 1 a 1, entdo T: é suficiente para 6,
se e somente se T, o for.
m Prova(s): exercicio. Sugestdo: critério da fatoraggo.
m Obs: Toda informag3o, a respeito de 6, contida em T3, também estd
contida em T».
m Obs: As informacdes, a respeito de 6, contidas em Ty e T», sdo

equivalentes entre si.
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Exemplo 3

m Seja X; % U(6,0+1),0 > 0.

m Nesse caso, pode-se provar que (Y1, Y,)' é uma estatistica suficiente

para 6.

m Sejag:R?> =R, g(x,y) =y, nesse caso g(T) = g(Y1, Ya) = Yo,

ndo é uma estatistica suficiente para 6 (exercicio).

m OBS: Nem toda funcdo de uma estatistica suficiente é uma

estatistica suficiente.

m OBS: Dada uma estatistica suficiente, podemos encontrar vérias

outras estatisticas suficientes, como fun¢do desta.

m OBS: Sempre existem estatisticas suficientes, p.e., T1 = (X, ..., X»)’
e T, =(Y1,..,Y,) (estatisticas de ordem). Prova: exercicio. Estas

sdo chamadas de estatisticas suficientes triviais.
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Minimalidade

m Pergunta: E possivel encontrar uma estatistica suficiente que consiga

uma reducdo maxima dos dados, sem perda de informacdo sobre 67

m Sejam P; e P, duas partices de X, Py ={A, :a € l} e

P, ={B,:ve€l'}, em que | e I’ sdo indices convenientes.

m Assuma que VB, € P, d elementos de Py, By = Uyrey Aar, J C 1.

Ou seja (préxima figura):
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Representagdo grafica (particdo)
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Minimalidade

m Seja T, = g(T1), T1 e Ty, estatisticas.
m Sejam x,y € A;. Entdo, se T1(x) = T1(y) — Ta(x) = Ta(y).

m Sejam agora, x € A; e y € A4, entdo:

Ta(x) = Ta(y)=>Ti(x) = Ta(y).

m Def: Uma estatistica, digamos T, é suficiente e minimal para 6, se
T, além de ser suficiente, for funcdo de toda outra estatistica
suficiente, digamos T'. Em outras palavras:

m T é suficiente.

m Se T’ é suficiente g, T = g(T').
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Exemplo & Teorema

= Seja X; %2 N(6,02), 02 conhecido. Podemos provar que T = X é
suficiente e minimal para 6.

m Seja, também, T/ = (X, >_7_,(X; — X)?). Podemos provar que T’ é
suficiente para 6, contudo, T = g(T").

m Teorema: Seja fx(.;0) a fdp de X = (Xi,..., X))’ e 3 uma
fx(x;0)
fx(y:0)
se, t(x) = t(y), V0 € © e Vx,y € X (premissa). Entdo a

estatistica T, a razao nao depende de ¢, se e somente

estatistica T é suficiente e minimal para 6.

m Antes de demonstrar o Teorema, discutiremos sua proposta através

de um exemplo.
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Exemplo

m Exemplo: Seja Xi,.., X, uma aa de X ~ N(u,0?), temos que:

fx(x;0) = (27r1)"/2 exp{—% [zn:(x,- — %) +n(x — ,u)2} }]]_Rn(x)
i=1

2
S¢

_ (27r1)"/2 exp{—% {sf + nX? — 2nxXp + nuz] }]1R"(X)

m Entdo, Vx,y € X, temos que:

fX (y; 6) ﬁ exp

_ 1
202
__1
202

fx(x;0) @y eXp{
{ Ir(y)

[sf + nx? — 2nxXp + npz] }]an(x)

{53 + ny® = 2nyp + nuz}
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Exemplo

m Continuando

fx(x; 0) { 1 { 2 2 2 2 -
e Rl
lyi0) TP S Ty T ) m2un(x =)
X Dga(x)Lro(y)
m Logo, Z‘E;g; n3o dependera de 0, se e somente se, s2 = sy2 ex=y.

- A P -
m Portanto, T = (X, S X —X] ) é uma estatistica suficiente e

minimal para 6.
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Demonstracdo do Teorema (suficiéncia & minimalidade)

m 1) Suficiéncia: Sabemos que T é suficiente <>
fx(x;0) = g(t; 8)h(x). Além disso, a estatistica T induz uma
particdo em X.

m Com efeito, P = {A; : A, C X, Vte B}, Ai={xec X :t(x)=t}e
B={teR:t(x)=t, para algumx € X}.

m Assim, para cada A;,Ix: € Ar e Ix € X, t(x) = t(x¢).
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Demonstracdo do Teorema (suficiéncia & minimalidade)

m Por outro lado, pelo teorema (suposi¢cdo), temos que 7 ((;9)) nao

depende de 6.

fx(x;9)) e g(t;0) = fx(x;0) (note que

fx(Xt;e

g:B— R, t(x;) =t, além do que se f n3o depender de t(.), t

m Defina, agora, h(x) =

n3o poderia ser uma estatistica suficiente).
m Assim:

f(x0) — fx((xt-'ag))fX(xt 0) = h(x)g(t; 0)

m Logo, pelo teorema da fatoracdo T = t(X) é uma estatistica

suficiente para 6.

m Obs: note que, a rigor, fx(x;; 0) = g*(t; 0)h*(x;).
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Demonstracdo do Teorema (sufiéncia & minimalidade)

m 2) Minimalidade: queremos provar que VT suficiente,
Jg, T =g(T").
m Se T’ é suficiente, 3 g’, 1, func¢Bes tais que fx(x;6) = g’'(t’; 0)h'(x).

m Agora consideremos x,y € X, t'(x) = t/(y), ent3o:

fx(x:0) _ g'(t'(x):0)h'(x) _ H(x)
fx(y:0)  g(t(y):0H(y) H(y)
que n3o depende de 6. Logo, pelo teorema (suposicdo), t(x) = t(y).

Ou seja, se t'(x) = t'(y) — t(x) = t(y). Portanto, T = g(T").

m Portanto, por 1) e 2), temos que T é suficiente e minimal.
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Cont.

m Obs: note que duas fun¢des sdo iguais “quando tém o mesmo

dominio, o mesmo contradominio e a mesma regra de

correspondéncia.”

m No caso de razdo de funcbes indicadoras, podemos utilizar a

definicdo acima, por exemplo:

fx(x; 0) _ g:(x).:(x)) (0)
i (x*:0) /(gl(x*),gz(x*»((’)

n3o dependerd de 6 se, e somente se

lgn(x),82(:)) (0) = ligy(x*).2(x)) (6)

ou seja, se e somente se gi(x) = gi(x*),i =1,2 (V0 € ©), em que
gi(X) sdo estatisticas, i — 1,2.
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Demonstracdo do Teorema (sufiéncia & minimalidade)

m OBS: Nem sempre existe uma estatistica suficiente e minimal n3o

trivial (a amostra completa, p.e.).
m Exemplo: Sejam X1, X; uma aa de X ~ Cauchy(6,1).

m Se J uma estatistica, digamos T, suficiente e minimal ent3o

Vx,y € X, t(x) = t(y), teremos que:

fx(X; 9)
fx(y:0)

= Q(x,y),V0 € ©.
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Exemplo:

m Contudo, note que

1 1
fx (X; 9) . 1+(x1—0)2 1+(x,—0)2
) : —Q(x,y)
1+(y1—0)? 1+(y2—0)?

& 1+ =021+ (2 —0)%)
— (14 (0a—0?)(1+ (e —60)*)Q(x,y) =0.

m Que tem a forma de um polindmio de 4° grau em 6, ou seja,
ag + a10 + ax0? + a30° + a40* = 0, em que
a;=g(x,y),i=0,1,2,3,4.

m Mas isso ocorre, no maximo, para 4 valores de €, o que é uma
contradi¢do, pois deveria valer V0 € ©.

m OBS: Veremos uma forma conveniente de obter estatisticas

suficientes e minimais, mais adiante.
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Estatistica ancilar

m Podemos também definir estatisticas com caracteristicas opostas as
estatisticas suficientes, ou seja, que ndo contenham informagdes
(relevantes) sobre o pardmetro.

m Def: Dizemos que uma estatistica S = s(X),s : R" — R, é dita
ancilar para 6, § € © C R, se sua distribuicdo n3o depende de 6. Ou

seja, se

m Exemplo: Seja Xi,..., X, uma aade X ~ U(0,0 +1),0 € R e defina

R=Y,— Y1, Y; é ai-ésima estatistica de ordem.
m Vamos provar que R é uma estatistica ancilar para 6.

m Defina T = (Y, — Yq, Bi%e)' = (R, M)
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Estatistica ancilar

m Podemos mostrar (exericio) que se Y = (Y1, Y,) entdo

fr(y:0) = n(n—1) (va — y1)" > Lo,y (1) L(g.011)(vn)-

m Por outro lado, pelo método do Jacobiano, temos que
f(R,M)(ra m; 0) = n(n— l)rniz]l(o,l)(r)1(9+%’9+175)(m) (1)
m Além disso, temos (integrando (1) com relagdo a va M) que:

fr(r) = n(n —1)r"~2(1 — r)1(0, 1)(r)

m Ou seja, R ~ beta(n — 1,2), que n3o depende de 6.
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Estatistica ancilar

m Outra forma de resolver: note que X ~ U(6,6 + 1) pertence a
familia de localizagdo. Assim, se Z = X — 0, a distribui¢cdo de Z ndo

depende de 6.

m Por outro lado, temos que:

R=Y,—Y1 = max(Xy,...,X,) — min(Xy,..., Xs)
= max(Z1 +6,....Z,+0)—min(Z1 +0, ..., Z, + 0)
= max(Zy,....,2Z,) + 0 —min(Z, ..., Z,) — 0
= 2o~ 2
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Estatistica ancilar

Exercicio: Seja Xi, ..., X, uma aa de X, em que X pertence a familia

de escala. Mostre que:

o= (50)+ () =+ (5%2)

é uma estatistica ancilar para o (considere que f(.) é continua).

: Xt Xt A Koo 4 o
Em particular S(X) = % é ancilar.

_ Y7 ; 2
Mostre também que S = Y+Y é ancilar para o°.

Exemplo: Xl, oy Xn é uma aade X, X ~ exp(é?)
fx(x;0) = Il(o ~)(X), Prove que S = ¢ é uma estatistica

ancilar para 9.

Exercicio: Seja Xi, ..., X, i N(u,0?), o2 conhecido. Encontre uma

estatistica ancilar para p.
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Estatistica ancilar

m OBS: Informagdo (material) ancilar = informag3o irrelevante com
respeito ao parametro.

m Vimos que é possivel construir fungdes de estatisticas suficientes que
sdo estatisticas ancilares.

m Isso quer dizer que, apesar de uma estatistica suficiente conter toda
informacg&o relevante sobre o pardmetro, ela também (pode conter)
contém informac3o n3o relevante (em termos inferenciais) sobre o

parametro.
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Estatistica ancilar

m E como se a informacg3o relevante fosse “contaminada” pela
informacgao ancilar.

m Isto, por sua vez, compromete propriedades 6timas que uma
estatistica suficiente (poderia apresentar) apresenta, no sentido de
conduzir a obtenc3o de estimadores (pontuais e intervalares) e testes

étimos, como discutiremos mais adiante.
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Estatistica completa

m Def: Seja f1(.;0),0 € © C R a fdp de uma estatistica T. A familia
de distribuigdes f7(.; 8) é dita ser completa se:
m &(g(T)) = 0,70 € ©, — Po(g(T) =0) =1, ou se,
m &(g(T))=0,v0 € ©, — g(t) =0,Vt € B (suporte de T).

m Em particular, dizemos que T é uma estatistica completa.

m Note que a definicdo implica na impossibilidade de se definir fun¢Ges

(estatisticas) ancilares a partir de T (fung¢Ses de T).
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Estatistica completa

m Exemplo 1: Seja X ~ N(0,02%), 0> >0e T = X.
mBSeT=X—ET)=E(X)=0, mas g(x) =x #0,Vx #0.
m Nesse caso, X ndo é uma estatistica completa.
= Exemplo 2: Sejam Xi, X © N(6,1), 6 € R. Defina Ty = X; + X e
T, = X1 — Xa.
m Neste caso, podemos provar que T; é uma estatistica completa

enquanto que T, n3o o é.
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Estatistica completa

m Dois resultados que ajudam a provar que uma estatistica é completa
sao:

Oh(x;0)
o0

a) Seja h(x;0) uma funcdo diferencidvel com relacdo a 6 e

continua em func3o de x e 6, entdo,

b(0)
%/(e) h(x;0)dx = h(b(e);g)%?

da(0)

b(0) o
h(a(0),0) 40 +/a(9) %h(xﬁ)dx

Em particular & fog g(x)dx = g(0).
b) Se 332, kb =10,¥0 € © CR, © # 0, entdo cx =0, Vk.
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Cont.

m Especificamente, para a verificacéo da completitude as fungdes g(.)
devem ser tais que: £(g fBg t)dt = 0, portanto
() () < c,vt B.

m Para B = (—o0, b(6)), temos que

b(0) b(0)
/ g(t)fr(t)dt — lim / g(t)fr(t)dt

— 00 " a——o0
s | e de = g(eO)r(b0)
— _lim _g(b(8))fr(b(6)) % - g(b(e))ﬁ(b(e))%(:)

m Analogamente, para B = (a(6), o0), temos que

d [* da(0)

00 . EOFr (O = 8GO a0)




Estatistica completa

= Exemplo 1: Seja Xi,..., X, < Bernoulli(#), 0 € (0,1) e defina
T = 27:1 X;. Mostre que T é uma estatistica completa.
m Queremos provar que, se E(g(T))=0— g(T)=0,Vt € B.

m Sabemos que T ~ binomial(n,#). Entdo

o(g(T)) 0—>Zg(t ( >9f (1-6)"t=0

GIENR

n n
= e} =0 @
t=0



Estatistica completa

m Pelo resultado b), se (2) vale, entdo g(t)(]) =0,Vt € B «»
g(t) =0,vt € B, pois () > 0,Vt € B.

m Logo T é uma estatistica completa.
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Estatistica completa

m Exemplo 2: Seja X1, ..., X, o U(0,0),0 € R e defina

T = max(Xy, ..., X,). Mostre que T é uma estatistica completa.

m Sabemos que hr(t;0) = 25=1g,)(t) (fdp). Assim (lembre que
(n,0) > 0),

n—1
Eo( —0—>/ nt dt_0—>/g(t"1dt 0 (3)
m Derivando (3) com relagdo 6, temos que
g(0)0" ' =0— g(#) =0,v0 € © (4)

m Note que B C ©. Assim, em particular, g(t) = 0,Vt € B.

m Portanto, T é uma estatistica completa.
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Teorema de Basu

m Seja T uma estatistica suficiente e completa para 6. Entdo T é
estatisticamente independente de qualquer estatistica ancilar.

m Prova para o caso discreto: Queremos provar que
Po(S=5,T=1t)=Py(S=5)Py(T =t),Vs,t,0.

m Seja S = s(X) uma estatistica ancilar para 6. Logo
fs(s;0) = Py(S =s) = P(S = s), ndo depende de 6.

m Defina, Vs € S (suporte de S), s fixado:

g(t)y=Po(S=5s|T=t)—Py(S=5)

que n3o depende de 6 pois, Py(S =s|T =t) =
2 oxex:s(x)=s P(X = x| T = t(x)), (esta dltima expressdo ndo
depende de 6, pois T é suficiente para 6).
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Teorema de Basu

m Poroutro lado (3, = Yrep = Y yerirn_r: B € 0 suporte de T)
Eo(g(T)) = D g(t)P(T =
= zt:[P(S — [T =1)— P(S=9)|Py(T = t)
= Zt:P(S:s|T:t)P9( T=t)— ZPG

= ) P(S=s5T=t)-P(S=5)
= Pt(5:s)—P(S:s):0

— &(g(T))=0 (5)




Teorema de Basu

m Como T é uma estatistica suficiente e completa, (5) implica que :

g(T)
P(S=s|T=t)—P(S5=s) = 0
— P(S=5s|T =1t)
P(S=s|T=1t)

0Vt € B, ou seja

P(S = s)Vt € B, e como s é arbitrario
P(S =s),Vt,s,0

(ambas expressdes independem de 6)

m Logo, T e S s3o estatisticamente independentes.
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Exemplos

m Exemplo 1: Seja X, ..., X, uma aa de X ~ N(u,0?), 0 conhecido.
Entio T=XeS=>", (X,- - Y)2 sdo independentes.
m Nesse caso, X é suficiente e completa (temos que provar a
completitude) para p.
= Por outro lado, 5 = 5 37 (X — Y)Z ~ X1 = S~ Xy
m Assim, S é ancilar para . Portanto, pelo Teorema de Basu, X e S
sdo estatisticamente independentes.

m Exemplo 2: Seja Xi, ..., X, uma aa de X ~ U(0,0),0 > 0. Entdo Y,

.z . - _ Yy—VY: o=
(j& provamos que é suficiente e completa) e S = Yoy Sa0

estatisticamente independentes (exercicio).
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Voltando a Familia Exponencial

m Teorema 1: Seja Xi, ..., X, uma aa de X ~ FE,(0), 8 € © C RF (X
pode ser um vetor aleatério). Ent3o a estatistica T = (T, ..., Tx) é
uma estatistica sucifiente para 6 (este resultado também vale para a
familia exponencial curvada).

Prova: Critério da Fatoracdo (exercicio).
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Voltando a Familia Exponencial

m Teorema 2: Seja Xi, ..., X, uma aa de X cuja fdp pode ser escrita
como (FE1(0),0 € © CR):

fx(x; 0)

h(x) exp {c(0)t(x) + d(0)} La(x)
= h(x) exp {nt(x) + do(n)} La(x).

Entdose [ = {ne R: [, h(x)exp {nt(x)} dx < co} contiver algum

intervalo aberto em R entdo T = t(X) = >_._; t(X;) serd completa

e minimal.
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Voltando a Familia Exponencial

m Teorema 3: Seja Xi,..., X, uma aa de X cuja fdp é da forma
(FEK(0), 6 € © C RF):

k

fx(x;0) = h(x)exp{ > (0)ti(x)+d(0) p La-(x)
j=1

k
= h(x)expd S mti(x) + do(m) b Lae (x).
j=1

Entdo se [ = {n e R*: [,. h(x)exp{nt(x)} dx < oo} contiver
algum “retangulo” aberto em R, entdo T = (t;(X), ..., tx(X)) =
(X t1(X1), o, o7 te(Xk)) serd completa e minimal, em que A*
é o suporte associado ao vea X.

Prova(s): Lehmann & Romano (Testing Statistical Hypothesis).
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Voltando a Familia Exponencial

m Discussdo sobre completitude: Seja fx(.,0) na forma da familia

exponencial candnica (n € R).

m Seja T a estatistica inerente 3 FE. Queremos provar que se (caso

continuo).
E,(g(T)) = /Bg(t) exp {tn + do(n)} ho(t)dt =0 — g(t) =0Vt € B

m Seja g(t) = g*(t) — g (t),Vt € B, em que g*(t) = g(t)1r+(g(t))
e g(t) = (—g(t))Lr-)(g(t)). Assim

£,(e(T)) =0 — / g+ (t) exp {tn} ho(t)dt = / g (1) exp {0} ho(t)dt

vn € N(no) ={n € R :|n—no| < €}, para algum € > 0.
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Voltando a Familia Exponencial

m Em particular,

=+ [ (e {on) ho(0)d = [ & () esp (e} ho()de =< (6)

m Assim 1g7(t)exp {tn} ho(t) e 2g7(t) exp {tn} ho(t) sdo fdp's. Por
(6) as fgm's dessa fdp's sdo iguais numa vizinhanga de 0. Ento,

pelo teorema da unicidade, temos que

gt(t) =g (t) = g(t) =0Vt e B.
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Voltando a Familia Exponencial

m Com relagdo & minimalidade (de T) devemos provar que Vx,y € X
fx(x;0)
wb = Q(x,y) « t(x) = t(y).

m Com efeito, temos que:

~—

k
Qx,y:0) = exp > nt(x) ng (;)
=1

= o0 S (50 - 5) {0

~—

0 que prova a minimalidade de T.
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Voltando a Familia Exponencial

m Exemplo 1: Seja X, ..., X, uma aa de X, X ~ N(u,o?). Temos que:

2mo

1 n M n /.L 1 n
fulxi6) = exp{‘z.zzxf”az X"‘”zaz}( ) vt

em que 17; = —% e 7o = 4. Graficamente, veja slide seguinte, o
espaco paramétrico natural contem retangulos no R2. Assim, por
esse fato e como fx(.;0) € FE»(0), temos que
ry - ..
= (371 Xi, X0 X?)' é uma estatistica suficiente, completa e

minimal para 8 = (u,0?)".
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Representacdo grafica (espago paramétrico)

contem retangulos




Voltando a Familia Exponencial

m Exemplo 2: Seja Xi, ..., X, uma aa de X, X ~ N(6,62). Temos que:

I 1 1o
fx(x,ﬂ) = (m> eXp{—wZX?—FeZX,‘—n}II_Rn(X)
i=1 i=1
= exp an )+ do(n) ¢ h(x),

em que 171 = —6% en = %. Graficamente, veja slide seguinte, o

espaco paramétrico natural n3o contem retangulos no R?. Assim,
~ . 7 . I

ndo podemos afirmar que a estatistica T = (37 X;, Y1, X?) ¢é

uma completa e minimal (embora ela seja suficiente).
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Representacdo grafica (espago paramétrico)

ndo contem retangulos

v

Prof. Caio Azevedo



Mais exemplos

m Sejam Xi,..., X, uma aa de X, em que
a) X ~ U(0,0).
b) X ~ U(—6,6).
) X ~ U(6,0+1).

m Note que nenhum dos trés modelos pertencem a FE.
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Mais exemplos

a) Relembrando:

1 n
fx(X; 9) = (97 H ]]_(0’9)(X,')
i=1
Mas

n

H Lg(x)=1 < 0<x <6,Vie0<min(x) < max(x) <6

i=1
~ 0< yi<yn< 0 <~ Il(o)g)(yl)ﬂ(yl’g)(yn) =1
< Lo (¥n) Loy, 1) =1
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Mais exemplos

a) J4 vimos que
1+ 1
fx(x;0) = ] H L_g,0)(x) = %]1(0,9)(%)]1(07%)()/1)
i—1

1
= 97]1(0,9)()/1)11@1,9)()/,1)
Também ja vimos que Y, é suficiente (pag. 18) e completa (pag.

50). Em relagdo a minimalidade, note que Vx, x* € X', temos que

fx(x:0) _ 37 10.0)(n) Ly (1)
fx(x:0) gl (vi) Loy (i)

que n3o dependerd de 0 <> y, =y, em que y;" = min(x*),

yi=max(x*) e x* = (x7,...,x). Portanto, Y, também é minimal.
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Mais exemplos

b) Neste caso, temos uma estrutura semelhante ao caso anterior (item

a)), com efeito:

n n

1 1

fx(x:0) = W :1;[1 Il(70,6?)(Xi) = W ,1;[1 1(0,0)(|x/|)
L 1

= W]]-(O,Q)(rn)]l(o,rn)(rl) = Wﬂ(oﬁ)(rl)]l(nﬂ)(rn)

= h(x)g(ra; 0),

em que R, = max(|Xi],...,|Xn|) € Ry = min(|X1], ..., |X4|). Assim,
pelo critério da fatoragdo, temos que R, é uma estatistica suficiente

para 6.
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Mais exemplos

b) Em relagdo a minimalidade, note que Vx, x* € X, temos que

fx(x;0) (2) 0)(rm)Lo,r,)(r)
fx(x10) Gy (oo)(f o,y (r7)

que n3o dependerd de 0 < r, = r¥, em que r{" = min(x*),
r; =max(x*) e x* = (x1,*,...,x})". Portanto, R, também é

minimal.

Prof. Caio Azevedo



Mais exemplos

b) Com relagdo & completitude, analogamente ao caso anterior (item
a)), temos que:

m Sabemos que, se R, = T, ento hr(t;0) = %;1]1(0,9)(& (fdp)
(provar). Assim (lembre que (n,6) > 0),

nt"~1 o
i dt:0—>/ g(t)t" tdt=0(7)
0

9
&) =0 [ ¢(t)
0
m Derivando (7) com relagdo 6, temos que
g(0)0" 1 =0 g(0)=0,¥0 € ©

m Note que B C ©. Assim, em particular, g(t) = 0,Vt € B.

m Portanto, R, também é uma estatistica completa.
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Mais exemplos

c) Ja vimos que

n
fx(x;0) = H Lg,041)(x1) = L(g,0+1)(¥1) Ly 041) (V)
i=1
= Lp,0+1)(¥n)L(a,y,)(y1) = h(x)g(t; 0).

Logo, pelo critério da fatoragdo, T = (Y1, Y,) é uma estatistica

suficiente. Com relagdo a minimalidade, Vx,y € X, note que:

L(g,941)(Yn)L(g,y,) (1)
Lo.011)(¥i) Lo,y (1)’

que ndo depende de § «+» T = T, em que T* = (Y, Y}),

*

yi =min(x{,...,x}) e y; = max(xi, ..., Xp).

Prof. Caio Azevedo



Mais exemplos

c) Com relagdo a completitude, j& vimos que

R=Y,—Y;~beta(n—1,2).

Defina, agora, R* =R—-E&(R)=R — ’,:} Portanto,
E(R*) =&(R) — E(R) =0 mas R* #0. Assim, T n3o é completa.
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Invariancia

m O conceito de invaridncia (na estatistica) esta relacionado com
mudancas especificas na distribicdo de estatisticas sob certos tipo de

transformacdes.

m Essencialmente, veremos os conceitos de invaridncia por localiza¢do

e por escala.

m Sua utilidade estd relacionada a demonstrac3o de certos resultados

importantes.

m Para sua distingdo em relagdo ao conceito de equivariancia, veja

aqui.
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Invariancia por localizagao

m Dizemos que uma estatistica, digamos T = t(X), é invariante por
localizagdose T = t(X1+ ¢, ..., X, +¢c) =T + ¢, c € R (constante)

m Exemplos
s T1=X.
m T2 = Y1 = min(X).
B T3 =Y, =max(X).

A

m Teorema: Seja Xi, ..., X, uma aa de X, com fdp fx(;0), 6 € R. Se 6

for uma parametro de localizagdo, entdo

2 0fx(X;0)do [ 0TI, fx(Xi;0)do

(oo}

o x(X:0)do [ TT0, fx(Xi:0)do

€ uma estatistica invariante por localizac3o.
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Invariancia por localizagao

m OBS:

T, é uma estatistica (depende somente de X).

T, é o estimador de Pitman (critério para obten¢do de estimadores)
para 6 (0 pardmetro de localizagdo) (pesquisar na literatura do

curso).

T, é o estimador bayesiano esparenga a posteriori (mais do que um
critério para obten¢3o de estimadores) quando f(6) « 1z (0)

(veremos mais adiante).
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Invariancia por localizagao

m Demonstragdo: Temos (considere —y = ¢ — ) (lembre-se de que

aqui pagina 4) que:

to(X1 + €, ooy Xn + €)
S 0TI x(xi +c;0)do [ O], g(xi+c—0)db
I T k(e 0)do [ TI, &(xi +c— 0)do
_ o e+ NI, gxi —y)dy . o ATy fx(xiiy)dy
S T g(xi = 7)dy Joo Ty () dy

= Cc+tp
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Invariancia por localizagao

m Exemplo Seja Xi,.., X, umaaade X ~ U(f —a,0+ a), 0 € R,
a € R" (conhecido). Temos que

T _ ffooo 0(2‘19)" H?:l 1(9*3x9+3)(xi)d9 _ ffooo en(y,.fa,ynLa)(e)dg
: ffooo (2i)n H7:1 L(g—a,0+a)(xi)d0 ffooo L(y,~ay1+2)(0)d0
2
SR _1nta? - (-2
0 2 yi—yat2a
1y -+ 2%na+2a+a -3 1(yi+ye)(n —ya +22)
2 y1—yn+2a 2 Y1—yn+2a
_ n + Yn
e

_ Yty
Temos que T, = ==

calcular £(T,) e V(T,).
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Invariancia por escala

m Def: Uma estatistica T = t(X) é invariante por escala, se
T* = t(cXy, .., cXy) = ct(X), em que ¢ € R (constante).

m Exemplos:

s T =X.
To=Sx = /7 Zi(Xi — X)?
| | T3 = Yn — Yl.
_ 53
[ ] T4—7.

m Teorema: Seja Xi, ..., X, uma aa de X, com fdp fx(.;6), # € R*, 0

pardmetro de escala. Entdo

fooo fx X 9 do OOO 0*12 H?:l fx(X,'; 9)(/9
fo fX( 0)d0 00O 0*13 H;’:l fx (Xi; 0)d0’

€ uma estatistica invariante por escala.
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Invariancia por escala

m Dem: Temos que:

¢ (X) OOO 912 7_1 fx(X,'; 9)d9
g fooo 913 i1 fx(x;; 0)do
m Assim, fazendo (v = £ — dy = 9¢), vem que

- i1_[,r'1=1 fX(CXi;G)dQ _ & G%H:] 1 éh (cx,) do

t, 5 eeey CXp - Ooo o - Ooo
p(Xs s X0) I G%H,."_lfx(cx,-;e)de LTI, Lh(22) do

Cf w1 5 (X;) d7:c o o 117 fx(xi; 0)do
Tt () T I Al
= ctp(x).

Logo, T, = t,(X) é uma estatistica invariante por escala.
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Invariancia por escala

m Exemplo 2: Seja Xi, ..., X, uma aa de X ~ U(0,60), § € RT. Temos
que:

[es}
Yn

fOOQ %%ﬂ(}/moo)(e)]l(od/n)(yl)de a fc:,o 9"71;3619 ; _0;.:;2 |;./,?
Yo" t/(n+1) n+2

ya"2/(n+2)  "n+1

0o [e'e) —n—1
fo %eflnﬂ(yn,m)(e)]l(&yn)(}’l)de _ f 6"71+2d9 - _9n+1

n

Tp

Assim, Y, Zﬁ é uma estatistica invariante por escala. Exercicio: Calcular
E(85(X)) & V(t:(X)).

Obs: Se 3 uma estatistica suficiente, digamos T = t(X), entdo

Ty = tp(X) serd fungdo de T, em ambos os casos (localizagdo e escala).

Prova: exercicio.
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Principio da invaridncia

m Seja X = (Xq,...,X,) uma aade X ~ fx(.,0), 0 € © e seja
Y = g(X) tem distribuicdo na mesma classe (por exemplo, ambas
tem distribuicdo normal). Ent3o dizemos que X é invariante pela
transformacdo g, g : X — X.

m Exemplo 1: Seja X ~ N(u,02), Y =g(X)=aX +b
~ N(ap + b, a°0?). Entdo a familia X(fx(.;0) ~ N(u,0?)) é
invariante a transformac3io lineares.

m Exemplo 2: Seja X ~ binomial(n, ) e
Y = n— X ~ binomial(n,1 — ¢). Entdo a familia
X(fx(.;6) ~ binomial(n, #)) é invariante a transformagéo
Y=n-X.
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Principio da invaridncia

m Def: A classe G de transformagdes g : {g : X — X'} é chamada de

grupo de transformacgdes de X" se
Vg € G,3g’ € G,(gog’')(x) = g(g'(x)) = x inversa
Vg,g' € G,(gog') € G (fechada por composi¢go).
dgo € G, go(x) = x (identidade).

m Def: Seja F = {fx(;0),0 € ©}, o conjunto de distribui¢des de X e
seja G um grupo de transformacdo sobre X'. Dizemos que F é
invariante sob G, se V0 € © e g € G,

Y =g(X)~ fy(y;0'),0 € ©, desde que X ~ fx(x;¥0).
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Principio da invaridncia

m Exemplo: Seja Xi, ..., X, uma aa de X, X ~ N(u,0?). Defina
G={g: X — X} g(X)=(aXi+b,...,aX, + b). Entdo G satisfaz
as condices de grupo e F = {fx(; 0),0 € ©}, fx(x;0) ~ N(u,c?)
é invariante sob G.

m Note que:

fx(x;0) = (27m12)"/2 exp {—%; Z(x,- — ,u)2} Tzn(x)
i—1
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Principio da invaridncia

m E possivel demostrar (pela fgm), que:

1

m Exercicio: Verificar que as condigBes 1), 2) e 3) s3o satisfeitas, neste

Caso.
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