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Introducao

m De posse de uma amostra aleatéria X = (X, .., X,)" de
X ~ F,(,0),0 € © C Rk, desejamos construir fun¢des de X que
preservem (ou contenham) o méximo de informacdo possivel (se
possivel tudo) sobre 6.

m Deseja-se que tais fungdes conduzam a conclusdes confidveis
(acuradas) sobre o pardmetro de interesse 6.

m Def: Uma fungdo T = t(X) : X — R ¢é dita ser uma estatistica. Ela
nao pode depender do pardmetro 6.

m A informagdo que a estatistica T contem sobre 6 é induzida,
essencialmente, pela verossimilhanca (que depende do(s)
procedimento(s) amostral(is)/experimental(is) utilizado(s))
associada a X (aa) e a eventuais suposicdes adicionais.
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Introducao

m Def: A verossimilhan¢a associada a uma aa X = (Xi,..., X;;)’ de
X ~ Fx(.; 8) (com respectiva fdp fx(.; 0)) é dada por

L(6; x) fo (xi; 0)

= Exemplo: Seja X; X Bernoulli(9), 6 € (0,1) e defina T =", X;.
Considere n = 3, assim

= {(0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1),(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1),(1,1, 1)}
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Cont. do Exemplo

m Defina o seguinte conjunto A; = {x € X' : t(x) = t}.
m Observe que os conjuntos A.s (A; C X') formam uma partigdo de X
pois
AN Ay =0Vt # t'; Utep At = X
em que B ={t € R,t(x) =t},Vx € X.

m Note que: Ag = {(0,0,0)}, Ax = {(1,0,0),(0,1
0 1

) ;0 7(0a0’1)},
A, ={(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)} e A3 = {(1,1,1)

)
).
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Representacdo grafica (Estatistica)

Espaco amostral da estatistica
(suporte de sua respectiva
distribuigao)

Espago amostral do experimento
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Outros exemplos

m u (pardmetro de localizac3o):
7= tl(X) = %ZLIX,' =X.

m T = t(X) = med(X), med: mediana.

B T3=Yi+ % em que Y; é a i-ésima estatistica de ordem da
amostra X, ou seja Y1 < Y2 < ... <Y, = aos valores ordenados de

forma crescente, de X.
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Outros exemplos

m 02 (pardmetro de escala).
n Ti=6(X) = ;4 XL (6 - X)

n—1

o= 6(X) = XL (X - X)%

s =130 1% - X

m Obs: Se x,y € X s&o tais que t(x) = t(y), entdo as inferéncias a
respeito de 6, considerando x ou y, serdo equivalentes entre si.
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Suficiéncia

m Em geral, ou conceitos vistos nesta parte, aplicam-se, com as devidas
adaptacdes, ao caso em que T é um vetor, ou seja T = (Ty,..., T,),
T =ti(X),j=1,2,...,r, bem como quando 6 for um vetor (8).

m Def: Uma estatistica T € dita ser suficiente para 6 € © C R se a
distribuicdo conjunta da amostra condicionada em T, n3o depende
de 6, ou seja se

fx(x|t; 0) = fx(x|t),Vx € X.
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Suficiéncia

m Em outras palavras, dado o conhecimento de T, a amostra n3o
contem nenhuma informac3o relevante (adicional) a respeito de 6
(embora ela ainda possa conter informacio relevante, e geralmente
contem, a respeito do modelo estatistico Fx(.,6)).

m No caso discreto, a definicdo anterior traduz-se em

Py(X =x|T=t)=P(X =x|T =t),Vx e X.
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Suficiéncia

= Exemplo: Seja X; < Bernoulli(9),0 € (0,1). Defina T =37, X;.
Nesse caso, (notando que T ~ binomial(n, 6)), se
P(T(X) = t(x)) # 0, temos que:
Py(X =x, T = t)
PQ(T = t)
2% (1 — §)n =2l 17, Lio1.2,...ny(X)
(D1 —0)—tLgo12..m(t)

1 n
= ﬁ H Lgo12,..ny(X)
t/) j=1

Py(X =x|T=1t) =

Por outro lado, se P(T(X) = t(x)) =0, teremos
Po(X =x|T =1t)= % = 0. Logo, como a distribuicdo de
X|T =t ndo depende de #, T é uma estatistica suficiente para esse

parametro.
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Suficiéncia

m Exemplo: Seja X; X Poisson(6), 6 € (0,00). Defina T =37, X;.
Nesse caso, (notando que T ~ Poisson(nf)), se
P(T(X) = t(x)) # 0, temos que:

Po(X =x,T=t)

Po(X =x|T=1t) =

P@(T = t)
e "o Z’ f
o e Loz, ()
= 70 (0t
< ( ) ]1{012 (1)

gt H H Lio12

Por outro lado, se P(T(X) = t(x)) =0, teremos
Po(X =x|T =1t)= % = 0. Logo, como a distribuicdo de
X|T =t ndo depende de #, T é uma estatistica suficiente para esse

parametro.
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Suficiéncia

m O procedimento anterior é vélido quando T é uma vad. Se T for
uma vac, temos que
Po(T =t) =0,Vt € T(espago associado a distribuicdo T),V6 € ©.
m Teorema: Seja g7(t;0) a fdp de T = t(X). Entdo T é suficiente

x (x;0)

para 6, se se somente se ar(ch)

ou continua.

n3o depender de 6, sendo T discreta

m Prova para o caso discreto (para o caso continuo, veja Testing
Statistical Hypothesis (2005)).
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Suficiéncia (dem. do teorema)

m Temos que:

Po(X = x|T =1t)

| %
B
x
Il
X
<
0
=

(*) pois {fw e X : X(w) =x} C{we X : T(w) =t}
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Suficiéncia

m Exemplo: Seja X; i U[0,6],6 € R*. Defina Y, = max{X}.
m Primeiramente note que:

1

1 n
fx(x; 0) o [[1pa(x) = g7 L0.01(vn) Ljo,,) (1)
i=1

1
= ol () e ().,

em que y; = min{x}. Com efeito, 0 < x; < O,Vi+0< y; <y, <0.
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Suficiéncia: cont. exemplo

m Podemos ainda provar que:

qy, (}/n; 0)

m Portanto, temos que

9" 1]1(0 9)(¥n) (exercicio)

fx(x;0) %1[0 a(yn) Loy (1) 1
qy,(yn; 0) ayn 0,0y (yn) nys

1 l[O,y,,](Yl)

Logo Y, é uma estatistica suficiente para 6.
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Teorema da Fatoragdo (Neyman)

m Seja fx(.,0) a fdp de X = (X1,...X,), 0 € © € R. A estatistica
T(= t(X)) é suficiente para 6 se, se somente se, 3 duas fun¢des,
digamos, g, h, g : R" =+ R, h: R" — R™, tais que

fx(x; 0) = g(t(x); 0)h(x)

em que h n3o depende de 0 e g depende de x apenas a através de t.
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Teorema da Fatoragdo (Neyman)

m Prova (caso discreto): (—) Defina:

h(x)=P(X =x|T =t),g(t;0) = Po(T =t)

Por outro lado, temos que:

fx(x;0) = Py(X =x)=Py(X =x, T(X) = t(x))
PQ(X = X|T = t)Pg(T = t)

A
=

P(X = x|T = t)Ps(T = t)
h(x)g(t; 0)
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Teorema da Fatoragdo (Neyman)

m Prova: (+). Temos que:

Po(X = x) = g(t(x); 0)h(x).

m Defina g7(t;0) afdpde T e A; = {x € X; t(x) = t}.
fx(X;e)
qr(t;0)

m Precisamos mostrar que:
suficiente para 6.

nao depende de 6, para que T seja
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Teorema da Fatoragdo (Neyman)

m Por outro lado, temos que:

fx(x;0) _ g(t(x):0)h(x) _ g(t(x);0)h(x)
qr(t;0) Po(T =t) > yea Po(X =y)
g(t(x);0)h(x)  « g(t:0)  h(x)
doyen 8(t(y):0)h(y)  g(t:0) > ,ca h(y)
h(x)

ZyeAt h(y)

que n3o depende de 6 ((*) note que, neste caso, t(y) = t). Como o
resultado vale VA; C X, entdo T ¢ suficiente para 6.
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Exemplo 1

m Seja Xi,..., X, uma aa de X ~ U(0,0),0 > 0. Temos que

fX(X;a) = HHH]]-OG)(XI = OG)(yn)]]-(Oy,.)(YI)
= g(t(x);0)

em que g(t(x);0) = gn]]-(O 0)(Yn) € h(x) = Lo, ()1) e Yiéa
i-ésima estatistica de ordem.

m Logo pelo critério da fatora¢do, temos que Y, é uma estatistica
suficiente para 6.
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Exemplo 2

m Seja Xi,..., X, uma aa de X ~ N(1,02),u € R,0? € R*. Temos
que

fx(x;0) = (27”,12),7/2 exp {Z; Z(X,- - M)Z} H Ir(x)
i=1 i=1
G {2(1; >l - %) + (xu)F} T (x)
i=1
1 1 - —\2 - 2
= WeXP {M lZ(Xi =X)"+n(x — ) ] } Lgn(x)

— g(t:0)h(x) -
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Exemplo 2 (cont.)

m Pois Y7, (x; — %) =0, x =137 x. Além disso,

B(t(0i0) = e {—,;2 [Z(x,- — X+ (- mﬂ }

i=1

e

h(x) = Lra(x).
m Logo pelo critério da fatoracdo, temos que
T=(X,2 (X — 7)2)/ é uma estatistica suficiente para 0.
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Suficiéncia

m Resultados

a) Se T1 = g(T2) e T1 é uma estatistica suficiente para 0, entdo T»

também o é.
b) Se a fungdo g(.), do item a) for 1 a 1, entdo T; é suficiente para 6,

se e somente se T, o for.
m Prova(s): exercicio. Sugest3o: critério da fatorac3o.
m Obs: Toda informacdo, a respeito de 6, contida em T3, também estd
contida em T».
m Obs: As informacdes, a respeito de 6, contidas em T; e T5, sdo
equivalentes entre si.
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Exemplo 3

= Seja X; 2 U(0,0+1),0 > 0.
m Nesse caso, pode-se provar que (Y1, Y,)' é uma estatistica suficiente
para 6.

m Seja g: R? = R, g(x,y) =y, nesse caso g(T) = g(Y1, Ya) = Ya,
ndo é uma estatistica suficiente para 6 (exercicio).

m OBS: Nem toda fungdo de uma estatistica suficiente é uma
estatistica suficiente.

m OBS: Dada uma estatistica suficiente, podemos encontrar vérias
outras estatisticas suficientes, como fun¢ao desta.

!

m OBS: Sempre existem estatisticas suficientes, p.e., T1 = (X1, ..., Xs)
e T2 =(Y1,.., Ya) (estatisticas de ordem). Prova: exercicio. Estas
sdo chamadas de estatisticas suficientes triviais.
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Minimalidade

m Pergunta: E possivel encontrar uma estatistica suficiente que consiga
uma redugdo maxima dos dados, sem perda de informag3o sobre 67

m Sejam P; e P, duas partigdes de X', Py = {A, :a € l} e
P, ={B,:v€l'}, em que | e I’ sdo indices convenientes.

m Assuma que VB, € P,, d elementos de Py, By = Uyrcj Aar, J C 1.
Ou seja (préxima figura):
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Representacdo grafica (particdo)
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Minimalidade

m Seja T, = g(T1), T1 e T, estatisticas.
m Sejam x,y € A;. Entdo, se Ti(x) = Ti(y) — Ta(x) = Ta(y).
m Sejam agora, x € A; e y € A4, entdo:
Ta(x) = Ta(y)=>Ti(x) = Ta(y).
m Def: Uma estatistica, digamos T, é suficiente e minimal para 6, se

T, além de ser suficiente, for funcdo de toda outra estatistica
suficiente, digamos T’. Em outras palavras:

m T é suficiente.
m Se T’ é suficiente 3 g, T = g(T').
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Exemplo & Teorema

m Seja X; X N(u,0?), 02 conhecido. Podemos provar que T = X é
suficiente e minimal para 6.

m Seja, também, T’ = (X, > "7, (X; — X)?). Podemos provar que T’ é
suficiente para 0, contudo, T = g(T").

m Teorema: Seja fx(.;0) a fdp de X = (Xq,..., X)’ e 3 uma
estatistica T, a razao gg;z; nao depende de ¢, se e somente

se, t(x) = t(y), V0 € © e Vx,y € X (premissa). Ent3o a
estatistica T é suficiente e minimal para 6.

m Antes de demonstrar o Teorema, discutiremos sua proposta através
de um exemplo.

Prof. Caio Azevedo
Redug3o de dados



Exemplo

m Exemplo: Seja Xi, .., X, uma aa de X ~ N(u,0?), temos que:

fx(x;0) = (27r1)"/2 exp{—% [i(x,- —X)? +n(X — M)ﬂ }]I_Rn(x)
i=1

2
SX

= (27r1)"/2 exp{—% {sf + nx? — 2nXp + nuz] }]lnn(x)

m Entdo, Vx,y € X, temos que:

fx(x: 0) (zﬂl)n/z exp{ 5tz [sf + nx? — 2nxpu + n;ﬂ] }]an(x)
2 j
3

fx(y: 0) (27r1) 5 exp{— > {sy2 + ny? — 2nyu + n;ﬂ} Lz (y)
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Exemplo

m Continuando

ggzi = o[y 4 )~ 2un(x - 7)] |
L (x)Lro(y)

X

fx(x:0) = < 2 _ 2 0w
= Logo, h(y:0) Ndo dependera de 6, se e somente se, s, = s, ex =

<

— 2\’ , L, ..
m Portanto, T = (X, S X = X] ) é uma estatistica suficiente e
minimal para 6.
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Demonstragdo do Teorema (suficiéncia & minimalidade)

m 1) Suficiéncia: Sabemos que T é suficiente <>
fx(x;0) = g(t; 8)h(x). Além disso, a estatistica T induz uma
particdo em X.

m Com efeito, P={A; : A, CXVte B}, Ai={xeX:t(x)=t}e
B={teR:t(x)=t, para algumx € X'}.

m Assim, para cada A;, Ix; € At e Ix € X, t(x) = t(x;).
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Demonstragdo do Teorema (suficiéncia & minimalidade)

m Por outro lado, pelo teorema (suposi¢do), temos que 2‘((::%)) nao

depende de 6.

Defina, agora, h(x) = g((:fe)) e g(t;0) = fx(x; 0) (note que

g:B—RT, t(x:) =t, além do que se f ndo depender de t(.), t
ndo poderia ser uma estatistica suficiente).

m Assim:

fx(x;0) = mfx(xt;ﬂ)—h()()g(t:ﬂ)

Logo, pelo teorema da fatoragdo T = t(X) é uma estatistica
suficiente para 6.

m Obs: note que, a rigor, fx(x;; 0) = g*(t; 0)h*(x;).

Prof. Caio Azevedo
Redug3o de dados



Demonstragdo do Teorema (sufiéncia & minimalidade)

m 2) Minimalidade: queremos provar que VT suficiente,

Jg, T =g(T").
m Se T’ é suficiente, 3g’, i, funcgBes tais que fx(x;8) = g’'(t’; 0)h'(x).
m Agora consideremos x,y € X, t'(x) = t'(y), ent3o:

fx(x:0) _ g'(t'(x):0)h'(x) _ H'(x)

fx(yi0) ~ g(ty):0)(y) ~ H(y)
que ndo depende de 6. Logo, pelo teorema (suposicdo), t(x) = t(y).
Ou seja, se t'(x) = t'(y) — t(x) = t(y). Portanto, T = g(T").

m Portanto, por 1) e 2), temos que T é suficiente e minimal.
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Demonstragdo do Teorema (sufiéncia & minimalidade)

m OBS: Nem sempre existe uma estatistica suficiente e minimal ndo
trivial (a amostra completa, p.e.).

m Exemplo: Sejam X1, X; uma aa de X ~ Cauchy(6,1).

m Se J uma estatistica, digamos T, suficiente e minimal ent3o
Vx,y € X, t(x) = t(y), teremos que:

fx(x;0)
0 Q(x,y),V0 € ©.
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Exemplo:

m Contudo, note que

1 1
x(x;0)  _  Ta—07 TH(e—0pP
fx(y:f) TH A =07 T2 07

o 1+ -0+ (2 0)%)
— (14 (a =01+ (x—0)*)Q(x,y) =0.

m Que tem a forma de um polindmio de 4° grau em 6, ou seja,
a + 319 + 3202 + 3393 + 8494 = 0, em que
a;=g(x,y),i=0,1,2,3,4.

m Mas isso ocorre, no maximo, para 4 valores de #, o que é uma
contradi¢do, pois deveria valer V6 € ©.

m OBS: Veremos uma forma conveniente de obter estatisticas
suficientes e minimais, mais adiante.
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Estatistica ancilar

m Podemos também definir estatisticas com caracteristicas opostas as
estatisticas suficientes, ou seja, que ndo contenham informagdes
(relevantes) sobre o pardmetro.

m Def: Dizemos que uma estatistica S = s(X),s: R" — R, é dita
ancilar para 6, # € © C R, se sua distribuicdo ndo depende de 6. Ou
seja, se

SNFQEF

m Exemplo: Seja Xi, ..., X, uma aade X ~ U(#,0 +1),6 € R e defina
R=Y,— Y1, Y, é ai-ésima estatistica de ordem.
m Vamos provar que R é uma estatistica ancilar para 6.

m Defina T = (Y, — Yy, Xt%) = (R, M)
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Estatistica ancilar

m Podemos mostrar (exericio) que se Y = (Y1, Y,) entdo

fr(y:0) = n(n—1) (va — y1)" > Lo,y (1) L(g.011)(vn)-

m Por outro lado, pelo método do Jacobiano, temos que

fir,my(r, m; 0) = n(n — 1)f"_2]1(0,1)(f)]1(9+5,0+1_5)(m) (1)

m Além disso, temos (integrando (1) com relagdo a va M) que:

fr(r) = n(n —1)r"~2(1 — r)1(0,1)(r)

m Ou seja, R ~ beta(n — 1,2), que ndo depende de 6.
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Estatistica ancilar

m Outra forma de resolver: note que X ~ U(6,0 + 1) pertence a
familia de localizagdo. Assim, se Z = X — 0, a distribui¢cdo de Z n3o
depende de 6.

m Por outro lado, temos que:

R=Y,— Y1 = max(Xy,...,X,)— min(Xq, ..., X;)

max(Z; +0,...,Z, +0) —min(Z1 + 0, ..., Z, + 0)
max(Z1, ..., Zp) + 0 — min(Zy, ..., Z,) — 0
Zm) = £
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Estatistica ancilar

m Exercicio: Seja Xi, ..., X, uma aa de X, em que X pertence a familia
de escala. Mostre que:

S(X)=f<j2> +f<§<<i) +...+f(X)"<;1>

é uma estatistica ancilar para o (considere que f(.) é continua).

m Em particular S(X) = XXt #%o1 ¢ ancilar.
g

X

Yo—Y1
Yo+ Y1

m Exemplo: Xi, ..., X, é uma aa de X, X ~ exp(6),

“x/0
fx (x;:0) = S5—1(0,00)(X)

m Exercicio: Seja Xi, ..., X, id N(u,0?), o2 conhecido. Encontre uma
estatistica ancilar para p.
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Estatistica ancilar

m OBS: Informag&o (material) ancilar = informag3o irrelevante com
respeito ao pardmetro.

m Vimos que é possivel construir fungdes de estatisticas suficientes que
sdo estatisticas ancilares.

m Isso quer dizer que, apesar de uma estatistica suficiente conter toda
informac3o relevante sobre o pardmetro, ela também (pode conter)
contém informac3o n3o relevante (em termos inferenciais) sobre o
parametro.
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Estatistica ancilar

s

m E como se a informac3o relevante fosse “contaminada” pela
informacao ancilar.

m Isto, por sua vez, compromete propriedades 6timas que uma
estatistica suficiente (poderia apresentar) apresenta, no sentido de
conduzir a obten¢do de estimadores (pontuais e intervalares) e testes
4timos, como discutiremos mais adiante.
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Estatistica completa

m Def: Seja f1(.;0),0 € © C R a fdp de uma estatistica T. A familia
de distribuigdes fr(.; 8) é dita ser completa se:

m E(g(T))=0,V0 €O, — Py(g(T)=0) =1, ou se,
m &(g(T))=0,v0 € ©, — g(t) =0,Vt € B (suporte de T).

m Em particular, dizemos que T é uma estatistica completa.

m Note que a definicdo implica na impossibilidade de se definir funcdes
(estatisticas) ancilares a partir de T (fun¢des de T).
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Estatistica completa

m Exemplo 1: Seja X ~ N(0,02), 0> >0e T = X.
mSe T=X—=ET)=E(X)=0, mas g(x) =x #0,Vx #0.
m Nesse caso, X n3o é uma estatistica completa.
m Exemplo 2: Sejam X1, X» i N(9,1), 0 € R. Defina Ty = X1 + Xz e
T =X — Xo.
m Neste caso, podemos provar que T; é uma estatistica completa
enquanto que T, n3o o é.
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Estatistica completa

m Dois resultados que ajudam a provar que uma estatistica é completa
sao:

Ah(x;0)
90

a) Seja h(x;0) uma funcdo diferencidvel com relacdo a 6 e
continua em func¢3o de x e 0, ent3o,

d [b® db(6)
@ o6) h(X,@)dX = h(b(@),@)w

da(9) /“9) 9,0
h(a(0).0) = > + o 5 hix 0)dx

Em particular d% foe g(X)dX = g(@).
b) Se Ziil Ckak - O,V9 S © g Rr C) ?é @' entdo Ck = 0’ Vk.
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Estatistica completa

m Exemplo 1: Seja Xi, ..., X, ';"5/ Bernoulli(#), 6 € (0,1) e defina
T = Y7, Xi. Mostre que T é uma estatistica completa.

m Queremos provar que, se E(g(T))=0— g(T)=0,Vt € B.

m Sabemos que T ~ binomial(n, ). Ent3o

&(g(T)) = 0—>Zg(t<>9t1—) “t_g

el ) -
_ gg(r>(:)vt 0 ©)

m Pelo resultado b), se (2) vale, entdo g(t)(]) =0,Vt € B «»
g(t) =0,Vt € B, pois (}) >0,Vt € B.
m Logo T é uma estatistica completa.
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Estatistica completa

= Exemplo 2: Seja X1, ..., X, = U(0,6),0 € R* e defina

T = max(Xq, ..., Xn). Mostre que T € uma estatistica completa.

m Sabemos que hr(t;0) =

(n,0) >0),

n7 " 1 0.0)(t) (fdp). Assim (lembre que

tnl

E(T) = 0—>/ dt = 0—>/ (t)t"1dt = 0(3)

m Derivando (7) com relagdo 6, temos que

g(0)0"t=0—g(h)=0,v0 €O (4)

m Note que B C ©. Assim, em particular, g(t) = 0,Vt € B.
m Portanto, T é uma estatistica completa.
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Teorema de Basu

m Seja T uma estatistica suficiente e completa para 6. Entdo T é
estatisticamente independente de qualquer estatistica ancilar.

m Prova para o caso discreto: Queremos provar que
Po(S=5,T=1t)=Py(S=5)Py(T =t),Vs,t,0.

m Seja S = s(X) uma estatistica ancilar para 0. Logo
fs(s;0) = Py(S =s) = P(S = s), ndo depende de 6.

m Defina, Vs € S (suporte de S), s fixado:

g(t)=Py(S=5s|T=t)— Py(S=5)
que n3o depende de # pois,

Po(S=s|T =1t) =3 scxs(x)=s P(X = x|T = t(x)), (esta dltima
expressdo ndo depende de 6, pois T é suficiente para 6).
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Teorema de Basu

m Por outro lado (3, =) ,c5 = erx:t(x):r' B é o suporte de T)

o(g(T))

= Y e®)P(T=1)

= Y [P(S=s[T=1t)-P(S=5)Py(T =1t)

= D P(S=sIT=0)Py(T=1t)—P(S=5)) Py(T =1)

= ZP@(SZS,T:t)_P(SZS)

— P(S=s)-P(S=s5)=0

- &(g(T)) =0 (5)




Teorema de Basu

m Como T é uma estatistica suficiente e completa, (5) implica que :

g(T) = 0Vte B, ouseja
P(S=s|T=t)—P(S5=s) = 0
= P(S=s|T=t) = P(S=s)Vte B, ecomos é arbitrario
P(S§=s|T=t) = P(S=5),Vt,s,0

(ambas expressées independem de 0)

m Logo, T e S sdo estatisticamente independentes.
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Exemplos

m Exemplo 1: Seja Xi, ..., X, uma aa de X ~ N(u,02), 0 conhecido.
Entio T=XeS=>", (X,- - Y)2 sdo independentes.

m Nesse caso, X é suficiente e completa (temos que provar a
completitude) para p.
s n )2 2 2.2
m Por outro lado, = = é Dy (X,- — X) ~ X)) > S~ O X{n—1)-
m Assim, S é ancilar para . Portanto, pelo Teorema de Basu, X e S
sdo estatisticamente independentes.
m Exemplo 2: Seja Xi, ..., X, uma aa de X ~ U(0,6),0 > 0. Entdo Y,
(j& provamos que é suficiente e completa) e S = ’;ljr,’fl s3o
estatisticamente independentes (exercicio).
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Voltando a Familia Exponencial

m Teorema 1: Seja X, ..., X, uma aa de X ~ FE,(0), 8§ € © C R¥ (X
pode ser um vetor aleatdrio). Ent3o a estatistica T = (Tq,..., Tx) é
uma estatistica sucifiente para @ (este resultado também vale para a
familia exponencial curvada).

Prova: Critério da Fatoracdo (exercicio).

m Teorema 2: Seja Xi,..., X, uma aa de X cuja fdp pode ser escrita
como (FE1(0),0 € © CR):

fx(x;0) = h(x)exp{c(0)t(x)+ d(0)} La(x)
= h(x)exp {nt(x) — do(n)} La(x).

Entdose [ = {ne R: [, h(x)exp {nt(x)} dx < co} contiver algum

intervalo aberto em R entdo T = t(X) = >, t(X;) serd completa
e minimal.
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Voltando a Familia Exponencial

m Teorema 3: Seja Xi,..., X, uma aa de X cuja fdp é da forma
(FEK(0), 6 € © C RF):

k

fx(x;0) = h(x)expS Y ¢i(0)ti(x)+d(0) p La(x)
j=1

k
= h(x)exp > _nti(x) + do(m) ¢ La(x).
j=1

Entdo se [ = {n e R*: [,. h(x)exp{nt(x)} dx < oo} contiver
algum “retangulo” aberto em R¥, entdo

T = (tl(x)7 () tk(x))/ = (27:1 tl(X1)7 () 27:1 tk(Xk)) serd
completa e minimal, em que A* é o suporte associado ao vea X.
Prova: Lehmann & Romano (Testing Statistical Hypothesis).

Prof. Caio Azevedo
Redug3o de dados



Voltando a Familia Exponencial

m Discussdo sobre completitude: Seja fx(.,6) na forma da familia
exponencial candnica (n € R).

m Seja T a estatistica inerente 3 FE. Queremos provar que se (caso
continuo).

E(g(T)) = /Bg(t) exp {tn + do(n)} ho(t)dt =0 — g(t) =0Vt € B

= Seja g(t) = g (1) — g~ (1), ¥t € B, em que g* (1) = g(t) Iz (g(1))
e 8(t) = (~&(t) Lz )(8(t)). Assim

&@U»:U%/Eﬁhmhﬂ%mﬁ:/gﬂ%mhﬂmmm

Vn € N(ng) ={n € R :|n—mno| < €}, para algum e > 0.

Prof. Caio Azevedo
Redug3o de dados



Voltando a Familia Exponencial

m Em particular,

=+ [ (e {on) ho(0)dk = [ & () esp (o) ho(e)de =< (6)
m Assim 1g7(t)exp {tn} ho(t) e 2g7(t) exp {tn} ho(t) sdo fdp's. Por

(6) as fgm's dessa fdp's sdo iguais numa vizinhanga de 0. Ento,
pelo teorema da unicidade, temos que

gt(t) =g (t)— g(t) =0Vt e B.
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Voltando a Familia Exponencial

m Com relagdo a minimalidade (de
K = Qx.y) © t(x) = t(y).

m Com efeito, temos que:

T) devemos provar que Vx,y € X

~—

k
Qx,y;0) = exp > niti(x) mej (;)
=1

— o0 S50 - 5) £

~—

0 que prova a minimalidade de T
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Voltando a Familia Exponencial

m Exemplo 1: Seja Xi, ..., X, uma aa de X, X ~ N(u,0?). Temos que:

1 n ILL n M 1 n
fx(x;0) = expl ——= 2+ = Xi— nN—s ( ) Nra(x
X( ) p{ 252 ; i o2 - 202} \/%J R( )

em que 7; = —% e 7o = L. Graficamente, veja slide seguinte, o
espaco paramétrico natural contem retangulos no R2. Assim, por
esse fato e como fx(.; 0) € FE>(0), temos que

T = (X0, X, 20, X?)" é uma estatistica suficiente, completa e
minimal para 8 = (u,0?)".

Prof. Caio Azevedo
Redug3o de dados



Representacdo grafica (espago paramétrico)

\\_ 2
N

contem retangulos

m
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Voltando a Familia Exponencial

m Exemplo 2: Seja X, ..., X, uma aa de X, X ~ N(6,6?). Temos que:

1\ 1<
fx(x;0) = — | exp{ —= X; — Tr»
xn) = () p{ S IR } e
= exp an ) + do(m) p h(x),
em que 7; = —0% e = %. Graficamente, veja slide seguinte, o

espaco paramétrico natural n3o contem retangulos no R2. Assim,

~ . s li
ndo podemos afirmar que a estatistica T = (3/_; X;, Y1, X?) é
uma completa e minimal (embora ela seja suficiente).
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Representacdo grafica (espago paramétrico)

ndo contem retangulos

v

m

Prof. Caio Azevedo
Redug3o de dados



Mais exemplos

m Sejam Xi, ..., X, uma aa de X, em que

a) X ~ U(0,0).
b) X ~ U(—6,0).
Q) X ~ U(6,0+1).

m Note que nenhum dos trés modelos pertencem a FE.
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Mais exemplos

a) Relembrando:

1 n
fx(x;0) = o H 10,0y (xi)

i=1

Mas

n
[[leox)=1 < 0<x<06,Vi<0<min(x) < max(x) <0
i=1
& 0<y1 <yn <O Loy (y1)Li,e(ym) =1
< Lp(yn)Loy,)) =1
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Mais exemplos

a) Ja vimos que

n

1 1
fX(X; 9) = a H ]].(_979)(X,-) = %]1(079)()/,,)]]_(07},")(}/1)
i=1
1
= a0 ()10 ()

Ja vimos que Y, é suficiente (pag. 15) e completa (pdg. 46). Em
relacdo a minimalidade, note que Vx, x* € X, temos que

x(x:0) _ g7l (Yn) Loy ()

i(x0) — 2100 () Loy 1)

que n3o dependerd de 6 <> y, =y, em que y; = min(x*),

Y5 =max(x*) e x* = (x7,...,x})". Portanto, Y, também é minimal.

Prof. Caio Azevedo
Redug3o de dados




Mais exemplos

b) Neste caso, temos uma estrutura semelhante ao caso anterior (item
a)), com efeito:

n

fx(x:0) = @ H L—9,0)(%) = ﬁ H Lo,0)(Ixil)

=1 i=1
= (2;)”]]-(0,9)(rn)]]-(0,rn)(r1) = (2;)n]1(079)(r1)]1(r1,0)(rn)
= h(x)g(rn;e),

em que R, = max(|Xi], ..., | Xa|) € Ry = min(|X1], ..., | Xn|). Assim,
pelo critério da fatoracdo, temos que R, é uma estatistica suficiente
para 6.
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Mais exemplos

b) Em relagdo & minimalidade, note que Vx, x* € X, temos que

fu(xi0) _ iploo(m)os(n)
fx(x*:0) gy Lo (r)Lo,m ()

que n3o dependerd de 0 <> r, = r}, em que r{ = min(x*),
ri = max(x*) e x* = (x,*, ..., x). Portanto, R, também é
minimal.
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Mais exemplos

b) Com relagdo & completitude, analogamente ao caso anterior (item
a)), temos que:

m Sabemos que, se R, = T, entdo hr(t;0) = ;,,_1]1(0,9)(1') (fdp)
(provar). Assim (lembre que (n,8) > 0),

Eo(g(T)) = 0—>/ g(t)” dt 0—>/ t)t"tdt = (1)

m Derivando (7) com relagdo 6, temos que

g(0)0" 1 =0 g(0)=0,¥0 € ©

m Note que B C ©. Assim, em particular, g(t) = 0,Vt € B.
m Portanto, R, também é uma estatistica completa.
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Mais exemplos

c) Ja vimos que

n
fx(x;0) = H Lg,941)(x1) = L(g,0+1)(¥1) Ly 041) (V)

i=1
= Lp,0+1)(¥n)L(a,y,)(y1) = h(x)g(t; 0).
Logo, pelo critério da fatoragdo, T = (Y1, Y,) é uma estatistica

suficiente. Com relagdo a minimalidade, Vx,y € X, note que:

Lg,041)(¥n)L(g,y,)(¥1)
Lig,041) (Vi) Lo,y (yi)’

que n3o depende de § «+» T = T, em que T* = (Y, Y}),

n
*

yr =min(xf, ..., x}) e y¥ = max(xq, ..., Xn)-

coy Xp
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Mais exemplos

c) Com relagdo a completitude, ja vimos que

R=Y,—Y; ~beta(n—1,2).

Defina, agora, R** =R—-&(R)=R — ’;—;} Portanto,

E(R*) =&(R*) =0 mas R* #0. Assim, T n3o é completa.
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Invariancia

m O conceito de invaridncia (na estatistica) esta relacionado com
mudancas especificas na distribicdo de estatisticas sob certos tipo de
transformagdes.

m Essencialmente, veremos os conceitos de invaridncia por localizagao
e por escala.

m Sua utilidade estd relacionada a demonstracdo de certos resultados
importantes.

m Para sua distingdo em relagdo ao conceito de equivariancia, veja
http://emis.ams.org/journals/RCE/ingles/V29/V29_2_
195NobreAzevedo . pdf.
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Invariancia por localizacao

m Dizemos que uma estatistica, digamos T = t(X), é invariante por
localizagdgo se T = t(X1+¢,...,Xn+¢) =T + ¢, c € R (constante)

m Exemplos

T = X.

T2 = Y1 = min(X).

Ts = Y, = max(X).

T4 — Yl;Yn )

m Teorema: Seja Xi,..., X, uma aa de X, com fdp fx(;0), 6 € R. Se 6
for uma parametro de localizag3o, entdo

[ 06 (X;0)d0 [ 0TI, fi(Xi; 0)do

o0

Tr =) == X0~ T T (% 0)d6

€ uma estatistica invariante por localizag3o.
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Invariancia por localizacao

m OBS:
T» é uma estatistica (depende somente de X).
E o estimador de Pitman (critério para obtengdo de estimadores)

para 6 (0 pardmetro de localizag3o) (pesquisar na literatura do
curso).

E o estimador bayesiano esparenca a posteriori (mais do que um
critério para obtenc¢do de estimadores) quando f(0) x 1 (6)
(veremos mais adiante).
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Invariancia por localizacao

m Demonstracdo: Temos (considere —y = ¢ — @) (lembre-se de que
http://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_FLE_Inf Mest_
28_2019.pdf pagina 4) que:

to(x1+C,...s Xn + C)
[ 0TI 1fx(x,-+C'0)d0 0TI g(xi+ c — 6)do

f_ [T, fx(xi + c; 0)do f_ [T, g(xi + c — 6)do
e (C+7)H, 1800 —dy 7 71_[, L () dy
f— I lg Xi — )d")/ f_ , 1fX le'y)d'y
= c+t,
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Invariancia por localizacao

m Exemplo Seja Xi,.., X, umaaade X ~ U(f —a,0+ a), 0 € R,
a € Rt (conhecido). Temos que

foo 0(21:) H7 1 ]]'(*9—819""8)(X")d(9 - ffooo el(ynfa,yﬁa)(e)da

T, = ===
3 S oy e Lo—a010)(x1)d0 [22 Ly, 10)(0)d0
G 1(nta (- a)
ot 2 yi—yat2a
1y -y 2nat2pma+ @ —a  1(yi+ya)n —ye +2a)
2 Y1—Yn+2a 2 Y1—Yn+2a
_ Yi+Yn
—
Temos que T, = % € o estimador de Pitman para 6. Exercicio:

calcular £(T,) e V(T,).
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Invariancia por escala

m Def: Uma estatistica T = t(X) é invariante por escala, se
T* = t(cXy, .., cXy) = ct(X), em que ¢ € R (constante).

m Exemplos:

[ | T1:X.
B To=5x= /23" (Xi— X)?
s =Y, - Y.
_ Sk
[ | T4—7

m Teorema: Seja Xi, ..., X, uma aa de X, com fdp fx(.;0), # € RT, 0
pardmetro de escala. Entdo

L tx(x:0)do [ L TT0, fx (X 6)do

T, = Ooo - Ooo n 5
P A ix(x0)do [ A TIN (X 0)do

€ uma estatistica invariante por escala.
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Invariancia por escala

m Dem: Temos que:

m Assim, fazendo (y = ¢ — dy = <), vem que:

t (CXl X ) _ fOOO Ol2 H;’:l fX(CXi; H)de _ fODO GL2 H?:l %h (%) de
7 T fooo 0% H?ﬂ fX(CXi? 0)do fooo 9% H7:1 %h (%) do
o Jo IS (;) dy c 20 LTI, f(xi; 0)do
- - < 1 n
f 3 1, ’y (X;) dvy fo 75 1=y fx(xi; 0)do

= ctp(x).

Logo, T, = t,(X) é uma estatistica invariante por escala.
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Invariancia por escala

m Exemplo 2: Seja Xi, ..., X, uma aa de X ~ U(0,60), # € R*. Temos
que:

—n—1

o AL, 00 ()10, (01)d0 [ Gmdd =R
10" 5 Lnoo) (O L0y (01)d0 [ ghsdd 22
Yo" H(n+1)  n+2
v 2n+2) "+l

T, =

Yn

Assim, Y,,Zif é uma estatistica invariante por escala. Exercicio: Calcular

E(tp(X)) e V(1p(X)).

Obs: Se 3 uma estatistica suficiente, digamos T = t(X), entdo

T, = tp(X) serd fungdo de T, em ambos os casos (localizagdo e escala).
Prova: exercicio.
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Principio da invariancia

m Seja X = (X1,...,X,) uma aade X ~ fx(.,0), 0 € © e seja
Y = g(X) tem distribuicdo na mesma classe (por exemplo, ambas
tem distribuicdo normal). Ent3o dizemos que X é invariante pela
transformacdo g, g : X — X.

m Exemplo 1: Seja X ~ N(u,02), Y =g(X)=aX +b
~ N(ap + b, a%0?). Entdo a familia X(fx(.; 0) ~ N(u,0?)) é
invariante a transformac3o lineares.

m Exemplo 2: Seja X ~ binomial(n, 6) e
Y = n— X ~ binomial(n,1 — 6). Ent3o a familia
X(fx(.; 8) ~ binomial(n, #)) é invariante a transformac3o
Y=n-X.
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Principio da invariancia

m Def: A classe G de transformacdes g : {g : X — X'} é chamado de

grupo de transformacgdes de X se
Vg€ G,3g € G,(gog)(x) =g(g'(x)) = x inversa
Vg,g' € G(gog') € G (fechada por composicdo).
Jgo € G, go(x) = x (identidade).

m Def: Seja F = {fx(;6),0 € ©}, o conjunto de distribui¢des de X e
seja G um grupo de transformacdo sobre X'. Dizemos que F é
invariante sob G, se V0 € © e g € G,

Y =g(X)~ fy(y;0),0 € ©, desde que X ~ fx(x;¥0).
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Principio da invariancia

m Exemplo: Seja Xi, ..., X, uma aa de X, X ~ N(u,0?). Defina
G={g: X — X}, g(X)=(aXi+b,...,aX, + b). Entdo G satisfaz
as condicdes de grupo e F = {fx(; 0),0 € ©}, fx(x;0) ~ N(u,c?)
é invariante sob G.

m Note que:

fx(x;0) = melz)mexp {_%; Z(X, _ ﬂ)2} Lrn(x)

m E possivel demostrar (pela fgm), que:

1
fY(y?a)_WeXP{ 232022 (ap + b))? }]172"(}’)

m Exercicio: Verificar que as condigBes 1), 2) e 3) s3o satisfeitas, neste
caso.
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