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Introducao

m Processos lineares desempenham um papel muito importante em ST.

m Isso se deve ao fato de possuirem diversas propriedades importantes
(interessantes) e também por permitirem a obten¢&o de resultados de

forma menos complicada.

m Além disso, muitos modelos que veremos est3o relacionados a esse
tipo de processo.

m Uma classe importante de processos lineares que veremos nas proximas
aulas é a familia ARMA (auto-regressivos de médias mdveis) (e suas

duas subclasses (AR - Autor-regressivos e MA-médias méveis).
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Introducao

m Um processo {Y:} é dito ser um Processo Linear se puder ser escrito

como:

Y: = Z 1pjet’fjat:]-72a"'v (1)
j=—00
em que {e:} é um ruido branco estrito (i.e., e;lex, Vt # k) e

E |j| < oo (embora alguns autores considerem necessario apenas
Jj=0
oo
2
que E Y5 < 00).

Jj=0
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Introducao

m Um processo linear {Y;} é dito ser MA(cc0) (média mdével infinito ou

“infinity moving average”) se puder ser escrito como:
o0
Ye=> djejt=12..., (2)
Jj=0

em que {e:} é um ruido branco estrito (i.e., e;Llex, Vt # k) e
oo

E |tj| < oo (embora alguns autores considerem necessario apenas
Jj=0
oo
2
que E Y5 < 00).

Jj=0
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Introducao

m Ou seja um Processo Linear MA(oo) é um Processo Linear em que
1; = 0,Vj < 0 (veja Equagdo (1)).

m Note que a equagdo (2) equivale a dizer que o processo corresponde
a uma série matemdtica de varidveis independentes (e;), ponderadas

por coeficientes ndo aleatdrios (v;).

m Uma ferramenta importante para definirmos e obtermos propriedades

de processos lineares é o operador defasagem (B), definido por:

BXY, = Y, 4.
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Operador defasagem

m Exemplo: Considere Y; um processo MA(o0), entdo:

oo
i = ijet,j = tho€e + 161 + o€ a2+ ...

j=0
= toer + Y1Ber + B + ...
= (Yo+ 1B+ 1B’ +...)er = V(B)e (3)

em que W(B) = 3", 4B
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Exemplo

m Assim, o polinémio W(B) pode ser visto como um Filtro Linear, o

qual, aplicado no processo de entrada {e;} produz a saida {Y;}.

m Seja Y; um processo AR(1) estacionario (e suponha que €; ~ RB(0, 0?)),

ou seja:

Yo = ¢Yeatenlol<1 (4)
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Exemplo

m Usando o operador defasagem na Equag3o (4), temos que:

Yi = ¢Yiei+ e = Ye—@Yii =€
— Yt_¢BYt = Et_>(1_¢B)Yt:€t
1
Y: 1 —gi)Bet (5)
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Exemplo

m Portanto, igualando (3) a (5) vem que:

1
1_¢B“
—1

= (WoB° + 1B+ 2B+ ... )e

(1_¢B)(¢OBO+¢1B+¢232+...)
=1 = ¢oB®+ (¢r — t0d)B + (¢ — 11¢)B* + ... (6)




Exemplo

m Na equagdo (6) temos dois polindmios em B, que serdo iguais se, e
somente se, os respectivos coeficientes o forem, ou seja:
o = 1
1= = 0= =9
o —th1p = 0= =¢

Yk —u1d = 0= Py = ¢*
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Exemplo

m Analogamente, da férmula da soma de uma PG infinita temos que:

1 > R
105 = 2(¢BY =>_¢/F.
j=0 j=0
portanto:

1 . >
yt:WEtZJZOWBJEt:jZOWGFja

logo, Y: é um processo MA(co) com 9, = ¢/. Além disso, note que

se |¢] < 1ent502|¢j| <ooe2(¢j)2<oo.

Jj=0 Jj=0

Prof. Caio Azevedo




Exemplo

m O exemplo anterior ilustra um procedimento para obter a representacio
MA(o0) de um processo.

m De fato, seja Y; = A(B)e; com A(B) = ag + a1B + aB% + ...

m De (3) obtemos que A(B) = W(B), entdo os coeficientes 1); sdo
encontrados resolvendo essa igualdade de polinémios.

m O seguinte resultado (préximo slide) estabelece que se aplicarmos um
filtro linear a um processo estaciondrio, entdo o resultado é outro

processo estaciondrio.
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Propriedades

m Definicdo: Seja Y; um processo estaciondrio com E(Y;) = 0 e

(fun¢do de) autocovaridncia y(h). Se wa < oo entio X; =

j=0
o0
Z 1;Ye—; é estaciondrio com esperanga zero e autocovaridncia
j=—o0
dada por:

’YX(h) = Cov Z 7/1th—ja Z Ui Ye—k+h
Jj=—0o0 k=—o0

oo o0

= Z Z @[Jj’@[]kCOV(thj, thkjth)

Jj=—00 k=—00

= > > vihy(h+ k=),

Jj=—00 k=—o00
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Propriedades

m Mais ainda, se Y; for um ruido branco entdo

wx(h) =0 > Wijin.

j=—o0

m A expressao acima permite calcular as autocovariancias em processos

lineares.
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Propriedades

m Exemplo: No caso do modelo AR(1) (estaciondrio) provamos que Y;

pode ser representado como um processo MA(oo) do tipo

Y; = Zd)jet_j, em que ¢ = ¢ e e ~ RB(0,0?).
j=0

= Logo y(h) = 0® ) | ¢¢/*" = o?¢" )y [ ¢¥ = o%¢"
j=0

Jj=0

1
1 ¢
m Como 7(0) = 02/(1 — ¢?) ent3o sua fungio de autocorrelagio é dada

por p(h) = ¢".
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Propriedades

oo
m Teorema: Seja Y; um processo linear satisfazendo E wf < 0,
j==o0

entdo |y(h)] — 0 quando h — co. Ou seja, a FAC tende a zero a

medida que a distancia entre as observacdo de uma ST aumenta.

m Existe uma classe de processos estaciondrios que n3o satisfazem o
teorema acima e que serd de nosso interesse estudar para definirmos

o teorema de Wold.

m Tais processos sdo conhecidos como harmdnicos ou singulares.
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Processos singulares

m Y; é dito ser um processo singular se satisfaz:

o0
Y: = Z ijei’\ftej, teZ,

j=—o0

o0
em que {y;} é uma sequéncia de constantes tais que Z 9012 < 00,

j=—o0

A € (—m, 7], Vj e ¢; ~ RB(0,52).
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Processos singulares

m E possivel demonstrar que um processo singular é estacionario com

funcdo de autocovaridncia:

v(h) =0 > i’ he,

j=—o00

logo, é possivel mostrar que |y(h)| /4 0 quando h — oo (lembre que

e = cos(x) + isin(x)).
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Teorema de Wold

m Teorema de Wold: Todo processo estaciondrio { Y;} pode ser escrito

como Y; = U; + Vi em que U; = qujet _j é um processo MA(c0),

Jj=0
o0

Vi = E pjeNte; é um processo singular, {e;} e {e;} e sdo ruidos

j_—OO

brancos com E(e;) = E(e) = 0, Var(et) < o0 e Var(at) < 0.

Além disso {1;}, {¢;}, {);} satisfazem Zw < o0, Zapj < 00,

Jj=0 j=0
Aj € (—m, 7] e Cov(Uy, Vi) =0, Vt.
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Comentarios

m Os resultados anteriores ajudar-nos-3o a identificar modelos mais apro-

priados para as ST de interesse.

m Também serdo Uteis para obtencdo de outros resultados de interesse

e processos inferenciais.
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