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Relembrando

p(x]0)p(0)

m Posteriori : p(0|x) = o)

, em que

Jo P(x|0)p(8)df,  seffor uma v.a.c.,
p(x) =
> oco P(x|0)p(0), sedfor uma v.a.d.
m Se p(0) x lo(0), entdo p(6]x) x p(x|6) (a posteriori é proporcional
a verossimilhanga) e o estimador bayesiano MAP coincide

(numericamente) com o EMV.
m Na obtencdo da posteriori, tudo aquilo que n3o dependenter de 6,

tanto na verossimilhanga quanto na priori, podem ser

desconsiderados.
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Principios da IB

m Os trés principios basicos da Inferéncia bayesiana s3o:
m Principio da Verossimilhanga.
m Principio da Suficiéncia.
m Principio da Condicionalidade.
m A inferéncia frequentista compactua com o principio da suficiéncia,
pode ou n3do compactuar com o principio da condicionalidade mas

nao compactua com o principio da verossimilhanga.
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Principio da Verossimilhaga

B Sejam X = (Xq,...,X,) € Qe Y = (Y1, .., Yn) € Q, dois vetores
aleatdrios (no mesmo esapco estatistico), que dependem do mesmo
pardmetro 6 e que possuem verossimilhangas distintas, mas que

obedecem a seguinte relac3o :

p(x[0) = K(x,y)f(y|6) o p(y|0),V0 € ©

em que K(x,y) ndo depende de #. Entdo, sob a mesma priori, as

posteriores obtidas a partir de x e y s3o iguais, ou seja

p(0]x) = p(bly)
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Principio da Verossimilhaga (cont.)

m Demonstragdo (caso continuo):

0lx) = - PEOPO) _ p(IO)K(x.y)p(0)
Jo P(x|0)p(0)d0 — [o p(y|0)K(x,y)p(0)d0
___PUyIO)p0)
~ Jop(yl0)p(6)do — p(Bly)
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Principio da Verossimilhaga (cont.)

m Exemplo: Suponha que desejamos estimar 6 (probabilidade de
observar cara (C) no langamento de uma moeda) e que, para um

determinado experimento, observou-se
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Principio da Verossimilhaga (cont.)

m Entre outras possibilidades, os dados acima poderiam ter sido
gerados a partir dos seguintes experimentos:
m Lancar a moeda 10 vezes e contabilizar o nimero de caras
(X ~Binomial(10,0)).
m Langar uma moeda, até obter um total de 4 caras, contabilizando o
nimero de langamentos (Y ~Binomial-Negativa(4,0)).
m No primeiro caso teriamos:
p(x|0) = (1100I ol 107(1— 0)10 01, 101 (x) ox 6%(1 — 0)10~

m No segundo caso teriamos:

p(y|0) yy 4;l)él (1 - e)y_rer]]-{r,erl,.u,}(y) X (1 - 9)}/—494
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Principio da Verossimilhaga (cont.)

m No primeiro caso, para os dados em questdo, temos que:
p(6|6) oc 04(1 — 6)°.

m No segundo caso, para os dados em questdo, temos que:
p(10]0) x 6*(1 — 6)°.

m Logo, p(x|0) o< p(y|0)

e, portanto, sob uma mesma priori para #, a posteriori obtida a
partir de x seria igual a posteriori obtida a partir de y. Ou seja a
“inferéncia bayesiana” seria a mesma.

m Contudo, por exemplo, os emv de 6§ sob cada um dos modelos,

seriam diferentes.
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Principio da suficiéncia

m Seja T = g(X) uma estatistica suficiente para um pardmetro 6.
associado a uma verossimilhan¢a p(.|0). Ent3o, a distribuicdo a
posteriori dependederd apenas de T (ou, equivalentemente, de sua
distribuicdo).

m Prova (caso continuo): Se T é uma estatistica suficiente, entdo pelo

teorema da fatoracdo de Neyman, temos que:

p(x|0) = g(t; 0)h(x),
assim, vem que

__ pxi0)p(0)  g(t:0)h(x)p(d) g(t:0)p(6)
Jo P(XI0)p(0)d0  [g &(t:0)h(x)p(0)d0  [q &(t; 0)p(6)d0
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Principio da suficiéncia (cont.)

m Em geral, se g(;6) n3o for a prépria distribuicdo de T, estd
associada a ela.

m Veja o exemplo 3 (verossimilhanga Normal com o2 conhecido).

m Ao invés de usarmos a verossimilhanca associada a amostra,

e L - - 2
podemos usar a distribuicdo da estatistica suficiente X ~ N (u, %)
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Principio da condicionalidade

m Suponha que dispomos de m experimentos possiveis de serem
realizados, denotados por Ei,...E,,, a fim de levantar informag¢&es
(dados) para se fazer inferéncia a respeito de um pardmetro 6.
Considere que tais experimentos, embora diferentes, sejam

semelhantes entre si.

m Suponha que sorteamos um experimento, entre os m, ao acaso, e
que o utilizaremos para levantar informacgdes. O principio da
condicionalidade diz que os outros experimentos que n3o foram
sorteadas s3o irrelevantes para se estimar 6. Ou seja, apenas o

experimento realizado é relevante.
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Principio da condicionalidade (cont.)

m Exemplo: (extraido de Paulino et al (2005)). Pretende-se testar as
hipéteses Hp : @ = 0 vs H; : 6 = 10. Considere-se que o experimento
E (a ser utilizado) é uma mistura de dois experimentos, Ej,
escolhido com probabilidade p e consistindo em observar uma
varidvel aleatéria X ~ N(6,1) (ou seja, usar um instrumento pouco
preciso) e Ep, escolhido com proababilidade 1 — p e consistindo em
observar uma varidvel aleatéria X’ ~ N(6,1) (ou seja, usar um

instrumento mais preciso).
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Principio da condicionalidade (cont.)

m Suponha que um primeiro Estatistico adote o seguinte procedimento:

m Se for escolhido o experimento Ei, rejeita Hy quando X > Kjp, com
®(Kp/10) =1 —¢&.
m Se for escolhido o experimento E,, rejeita Hy quando X’ > Ki, com

d(Ki)=1-C.

e declara que seu teste tem nivel de significAncia a = p€ + (1 — p)<.
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Principio da condicionalidade (cont.)

m Suponha que um primeiro Estatistico adote o seguinte procedimento:

m Se for escolhido o experimento Ei, rejeita Hy quando X > Kjp, com
®(Kp/10) =1 —¢&.
m Se for escolhido o experimento E,, rejeita Hy quando X’ > Ki, com
d(K)=1-C.
e declara que seu teste tem nivel de significAncia a = p€ + (1 — p)<.

m Tal procedimento viola o principio da condicionalidade.
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Principio da condicionalidade (cont.)

m Por outro lado, suponha que um segundo Estatistico adote o

seguinte procedimento:

m Se for escolhido o experimento Ej, ignora o que poderia acontecer se
E; tivesse sido sorteado, rejeita Hy quando X > Kp com
®(Ko/10) = 1 — &£ e declara que seu teste tem nivel de significancia .
m Se for escolhido o experimento E;, ignora o que poderia acontecer se
E; tivesse sido sorteado, rejeita Hy quando X’ > Ky com

®(K1) =1 — ¢ e declara que seu teste tem nivel de significincia .
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Principio da condicionalidade (cont.)

m Por outro lado, suponha que um segundo Estatistico adote o

seguinte procedimento:

m Se for escolhido o experimento Ej, ignora o que poderia acontecer se
E; tivesse sido sorteado, rejeita Hy quando X > Ky com
®(Ko/10) = 1 — &£ e declara que seu teste tem nivel de significancia .
m Se for escolhido o experimento E;, ignora o que poderia acontecer se
E; tivesse sido sorteado, rejeita Hy quando X’ > Ky com

®(K1) =1 — ¢ e declara que seu teste tem nivel de significincia .

m Tal procedimento respeita o principio da condicionalidade.
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