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Introducao

m Para os exemplo 2 vimos que considerar uma distribuicdo com
caudas mais pesadas do que a normal para os erros, pode ser mais
apropriado para modelar os dados em quest3o através de um modelo

de regressdo linear.
m Uma alternativa é o modelo de regressio t de Student.

m Vamos considerar a familia t de Student de trés parAmetros em que

os graus de liberdade s3o conhecidos.
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Distribuicdo t de Student de 3 parametros

m Dizemos que X ~ t(, 4 ) se sua fdp é da forma
1

G = B ARG A
f(x) = Vvl () <1+ v ) 1 oo,00)(X)

m Temos que £(X) = pe V(X) =v¢-%5. Sep=0et =1, entdo

v

X ~ t).
m Se v — oo entdo X N(p, )
m Representagdo estocdstica: se X ~ t(g,y,,), entdo
X|W =w~ N(O @bW*l) e W ~ gama(v/2,v/2), ou seja
= Jpe FIW)F(w)dw, F(w) = WS wri2temrwi21, L (w)
m Se X ~t,y e Y = p+ /X, temos que Y ~ t(, p 1)
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Densidades da distribui¢ao t,) e da distribuicao normal
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Exemplo 2 (modelo reduzido): desconsiderando o sexo

Yij = Biixij + &ij, i = 1(convencional), 2(hugger)(tipo de escova);
Jj=1,...,26(crianga).

= fu Ld t(0,,v)- Assim Y,-J nd- t(Buixi o) E(Yyj) = Buixij e

V(Yy) = v5.
m x;i: IPB pré-escovagdo da crianga j utilizando a escova do tipo i.
m Yj: IPB pds-escovacdo da crianga j utilizando a escova do tipo /.
m (1; : diminuicdo (se Bi1 € (0,1)) ou aumento (se 8j; > 1), no IPB

quando se usa a escova do tipo /.
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Estimacao dos parametros

m Temos que estimar 8 = (81, 8i2) e 1. Algumas op¢des s3o:
m Estimar 3 por MQO (3MQO) e usar

~ 1 ~ —~
Y= E(Y - XﬂMQO)/(Y — XBuqo)
. Note que para estimar os pardmetros por MQO n3o se faz
suposi¢des acerca da distribuicdo de Yj;.
m Estimar 3 e ¢ por MV (usando a verossimilhanga original).

m Estimar 3 e ¢ por MV via algoritmo EM (usando a verossimilhanga

completa).
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Verossimilhanca original

m Verossimilhang¢a (no nosso caso, n=26)

vl
LB o) s o TR T (1 =200 )

m Logverossimilhanca
1(B11, B, ) =
—niny — =L 7, djiiln (1 + W) + constante
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Sistema de equacdes de verossimlhanca

v +1)35 hij(Biv,¥) w o
P

(v+1)>5, haj(Biv, ) o

2 Z 0 i—Buxi)’
_% + VT_H Zi:l }7:1 hlj(ﬂllvw) & 11,211,)(*]) =0

14

~ -1
em e )= (1 02008}

Prof. Caio Azevedo
Outros modelos de regressdo linear e métodos de estimagao



Obtenc3o dos estimadores de maxima verossimilhaca e

inferéncia

m As equacgoes de verossimilhanga nao tém solugao explicita e, assim,
algum método numérico tem de ser empregado para obté-las como:

Algoritmo Newton-Raphson, Escore de Fisher, Nelder-Med, etc.

m Em nosso caso, a obteng3o da informag&o de Fisher (esperada) é
bem complicada.

m Defina O = (311, 312,7;)’. Nesse caso, podemos usar o seguinte
resultado: para n (tamanho da amostra) suficiente grande
Oy ~ N3(0,1°(0) ") em que 1° = —H(B) e H(8) é a matriz

hessiana.

Prof. Caio Azevedo
Outros modelos de regressdo linear e métodos de estimagao



Matriz Hessiana

H(Bui, B1i) = (V +1)>0 {Wiﬁjh + wyzh,,}

H(B11, f12) =

H(B, ) = —(y—f— Y, [(m;ﬁ;ﬂy)m + (y""_féll,xz'j)sx"j]
HOp, ) =~ — 2 T2, 3o [2stuel | buzfua)']

em que h; = hij(ﬂilaw)
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Logverossimilhanca completa

m Verossimilhanca completa (distribui¢do conjunta de (y',w’)’)

2 n
LB, w) o< ¢ "[[]] wiexr ZZWU ” Bl'xu)

i=1j=1 i=1 j=1

X HHWV/2 1->8L _1 2 v Wi /2

i=1j=1

m Logverossimilhanca completa

I(B,¢,w) = —fﬂrﬂb—l—ZZanU ZZWU()’J ﬁl,XU)

i=1 j=1 i=1 j=1
X (V/2—1)ZZInW,-j—ZZVW,-J-/2+constante
i=1 j=1 i=1 j=1

— !
em que W = (Wi, ..., Wi(26), Wa1, Wa(26)) -
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Algorito EM

m Sejam Y o conjunto de varidveis observadas e W o conjunto de

varidveis ndo observadas (ndo observéveis, dados faltantes).

m Em geral, Y é chamado de dados incompletos e (Y, W) s3o os

dados completos.

m Seja /(@) a logverossimilhanga em que 8 € © C R é o conjunto de

parametros a ser estimado.
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Estrutura do algoritmo EM

m Sejam /(0,y,w) a log-verossimilhanca aumentada e 0() estimativas
provisérias para 6. O algoritmo EM pode ser resumido nos seguintes
passos

Passo E: Calcule a esperanga condicional (na log-verossimilhan¢a) dos dados
faltantes condicionado as varidveis observadas e a estimativas

provisérias de 8), ou seja
Q(616") = £[/(0.y, w)ly. 6]

Passo M: Maximizar a esperan¢a acima em relagdo a @ ou seja, obter

0" = argmax, Q(0]6"")

até que que algum critério de convergéncia seja alcangado.
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Observacoes

m O célculo das esperancas necessdrias podem ser complicadas,

exigindo o emprego de aproximagdes analitivas ou numéricas.

m Para a maximiza¢do pode ser necessdrio o emprego de métodos

numeéricos.
m Na familia exponencial as contas ficam mais simples.

m A utilizag3do de valores iniciais apropriados para € auxilia na

convergéncia do algoritmo EM.

m A introduc3o de varidveis “aumentadas” apropriadas, é outro fator

de importancia na convergéncia e obtencdo de estimativas acuradas.
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Estimando os erros-padrao

m Usar a informacdo de Fisher observada ou esperada (verossimilhanca
original).
m Identidade de Louis (para se calcular tanto a Informag&o de Fisher

observada ou a esperada). A informag&o observada, é dada por:

& (—H(E)*\y, 0) ~ Cov (5(’(5)*\3,, a)

m Reamostragem.
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Voltando ao exemplo

m Passo E: Calcular

2 " 2w )
Q(9|0(t)) = 7n|n1/)+zzg(|n lf/vv,'_,'|y,j7 Zzw
=1 j=1 P
2 n .
x (/2= 1)2250” wily;, 0%)) - ZZVVV,SI()& + constante
i=1 j=1 pri—
(k) _ ~(k)

em que |7v-- =E(Wjly;,0 ') =
_ -1 .
(5 +1) (3 + (g — B Vx3)2 kD)) pois
~(k)
Wily;, 0 ~ gama(v/2 +1,v/2 + (y;j — Bixij)?/24)
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Voltando ao exemplo

m Passo M: Calcular

B9 < (x(we) X)X (w)
2
P = % Z Vva(-k)(y,j - §1ixij)2
i=1 j=1
em que X é matriz de planejamento do modelo, y o vetor com as
respostas observadas e

1) K K K K) -
W) = 1)d|ag(wl(1),...,Wl((2)6),Wz(l),...,wz((2)6)) 1
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Estudo de simulacao

Y = Buixij + &, i =1,2;j =1, ..., 26(crianca).

m & o yams)

m 311 =0,5e [ =1,5.

m Foram geradas 100 réplicas de tamanho 52.

m Em cada réplica, os pardmetros (311, B1» € ¥ foram estimados por
MQO, MV e MV via EM (estes dois tltimos através do modelo
acima).

m Para cada método de estimacgdo e pardmetros, obtivemos a média e
variancia das estimativas das réplicas, bem como o vicio e a raiz

quadratica do erro quadréitico médio (rqeqm).
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Histogramas das estimativas
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Mét. de est. Par. Valor verd. Média  Vicio Var. RQEQM

MQO B 0,5 0,495 -0,005 0,005 0,074
P12 1,5 1,499 -0,001 0,005 0,071

0 2 3,195 1,195 1275 1,644

MV P 0,5 0,494 -0,006 0,005 0,069
P12 1,5 1,498 -0,002 0,004 0,064

¥ 2 1,883 -0,117 0,222 0,485

MV via EM By 0,5 0,494 -0,006 0,005 0,069
P12 1,5 1,498 -0,002 0,004 0,064

¥ 2 2,400 0,400 0,368 0,727
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Exemplo 2 (modelo reduzido): desconsiderando o sexo

Yij = Biixij + &jj, i = 1(convencional), 2(hugger)(tipo de escova);
Jj=1,...,26(crianga).

B¢ i t(o,,v)- Assim Y nd: o) E(Yi) = Prixi e
V(Yy) =35
m x;i: IPB pré-escovagdo da crianga j utilizando a escova do tipo i.
m Yj: IPB pds-escovacdo da crianga j utilizando a escova do tipo /.
m f31; : diminui¢cdo (se 81 € (0,1)) ou aumento (se 51 > 1), no IPB
quando se usa a escova do tipo /.

m Regressdo “gridge”: ajustou-se um modelo para determinados

valores de v € {2,5; 3,5;8; 10; 20; 30}.
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Voltando ao exemplo 2

V1 AICn  BICn
Normal 7,90 13,76
tcomrv =25 627 12,12
tcomrv=3 593 11,79
tcomvrv =25 5,84 11,69
t com v =8 6,21 12,07
tcomrv =10 6,43 12,28
tcomrv =20 7,03 12,88
tcomr=30 7,28 13,14
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Comentarios

m O modelo de regressdo mais apropriado é aquele que considera uma

distribuicdo t(5) graus de liberdade.

m No entanto, é necesséri verificar se o0 modelo se ajustou bem aos

dados (analise de residuos e preditiva).

m Residuos : adaptacdo dos residuos vistos para o modelo de regressdo

normal linear homoceddstico (ver a literatura).
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