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Motivagio

m Muitas vezes, na Estatistica, temos por objetivo minimizar ou

maximizar funcgdes.

m Exemplos:

Obten¢do de estimativas de maxima verossimilhanca.

m Obtenc¢do de estimativas de minimos quadrados.

m Obten¢do da moda da distribuicdo a posteriori.

m Obtencdo de intervalos de confianca de comprimento minimo.

m Minimzar critérios de perda

m Maximizar critérios de otimalidade




Maxima verossimilhanga

. XX Fx(.,0)(fx(x;;80)),i =1,...,n. Desejamos estimar

0 € © C R¥, com base na amostra aleatdria.
m Verossimilhanga: L(0) = [[7_; fx(xi; @). Objetivo: maximiza-la.

m Logverossimilhanca:/(8) = In L(0) = "7, In f(x;; 0).

m Caso univariado.
= Funcdo escore: 5(0) = £ /(). Resolver 5(6) =o.
m Fungdo Hessiana: H(0) = :—:QI(G) = 25(0).

m Informacdo de Fisher: 1(0) = —Ex(H(0)) (em relag¢do a X).
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Maxima verossimilhanga

Caso Multiparamétrico

m Vetor escore:




Maxima verossimilhanga

Caso Multiparamétrico

m Matriz Hessiana:

Hi1(0) Hi2(0) ... Hi(6)
H(6) = H21-(0) H22-(0) H2k-(9)
Ha(0) Hea(0) .. Hil(0)
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Maxima verossimilhanga

Matriz Hessiana

m Matriz Hessiana:

892 /(0) 891802 (0) o 89?6& /(0)
10)  210) ... 521(0)

H(@) _ 802861 66 60280-
o, (0)  55,.5:1(6) 521(0)
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Informacao de Fisher

m Informac3o de Fisher:

e (Z10) £ (an®) o € (5nl®) |
& (5 (0)) € (510)) .. & (50 (0))

10) = -




Maxima verossimilhanga

Algoritmos de maximizagao

m Em geral, 5(5) =0, n3o apresentacdo solucdo explicita. Mesmo no

caso univariado (modelos de regressdo).

m Expansio em série de Taylor de S(6) em torno de y. Supd-se que

|0 — 0| < €. Assim

5(0) = S(6o) + (6 — 60)H(6o)
= 0 = 0o — H(6h)~*S(6o)
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Newton-Raphson

Newton-Raphson

m Inicie com uma aproximacgdo razoavel 0 e faca, t=0,1,2,3,..

o(t+1) — () _ H(g(t))—ls(g(f))

até que algum critério de convergéncia seja obtido.

m [0+ — 90| < e ou |1(OEHD)) — (0] < 6.
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Newton-Raphson

Caracteristicas

m Funciona bem para os casos uniparamétricos e/ou com

verossimilhancas regulares.
m Sensivel a escolha dos valores iniciais.

m Necessita da obtenc3o analitica da matriz Hessiana.

Alternativa: A matriz Hessiana pode ser substituida pela

informacao de Fisher.




Escore de Fisher

Escore de Fisher

m Inicie com uma aproximacgdo razoavel 0 e faca, t=0,1,2,3,..

o(t+1) — g(t) + /(g(t))—ls(g(f))

até que algum critério de convergéncia seja obtido.

m [0+ — 90| < e ou |1(OEHD)) — (0] < 6.
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Escore de Fisher

Carcteristicas

m Funciona bem para os casos uniparétricos e/ou com

verossimilhancas regulares.
m Sensivel a escolha dos valores iniciais.
m Necessita da obtenc3o analitica da matriz Hessiana.
m Mais estavel do que ao algoritmo de NR.

m Mais simples de ser implementado do que o algoritmo de NR desde

que o célculo da Informacg3do de Fisher n3o seja custoso.




Escore de Fisher

m Seja Xy, ..., X, uma amostra aleatéria de X ~ gama(r, ), 0

conhecido

m Verossimilhanca

L(ry=e" E'Nerl G

m Log-verossimilhanca

I(r) = —=nlIn(l(r)) — nrin(8) — % r— I)Z In(x;)

i=1
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Escore de Fisher

m Funcio escore

S(r) = —nrr/((rr))—nan—l-Z'n(Xi)

— _nw(ﬂ——nlnﬁ%-§5|n&' (1)

i=1

m Fungdo Hessiana

H(r)=— !
) (r(r)®

em que W(r) e W'(r) sdo, respectivamente, a funcdo digama e a

() () = (F(r))] = =nW/(r)

funcdo trigama.

m Informac3o de Fisher

10) = ()P (r) = (T'(n)*] = nw'(r)
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Escore de Fisher

A equacgio S(¥) = 0 n3o possui solucio explicita.

m Solugdo: utilizagdo de métodos numéricos para obtencdo de raizes
de equagdes (ndo-lineares).

m Algoritmo de Newton-Raphson.

m Vers3o estocdstica : Algoritmo escore de Fisher.

Prof. Caio Azevedo

Suporte tedrico: expansdo em séries de Taylor da fun¢do Escore.




Escore de Fisher

s

m E um método iterativo.

m Inicializa-se com um “chute” inicial (de preferéncias um valor

préximo do verdadeiro valor do pardmetros ou dos pardmetros).
m Com o chute inicial, gera-se uma nova estimativa para o pardmetro.
m Verifica-se se o critério de parada foi satisfeito.

m Se sim, termina-se o processo, caso contrdrio, gera-se um novo valor

para o parametro com base na estimativa anterior.

m Repete-se os dois passos anteriores, até que o critério de parada seja

alcancado.




Escore de Fisher
[

Aplicagdo a obtencdo de estimativas de maximo verossimilhanca

~(t
m Seja 0( ) uma estimativa para 0 obtido na iteracdo t.

L . . ~(t+1) .
m Obtem-se uma estimativa atualizada de 8, digamos 6 , através

de

-1
gty _ 5 Ll <5(r)> S <~é(r)>

. ~(t+1)  ~(t)
m Critério de parada: por exemplo ||0 -0 <eex>0




Escore de Fisher

[ Jele]e]

Distribui¢do assintética

m Distribuigdo assintética de 7 (emv de r). Para n suficientemente

grande, temos que

1
T~N _—
' < nwr)>
1

m Erro-padréo assintético de 7, EPA(7) = 0
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Escore de Fisher

0e00

Distribuicdo assintdtica

Cont.: ambos os parametros desconhecidos

m Vetor escore:

S(r.0) = —nW(r)—ninf+>"  Inx
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Escore de Fisher

[e]e] o]

Distribui¢do assintética

m Matriz Hessiana:

H(r,0) =
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Escore de Fisher

[eJele] ]

Distribui¢do assintética

m Informacao de Fisher:

n

0

nr
2




Alg. Quasi-Newton

Comentarios

m O célculo analitico da matriz Hessiana e/ou da Informag&o de Fisher

pode ser custoso.

m Os algoritmos de NR/SF s&o sensiveis a escolha de valores iniciais e
a comportamentos n3o regulares da verossimilhanca.

m Os algoritmos Quasi-Newton utilizam idéias semelhantes ao
algoritmos anteriories. Contudo:

m Trabalham com aproximag¢des numéricas das matrizes Hessinas.

m Atualizam as estimativas de modo diferente (tentanto evitar

maximos/minimos locais).




Alg. Quasi-Newton

Algoritmo BroydenFletcherGoldfarbShanno (BFGS)

m Seja Hx uma aproximacdo analitica para a matrix Hessiana (pode
ser calculada analiticamente).

m Inicie com uma aproximacio razodvel 8% e HA(H(O)). Se
5(0(0)) = 0 pare, caso contrério faca para t=0,1,2,3,...

m d® = —Hu(0)"15(01)

= Para of®) > 0 calcule 0D = 9(8) 4 (D ¢4(®)

m Repetir até que S(OUHY).
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