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Introducao

= Seja O um estimador de (), isto &, 8, = (X1, ..., X,) é funcio de
n (tamanho da amostra). Assim, podemos definir uma sequéncia de
estimadores {6,,} (va's).
n>1

m Para n suficientemente grande, desejamos que 9\,, ~ 7(0), em algum
sentido probabilistico.

m Além disso, muitas vezes é (til estudar o comportamento da
distribuicdo de 6, quando n — oo, para construir intervalos de

confianca, testes de hipdtese, determinar tamanho de amostras etc.
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Consisténcia fraca

m Def (Consisténcia fraca): Seja 8, um estimador de 7(0). Dizemos

que 6, é fracamente consistente se:

0, —— 7(0)

n—oo

ou seja, Ve > 0, lim,_ o P <|§,, —7(0)] > e) =0

m Exemplo: Xi, ..., X, uma aa de X ~ N(u,c?), temos que X e

52 = 1% (Xi — X)? sdo fracamente consistentes para y e 02,

respectivamente. Com efeito, por Chebyshev, temos que:
— 0'2 —
P(IX—pl>e <—— lim P(IX—p|>e€ =0

~ ne n—o0
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Consisténcia forte

m Def (Consisténcia forte): Dizemos que 5,, converge fortemente para
7(0) se:

o~ .C.
0, 2 7(0),
n—oo
ou seja, se

P( lim 0, = 7(9)) =1

n—oo

m No exemplo anterior, temos que

n

D (X=X o

i=1

1

Yq'—cfu;Szzf
n

m Para X &% 1, a prova é obtida através da lei Forte dos Grandes
Ndmeros (LFGN) (exercicio).
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Consisténcia forte

m Para a variancia, temos que:

1O w2 lo 2
2_ 1 w2 2
== (X - X)? = nZX, X
i=1 i=1
m Além disso, tem-se que: 137 | X2 2%, 2 4 02 (LFGN) e
n— oo
X % u? (LFGN, + g(x) = x? é uma fungdo continua).
m Portanto, (Teorema de Slutsky)
2 2

2 Py ot~ =0

n— o0
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Consisténcia

m Seja 8, um estimador de 7(0). Dizemos que 0, é consistente em

média quadratica, ou simplesmente consistente se:
lim £QM(6,) = lim E[(6, — 7(0))?] =0
m Isso ocorre, se e somente se:
V(8,) "25° 0, B2(6,) "25° 0 — B(6,) "= 0

= Notacso: 6, =5 7(6).
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Consisténcia

m Exercicio: Seja Xy, ..., X, " U0, 6]. Prove que Y, = max(X) é
consistente.

m Obs: Pela desigualdade de Chebyshev, temos que

-~ g.c. ~

0, %S 7(0) = 6, 5 7(0)
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Teorema

m Seja Xi,..., X, uma aa de fx(.,0), 0 € © C R e fx(.; 0) satisfazendo
as CR. Ent3o se 9 é o emv de 6, temos que 9 é consistente, e

Jn (é} - 0) D N0, h(6)Y)

n—o0o

em que h(0) =& {738—922 In fx (X1; 9)}
m Isto é equivalente a dizer que, para n suficientemente grande,
0, ~ N(O,171(0)), em que

10) :g{ aa; In fx(X; e)} { ;02 In fic(Xu; 9)} = nh(6)
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Teorema

m Esboco da demonstracdo: assumir que 5 é consistente. O caminho

a/(e)

é expandir 5(0) = em torno de 8(6),).

m Dessa forma,

21(6) a1(0)

—
Q

N
—
—~~
S
—

—o;pela def. de emv
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Teorema

m Resultados:

1)
1 9/7(6) o?
_= - _= —_ 0
n 002 n< 002 In A (X 9) h(0)

10100) 1 .
= § :7 Fe(Xi; § Y.
n 00 gg " (X 0) = -
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Teorema

m Pelo TCL, temos que

Vil 2 g 1) = e Zi h i -0

o (h(0))"? e
3)
1 6/2(9) P
_; 962 - — /1(9)

-~

m Assim, de (1), vem que (assumindo R(6,0) ~ 0,n — o)

1 01(0
& n 00 o N(0, h(9)) 1
—0) ~ 17 (0
\/E(e 0) _l 82/(0) - /1(9) - N(07 1 ( ))
n 062 0—0
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Teorema

= Portanto, 0, ~ N(0, nl; () = N(6,171(6)), para n
suficientemente grande.

m Pelo Método Delta (sendo T um estimador de 7(6)), temos que:

V(T —7(8)) B N, [ (0)211(6))

m No caso multiparamétrico, 8 € © C Rk, temos que

ol 1%
S5(6

5(0) = ( 2) = ™ (vetor escore)
S(6x) o
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Teorema

m e, a Matriz Hessiana / Informac3o de Fisher:

8%1(0)  9%1(8) 8°1(0)
60% 00,0, o 0010,
521(0 821(0)  9%1(8) 8°1(0)
2 .
H(0) = 8T§02 = 60.201 6?2 . %% | Matriz Hessiana
32/.(9) 32/.(9) 821.(9)
39,,91 89,792 e 39;

m Em que: 1o(0) = —H(0) é a (matriz de) Informagdo de Fisher
observada, enquanto que I£(0) = 1(0) = —E(H(0)) é (a matriz de)
Informagdo de Fisher (esperada).

m Obs: Se Xi, .., X, for uma aa de X, X ~ fx(.;0), 06 € © C Rk,

2

entdo 1(0) = nl1(0), em que L(8) =& (f ge’gﬁ’)).
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Teorema

m Teorema: Seja X1, ..., X, uma aa de X ~ fx(.;0), 8 € © C RK, em
que fx(.; @) satisfaz as condi¢des de regularidade. Seja 8, o env de
0. Ent3o, 5,, é consistente e:

V(0 - 6) B N(0,174(0))

ou, de modo equivalente, 8 ~ N, (6,17%(8)), para n suficientemente
grande.

m Método delta (multiparamétrico): Seja g : R — R',

g = (g1(0),...,8(0)), r < k, diferencidvel e g/(6) # 0,Vi e
T = t(X) um estimador de g(0). Ent3o:

V(T - g(6)) 2 Ni(0,GI71(0)G")

em que (préximo slide):
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Teorema

m Em que

0g1(0) 0g1(8) 0g1(0)

06, 90 o
08:(0)  9g:(0) 9g:(0)

90 90 T

G — - 1 ) 2 . k
9gr(0) 9g-(0) 9g:(0)

90, 96, ' 06y

m Exemplo: Seja Xi,..., X, uma aa de X ~ gama(r, \). Temos que

(veja também aqui, pags. 43 a 45):
L(G) = #ein§ ﬁx-’_l]lnn(x)
Am (T (r))" el
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http://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_Met_Estim_Mest_2S_2022.pdf

m Assim:

S(r)=—nlIn(X) — n

nr 1 «
+Z'“X~ BRI
m As derivadas segundas s3o dadas por

n

r(r)

H(r,r) = - [F"(NF(r) = (T'(nN)*] = =T*()

rn 2«
HAA) = 5 = FZx,-; H(r,\) = —~
i=1
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Exemplo

m Os elementos da informac¢do de Fisher sdo dados por:

I(r,r) = T5(r); (OWA) = 22 0(r, M) =

n
e A

m Portanto

RN GEE: ] —1_)‘2l oS 1
1(0) = 10)"" =
(6) l L — 1(9) n[rC(r)—n] | 52 T*(r)

A

m Em particular, 7= N (r, W’r)_n) ed=N ()\, n[)r\zrz:)(i)n])’ para n
suficientemente grande.
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Exercicio

m Lista V, Exercicio 7. Temos que:

n

x(x;0) = 0"JJ(1+x)" 0 (gey(x)

i=1

= exp {—(1 +0) Z In(1+x;)+ nin 9} Ly (x)

i=1

= exp{c(0)t(x) + d(6)} h(x)

em que

c(8) = —(1+9); Z In(14x;); =nlng; h(x) = Lir+)(x)




Exercicio

m Por outro lado,

fx (x;0) = exp {nt(x) + do(n)} h(x)
em que
n=—140)—=0=—(1+n)do(n) = nin{-(1+n)}
A= {x € (—o0,—-1)}
m Como A contem algum segmento de reta e X € FE;(6) ent&o
t(x) = Y7, In(1 + X;) é uma estatistica suficiente, completa e
minimal.

m Note, ainda, que:

d 1o 1
60|nfx(x,9)——n{ngln(l—i-x,-)—9}
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Exercicio

m Como fx(x;0) pertence & FE, se 1 3°7  In(1+ x;) for um env de

1/6 entdo, pelo TCR, 237 In(1 + x;) é o ENVUM de 1/6.

m Com efeito, temos que:

EHX) = =11, =

1 1
ZHX)) = =
- & <nt( )) 5
em que 7t(X) = 7 37, In(1+ X)),
LS In(1+ X;) & 0 ENVUM de L.

m Logo ¢
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Exercicio

m Note, também que:

VX)) = g =g

1 « 1
N1+ X) | = —
— V(n’z;n( + )) YT

m Por outro lado, temos que LICR(7(0)) = %. Além disso,

7(6) = — i HO) = 2 1(6) = E(~H(6) =




m Seja Xi,..., X, uma aa de X, 8 = (61,6,),0; > 0,i = 1,2, tal que:

fx(x; 6) 91-1H92 {exp{—o} 1y, Oo)(x)—l—exp{a }]1[ 0,0)(X )}

= eXP{—olﬂ[o,oo)(X) + 92]1[00,0)(X)}

01+ 6>
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Exemplo

m Assim

1 “ X
EANE T
CEYAL exp{ ; 5, Lo, )(x)

n X:
2T, 2
) 2)

1 1
exp {—0151 - @sz —nln(6y + 92)}

exp {c1(0)t1(x) + c2(0)t2(x) + d(0)}




Exemplo

memques; = ., Xill[o,00)(Xi), 2 = — Sy Xil[— 0,0y (X7),
¢i(0) = —9% e ti(x) =s;.

m Para a obten¢ao dos emv, note que:

$2(0)
Em que
0 s1 n 0 S n
1(0) = = — P— == —
001 0) 9% 01+ 05" 90, 6) 9% 0, + 6,
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Exemplo

m Assim, temos que:

m De (*), temos que:
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Exemplo

m De (3) em (*), temos que:

S _ n . s1_ ny/s1
Bz hthlE B 0(E VR
~ 1
= = _VaVatve) (4)

m Portanto, de (4) em (3), vem que 6% = 1 /5, (\/s1 + /%2).
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Exemplo

m Como fx(; ) € FEy(@), entdo satisfaz as CR. Portanto:

£ (a‘z In fx (X; 9)) =0

m Assim

S1 n 92
E = — 75 S
(9% 91+92> (%) = 61 + 0>

92
= Analogamente, 1£(5;) = g0,
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Exemplo

m Além disso, temos que:

82 251 n

)=+ 77—+

962 (®) 63 (614 62)?

9 25, n 0? n
—1(0) = ——5 ; 0) =G o7
082" =53 T v oy 00,05, = v oy

m Usando tais valores esperados, podemos provar que:

01 + 26,
/ =n—"—
(01,01) n91(91+92)2

6> + 20, —n
102, 02) = n 220 yp gy — ="
(02:02) = o T o ) = oy

m Assim, temos que 6 — 6 ~ N, (0, I_1(0))
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