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Introducao

® Seja O um estimador de 7(0), isto &, 0, = 0(Xi, ..., Xp) é fungdo de
n (tamanho da amostra). Assim, podemos definir uma sequéncia de
estimadores {5,,} (va's).
n>1

~

m Para n suficientemente grande, desejamos que 8, = 7(6), em algum
sentido probabilistico.

m Além disso, muitas vezes € (til estudar o comportamento da
distribuicdo de 6,,, quando n — oo, para construir intervalos de
confianca, testes de hipdtese, determinar tamanho de amostras etc.
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Consisténcia fraca

m Def (Consisténcia fraca): Seja 8, um estimador de 7(0). Dizemos

-~

que 6, é fracamente consistente se:

b, —— 7(0)

n—oo

ou seja Ve > 0, limp_o0 P <|§,, —7(0)| > e) =0

m Exemplo: X, ..., X, uma aa de X ~ N(u,0?), temos que X e

2 _ 15 )2 <3 ; 2
5% = - > i1(Xi — X)* sdo fracamente consistentes para 1 e o
respectivamente.

m Por Chebyshev, temos que:
2

P(X—nl2e) <5 lim P(IX—ul>e) =0

Prof. Caio Azevedo

Métodos de estimagdo (pontual): um pouco sobre teoria assintética



Consisténcia forte

m Def (Consisténcia forte): Dizemos que 0, converge fortemente para

7(6) se:
0, 2 7(0),
n—oo
ou seja, se

P( lim 0, = 7'(0)) =1

n—oo

. ~ q.c.
m No exemplo anterior, temos que X = p e
2 _ 1\ Y2 S 2
5% = 2 i(Xi— X)? = ot

m Para X &% 1, a prova é obtida através da lei Forte dos Grandes
Ndmeros (LFGN) (exercicio).
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Consisténcia forte

m Para a varidncia, temos que:

n <
i=1

1 w2 1 w2
2 2 2

=- Xi—X)==>» X=X
8= 06X = 30X

m Além disso, tem-se que: 1 37 X2 T ;2 4 52 (LFGN) e
n—oo
X 2, u? (LFGN, + g(x) = x? é uma fungdo continua).
n—oo

m Portanto, (Teorema de Slutsky)

q.c.
S2 124 0% — 2 = o?
n—o0
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Consisténcia

m Seja 6, um estimador de 7(0). Dizemos que 6, é consistente em
média quadratica, ou simplesmente consistente se:

. -~ T -~ N 21
nll)n;o EQM(0,) = nIl_)mOOS[(G,, 7(0))°]1=0
m Isso ocorre, se e somente se:
V(0,) "=5° 0, B2(6,) "= 0 — B(6,) "=7 0
= Notacso: 6, =5 7(6).

m Exercicio: Seja Xi, ..., X, E U[0, 6]. Prove que Y, = max(X) é

consistente.

m Obs: Pela desigualdade de Chebyshev, temos que

0, %S 7(0) = 0, 5 7(0)
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Teorema

m Seja Xi,..., X, uma aa de fx(.,0), 0 € © C R e fx(.; 0) satisfazendo
as CR. Ent3o se 0, é o emv de 0, temos que 6, é consistente, e

Jn (én - 9) D N0, h(6)Y)

n—o0o

em que h(0) = € {—,%22 In fic(Xu: o)}_

m Isto € equivalente a dizer que, para n suficientemente grande,
0, =~ N(0,171(0)), em que

1(6) = € {—aa; In fx(X;G)} = né {—66; In fX(Xl;G)} = nh(6)
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Teorema

déla a respeito da demonstragao: assumir que 6, € consistente. O
caminho é expandir S(0) = M em torno de 6(6,).

m Dessa forma,

" 8/8(5)95 Y _O=D+RED) W

———
=0;pela def. de emv

m Resultados:

1)
10P(0) 9
_; 892 = —; : w |n fx(X 9) (6)

191() 1~ 0 .,
n o8 = n2egp 0G0 = D92
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Teorema

m Pelo TCL, temos que

\/E(V_M) 2>N(O,1)E\/E(%Zle%lnfx(xi;e)io)

(h(0))"? - Mo
3)
10P2(0)| &
_E 892 6:5—) /1(9)

~

m Assim, de (1), vem que (assumindo R(6,0) ~ 0,n — o)

1 01(6
D_0) ~ n 90 p N(0, h(0)) -1
V(0 -0y~ — 2 S ) — N(0, I;71(0))
n 062 0—0
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Teorema

m Portanto, 8, ~ N(6, nl;1(8)) = N(6, 171(8)), para n
suficientemente grande.

m Pelo Método Delta (sendo T um estimador de 7(6)), temos que:

V(T —7(8)) B N, [ (0)1211(6))

m No caso multiparamétrico, 8 € © C Rk, temos que

d1(6
() a(?(eé)
5(6-) A
S(0) = ) = _ (vetor escore)
S(64) /(0
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Teorema

m e, a Matriz Hessiana / Informac3o de Fisher:

9%1(0)  9%1(8) °1(6)

00? 829192 T 6291‘9;7

810)  9%1(8) 8°1(0)

2 ..
6) = 9 /(92 — | 900 063 90205 Matriz Hessiana
0000 : : , :
I0)  0%1(6) ’1(0)
90,0, 90,0, T 002

m Em que: 1o(0) = —H(0) é a (matriz de) Informac3o de Fisher
observada, enquanto que I£(0) = 1(0) = —E(H(0)) é (a matriz de)
Informagdo de Fisher (esperada).

m Obs: Se Xi, .., X, for uma aa de X, X ~ fx(.;0), 8 € © C R,

entdo 1(6) = nl1(6), em que h(6) = & (~ 559 ).
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Teorema

m Teorema: Seja Xi,..., X, uma aa de X ~ fx(.;0), 8 € © C RK, em
que fx(.; @) satisfaz as condi¢des de regularidade. Seja 8, o env de

A~

0. Ent3o, 6, é consistente e:

V(0 — 6) B N(0,174(0))

ou, de modo equivalente, 8 ~ Ny (6, 171(8)), para n suficientemente
grande.

m Método delta (multiparamétrico): Seja g : R — R',
g = (g1(0),...,8.(0)), r < k, diferencidvel e g/(6) # 0,Vi e
T = t(X) um estimador de g(0). Ent3o:

V(T - g(6)) 3 Ni(0,GI71(6)G)

em que (préximo slide):
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Teorema

m Em que

0g1(0) 0g1(8) 0g1(9)

00, 00 s 00
0g:(0)  0g:2(0) 9g2(0)

00 00 s 00

G — - 1 - 2 . k
9gr(0) 9g:(8) 9g:(0)

00, 00, s 00y

m Exemplo: Seja Xi, ..., X, uma aa de X ~ gama(r, \). Temos que
(veja também, pag.43 a 45, http://www.ime.unicamp.br/
~cnaber/aula_Met_Estim_Mest_2S_2019.pdf):
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Exemplo

m Assim:

r(r)

m As derivadas segundas s3o dadas por

() < _ nr 1<
S(r)=—nln(\) —n + ;Inx,-,S(/\) =-5+ F;x,-

n

H(r,r) = “Te [M(NT(r) = (F'(n)?] = =T"(r)

rn 2 — n
HOLA) = 35 — ﬁzx,-; H(r2) = -+
i=1
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Exemplo

m Os elementos da informac¢do de Fisher sdo dados por:

I(r,r) =T*(r); I\, A) = /\2' I(r,\) :g
m Portanto
* n 22 nr
T B U S N7 S S
XN n[rf(r)—n] | 57
m Em particular, 7~ N (r7 m) eXx=N ()\, %

suficientemente grande.
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Exercicio

m Lista V, Exercicio 7. Temos que:

fx(x;0) = 6" f[(l + %) "L y0(x)
= exp{—(l+9)Zn:In(1+x,-)+nIn9} I (g+yn(x)
= exp{c(0)t(x) —|—_d(9)} h(x)
em que
c(0) = —(1+90); Z In(14x;); =nIn0; h(x) = L+ (x)
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Exercicio

m Por outro lado,

fx(x; 0) = exp {nt(x) + do(n)} h(x)
em que

n=-(1+06)=0=—(1+n)d(n) =nin{-(1+n)}
AN={x € (—o0,-1)}

m Como A contem algum segmento de reta e X € FE;(6) entdo
t(x) =37, In(1+ X;) é uma estatistica suficiente, completa e
minimal.

m Note, ainda, que:

d 1< 1
59'“fx(xﬁ):—”{n;'“(lﬂ;)—9}
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Exercicio

m Como fx(x;0) pertence 3 FE, se £ 37 In(1+ x;) for um env de
1/ entdo, pelo TCR, 1 37 In(1+ x;) é o ENVUM de 1/6.

m Com efeito, temos que:

E(t(X) = dy(n) = Tt+7 =—=

1 1
2Hx)) = =
- £ <nt( )> 7
em que 1¢(X) =137 In(1+ X)).
m Logo 137 | In(1+ X;) é 0 ENVUM de 3.

n
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Exercicio

m Note, também que:

VX)) = e = g

1o 1
— V<n§|n(1+Xi)> =0

m Por outro lado, temos que LICR(7(0)) = %. Além disso,

F(0) = s H) = 2 1(0) = E(~H(0) = 1

m Assim,

LICR(+(6)) = # _y <},t(X)>
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Exemplo

m Seja Xi,..., X, uma aa de X, 0 = (61,6,),0; > 0,i = 1,2, tal que:

fe(x:0) — eliez{exp{ exl}n[OOo)(x)+exp{9 }11[_000)( )}
1

X X
= ——1 — 1
e eXP{ G [0,00)(X) + 5, 1 0070)(X)}

m Assim
L(O) = 091+92 { Z 5, Lo, s0)(X)
= exp {—91151 - ;:52 —nln(61 + 92)}

= exp{a(0)ti(x)+ c2(0)t2(x) + d(6)}
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Exemplo

mem que sp = Y7 Xl ooy (%), 2 = — D1y Xill[_oo,0)(Xi).
ci(f) = —5 e ti(x) =s;.
m Para a obten¢ao dos emv, note que:

s0)=| &lo) |

Em que

0 s n 0 S n

—Z 1(g) = L _ C -2 __ 7
001 ( ) 9% 01+ 6" 005 ( ) 9% 01+ 65
m Assim, temos que:

s o _n_

0% 0146,

Sy n

= = =——=(%
0 A
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Exemplo

m De (*), temos que:

De (3) em (*), temos que:

S5 n 51 ny/si

022 elwlﬁ A ANGEN
S b= (VA VE) (4)
m Portanto, de (4) em (3), vem que 62 = 1/ (V5 + V).
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Exemplo

m Como fx(; 0) € FE(0), entdo satisfaz as CR. Portanto:

£ (aaaj In fx (X 9)) =0

m Assim

s n 2
El = — =0— 85
(95 01 +92> (1) = 01+ 02

= Analogamente, 1£(S,) =

91+92
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Exemplo

m Além disso, temos que:

9?2 251 n

ST P S -
22’ =~ Yo ray

9?2 2s, n H?

n

Y g = 22 ; 0)=———F
I RN S A A

m Usando tais valores esperados, podemos provar que:

01 + 26,
1(601,01) =n——"=
( 1, 1) n91(91+62)2

6, + 201 —n
1(02,02) = n—F——=;1(01,60h) = ———
( 2; 2) n92(91+92)2 ( 1 2) (01+92)2

m Assim, temos que 6 — 6 ~ N, (0, I_I(G))
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