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Introducao

m Vimos, até o momento, como construir mecanismos apropriados, sob
diferentes aspectos, para se construir inferéncias pontuais, acerca
dos pardmetros de interesse.

m Embora, a essas estimativas (estimadores) tenhamos associado
algum tipo de (medida de) precisdo (variincia, erro-padrio,
erro-quadratico médio, veja http://www.ime.unicamp.br/
~cnaber/aula_Met_Estim_Mest_2S_2019.pdf), muitas vezes é
de grande relevancia prover algum tipo de estimativa intervalar.

m Nesta parte, discutiremos a constru¢do, propriedades e interpretacao
desse tipo de processo inferencial.
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Estimac3o intervalar

Suponha que X; i N(u,02), o2 conhecido, e :

m amostra 1: 1 =X = 78, 00.
m amostra 2: 1 =X = 8,00.

Qual das duas estimativas é mais confidvel (em algum sentido)?

Como medir a magnitude de erros associados as estimativas?
Sabemos, nesse caso, que X ~ N(p, 02 /n).

m Note que, e = X — pu ~ N(0,02/n) e \/ﬁ(ya;“) ~ N(0,1).
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Estimac3o intervalar

m Gostariamos de que:

= P(|X — p| > €) (pequeno, por exemplo 0,05).
m P(|X — u| < €) (grande, por exemplo 0,95).

m Suponha que: P(|X — u| <€) =0,95. Assim,

P ’ﬁ(x_“)‘ < ?) ~0,95

‘ﬁ@' < 1,96) =0,95
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Estimac3o intervalar

m Assim, 95% dos intervalos da forma [Y 1 96\‘},

X +1,96%]
contém o pardmetro p (interpretagdo cldssica).
m Def: Sejam Ty = T1(X) e To = T2(X) duas estatisticas tais que,
Ti(x) < Ta(x), x C X.
m Dizemos que [T1, T>] é um intervalo de confianga para 6 se
P(T: < 6 < T3) ndo depende 6.
m Sey€(0,1) é tal que P(T1 < 6 < T,) =, v é chamado de
coeficiente de confianca.

m Notagdo: /C(0;v) = [T1, T»]: intervalo de confianca de 100v% para
6.

m Def: Dizemos que Q(X;#) é uma quantidade pivotal se a
distribuicdo de Q n3o depender de 6.
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Estimac3o intervalar

m Exemplo 1: X; X N(p, 0%).

" Q(X;0) = /n (%) ~ N(0,1).
« o= [va(52)] i
m Q(X;0)=(n— 1)2—; ~ X231

" QUX:0) = X1, Yt v g

m Exemplo 2: X; iﬁj exp(f), E(X) = 0.

= Q(X;0) %Z;’:l Xi ~ gama(n,1).
" Q(X;0) =5 X0 Xi ~ Xan
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Estimac3o intervalar

m Lembrete: Se X € FL(0), entdo Q(X;0) = X — 6 é uma quantidade
pivotal.

m Lembrete: Se X € FE(6), entdo Q(X;6) = 2 é uma quantidade
pivotal.

m Lembrete: Se X € FLE(@), entdo Q(X;8) = %= £ é uma
quantidade pivotal.

m Exemplo 3: X; E U(0,0) (familia de escala).

B QX;0)=2% ~ U(O 1).

m Q(X;0)= .
m Q(X;0)= %, Y, = max(Xi, ..., Xa).
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Estimac3o intervalar

m Exemplo: Seja Xi,..., X, i N(u,0?), 02 conhecido. Temos que

Q(X: ) = Y2~ (0, 1),

m Seja v € (0,1), e dada a relagdo P(q1 < Q < g2) = v, obteremos os
valores de g1 e g» (possivelmente g2 = g2(q1)).

m Note que

Pas M cg) — o) - olw) =
P(X—%\jﬁﬁﬂﬁx—ql\%) = v
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Estimac3o intervalar

m Assim, IC(p,7y) = [Y— qg\%;X — ql\%} e L = comprimento do
IC é dado por

- o - o o
X—gi— —(X—q— ] = —q)—
Ch\/ﬁ ( g2 \/E> (2 Ch)ﬁ
m Dado que % estd “fixo”, podemos trabalhar com L = g» — ¢, para
determinar q;,i = 1,2.
m Com efeito, queremos minimizar (lembrando que g, = g(q1) e
definindo Z ~ N(0,1))

Q(g1,N)=Q = L+ (P(q2)—P(q1) —7)
= q@—q+AP(q)—P(q1) —7)
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Estimac3o intervalar

m Assim, temos que:

3] dqo < dqy )
—Q = =1+ )|F — — f;
B = Z(q2)dq1 z(q1)
o d
7@ = @) -oa)-v=0- fZ(‘”)de ~ (@) =0

m Portanto, Z—Zi =1 e, consequentemente, fz(qz) = fz(q1), logo:

1 1
Ledr o Ledrogog

var var

— gq2=4qg10UQg=—q
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Estimac3o intervalar

m Logo, o IC de menor comprimento é dado por:
IC(p, ) = [Y— QQ\[,X-FQQ ] Se v = 0,95, entdo g, = 1,96,
por exemplo.

m OBS: repetir o exercicio considerando ¢ desconhecido e usando

(provando): W ~ t(n—1), em que $? = L3 (X, — X)% e

S =+/52.
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Exemplo

m Seja X1, ..., X, i U(0,0), encontre um IC étimo para 6.

m J4 tinhamos visto anteriormente que: fy,(y) = "y;_l Lo,0)(y)-
Definindo Q(X;6) = W, = %=, podemos provar que (exercicio)
fw, (w) = nW('Z-)ill)]l(W), ou seja W ~ beta(n, 1)

m Assim, para um dado n, temos que
P@1<Q<q) = 7—=PQR<Zqp)-PQR<Sq)=">

do qual se obtem os valores de ¢, e q;.
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Exemplo

m Note, ainda, que:

Y, Y, Y,
P(qléQqu)—P(q1§9Sq2>—P(SGS)
qz a1

w Assim, 1C(6;7) = [ %1 2], 0 que leva 3 L= Y2 — %o oy
Q@ Q q1 Q@
Lox -1
q1 q2’

= Queremos minimizar L = & — —- (g2 = g(q1)) sujeito a (1). Assim,
temos que

oL 1 1d
=+ ()

I ¢ @ da
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Exemplo

m E
~1dg2 - da  qi !
1 n—1 1
ngy "—— —nq; " =0— — = =—(xx
2 da ! dpn g r(x)
m Substituindo (**) em (*) vem que:
oL L ola g’ 1 _ g -t 0(a1 < a2)
R — _— — = — - q]. q2
Om 4 Bae 't @ @ dgt

m Isto é L(qgy) é decrescente e, assim, o valor de g» = g(q1) que torna
L minimo é 1 (g2 € (0,1)). Assim:

Pr<Q<q) = ¢g-q=7<1-y=qf
< q=(1- 7)””
Portanto, IC(6;~) = [Yn; GJ/W]
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Método da quantidade pivotal

O método da quantidade pivotal (QP) é uma das técnicas mais
utilizadas para obteng¢do de IC's.

m Dado v € (0,1) e uma QP Q, tal que P(q1 < Q@ < q2) =~. Se
existem estatisticas T; = T1(X) e T, = T(X), tais que
a1 < Q(x;60) < o > Ti(x) <0 < Ta(x)
m Entdo IC(6;7) = [T1(X); T2(X)]

m Exemplo: Seja Xi, ..., X, uma aa de X ~ N(u,0?). Vamos obter
uma IC para 02 com a) p conhecido e b) 1 desconhecido.
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Método da quantidade pivotal

m a) Temos que Q = % Y7 (Xi — 1)? ~ x2 é uma quantidade
pivotal, assim

u Assim IC(02,7) = [qi S (X — )% 2 (X~ u)ﬂ éum IC
de 1007% para 02, em que g; e go s30 quantis apropriados oriundos
de uma distribuicdo X2, por exemplo
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Método da quantidade pivotal

m Por exemplo, P(X < q1) = 5%, P(X > qo) = 152, X ~ 2
m O comprimento desse IC é CIC = Y7 (X; — p)? (qi é) e seu

respectivo comprimento esperado é

ECIC = £(CIC) = no? (1 —L).

a1 q2
m Exercicio: minimizar o CIC/ECIC.
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Método da quantidade pivotal

_ (n—1)s? 2 ( ; :
m b) Temos que Q = 35~ ~ X{(n—1) & uma quantidade pivotal

§2 =L 3" (X — X)?, assim

n—1
n—1)8?
P(q1<(02)<‘72>_7

_ 2 _ 2
- P((n 1)S S02§(n 1)5)_7
q2 q1

m Assim IC(0?,7) = [(":’7?52; ('77(’711)52] é um IC de 100v% para o2,
em que q; € g» sao quantis apropriados oriundos de uma distribuicao

X%nq)' por exemplo
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Método da quantidade pivotal

" P(X < q) = 55 P(X > q) = 2, X ~xF,

m O comprimento desse IC é CIC = (n—1)S? (i - i) e seu

q1 q2
respectivo comprimento esperado é

ECIC = £(CIC) = (n— 1)o? (i 1 )

G g
m Exercicio: minimizar o CIC/ECIC.
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Resultados

m OBS: Seja X, ..., X, uma aa de uma vac X ~ Fx(.;0) (sua fda).
Entdo

Q=— Z In Fx(X;; 0) ~ gama(n, 1) (2)

i=1

m Analogamente,

Q=-2) InFx(X;;0) ~ x5, (3)

i=1

m Seja [T1, T2] um IC para § com cc (coeficiente de confianga) 7. Se
7(0) é uma fungdo estritamente mondtona entdo, pode-se obter um
IC para 7(0) com cc v, a partir de uma IC para 6.
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Resultados

m Por exemplo, se 7(6) é estritamente crescente, entdo

P(r(T1) <7(0) <7(T2)) =P(T1 <0< T) =1«

m Portanto, [7(T1),7(T2)] é um IC[7(0);~].

m Exemplo: Seja Xi, ..., X, uma aa de X ~ exp(#), £(X) = 6, obtenha
um IC para o primeiro quartil. Temos que

PX<q)=1/4—>1—e99=1/4 5 g=—0In(3/4) =7(0) (4)
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Resultados

m Por outro lado, sabemos que @ = £ >°7 | X; ~ gama(n, 1). Assim

1 n
P<q1<9§X;<q2> =7

N P(Zi_lxi <0< Zi_le) =~

a2 0

em que g; e gp sdo quantis obtidos a partir de uma distribuicio

gama(n,1). Assim, um IC com cc « para 6 é dado por
[ 7:1 Xi. 27:1 Xi

q q1

[— In(3/4) ¢ Soily Xis —In(3/4) - o0y Xi]

] e, para 7(6) dado por
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Resultados

m Exemplo: Seja X; X U(0,0),i =1,2...,n. Ja vimos que um IC com

cc 1007% ¢é dado por IC(6;~) = [Y v, } com CIC =Y, (a - é)
_ 11
e ECIC = 2 (1 - 1),
m Exercicio, utilizar a QP — 27:1 In Fx(X;; 0) para obter um IC(6;7),
em que F é a fda de X e comparar com o resultado acima.
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Alguns resultados de IC para populacdes normais

m Sejam Xy, ..., X, P N(u,0%). Queremos construir uma regido de
confianga para 8 = (11, 02), ou seja (gréfico slide seguinte):

m Em outras palavras:

P(MM<p<T2,51<0?<S) =1y
Y _ 2
m Sejam Qu(X:60) = £t ~ tp1y e Q(X;0) = U= w02

Assim

Y o2
P<X—q1\;§u§X+ (n=1)5 Sozé(nl)s>=v

q 5,
, . 22
Vn as qa
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Alguns resultados de IC para populacdes normais

m Para contornar o problema acima (dependéncia entre Q; e Q»,
podemos considerar outras quantidades pivotais, por exemplo:

* ) Y * 3 (n_1)52 2
Qr(X;0) = o//n NN(O 1); Qz(xve):TNX(n—l)
m Assim:
P(—1 < Q <q1,92 <@ <3)
Y _ . 2 _ 2
_ P<X Bl (DS, (o 1)5)
9 q2
_ 2 _ 2
_ P(x u 0(n S 0 1)5)
92 gz
_ 2 _ 2
_ P(x ! >p((” DSt _ e (o 1)5)
a> a2
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Alguns resultados de IC para populacdes normais

m Portanto, podemos determinar um IC para ¢?

(Cloin) = |05 -5

qa; @

, ou seja

m E, para cada valor para o2, constante no respectivo IC, construir um

IC(p,7), ou seja IC(p;y) = {Y_ q1%§y+ ql%]
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Observacoes

m O IC aleatério IC(0,7) = [T1, T2], Ti = Ti(X),i =1,2, tem a
seguinte interpretacdo: a probabilidade do intervalo conter o
verdadeiro valor do pardmetro é «y, lembrando que

P(Tl §9§ Tz):’y.

m De posse de uma amostra aletdria, e definidos quantis (g1, g2) (de
forma apropriada), teremos um intervalo numérico,
IC(0,7) = [t1, 2], t; = ti(x), i = 1,2, para o qual a interpretagcdo
é: retirando-se m amostras e calculando-se o intervalo de confianca
numérico para cada uma delas, espera-se que 1007v% deles
contenham o verdadeiro valor do pardmetro. Exemplos (préximo
slide):

m Para que um IC esteja devidamente definido, devemos sempre
apresentar como obter os valores (quantis) (g1, g2) associados &
distribuicdo utilizada para a sua construc3o.
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Observagdes (Exemplo)

m N(p,0?), 0? desconhecido, n= 20, X = 103,72, 52 = 256, 94,
v=0,95, g =2,09; g = —2,09 (distribuigdo t9_1-19 graus de
liberdade, IC(u,0,95) = [96,21;111, 22].

m N(u,0?), u desconhecido, n= 35, x = 203,41, 52 = 331, 44,
v=0,99, g = 58,96; g1 = 16,50 (distribuicdo X%35,1:34) graus de
liberdade, 1C (1, 0,99) = [190, 94; 682, 31].

= U(0,6), n =30, y=0,90, 6 =y, = 93,09
1C(0,~) =93, 09; 100, 52] (de menor comprimento, com base no
maximo amostral).
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Alguns resultados de IC para populacdes normais

m Considere agora: Xi,..., X, aa de X ~ N(uq1,07%

e Yi,.., Yy aa de

Y ~ N(uz,03), X;LY;,Vi,j. Desejamos construir um

2 2

IC(p1 — p2;7y), sob 02 = 03 = 0% em que 0 = (1, ji2,02)'.

m Temos que (provar) :

~ t(n+m—2)7

X =Y — (11— o)
X, Y) = 1, 1\ (—1)S2+(m—1)SZ
\/(; + E) n+m—2

em que S = A S, (% - X
X=3YXieY =13,V Logo:

) 5\2/ = ﬁ Z?":l(yi —7)2,

IC(1—p2;v) =

(X-Y)+ 1&04/2\/<,17 + ;)

em que P(X > ty2) = 5, X ~ tn4m—2)-
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Alguns resultados de IC para populacdes normais

m Exerecicio: Pesquisar o caso em que 02 # 02 sdo desconhecidos e
coinstruir um 1C quando o e 03 forem conhecidos.

iid

m Suponha agora que: (X;, Y;) ~ No(p, X), po = (11, p2)" e
0'% pPO102

= = 2.2 V.
T = poros o2 ] Temos que (0 = (1, p2,0%0%,p)):

X—-Y— -
Q(X,Y;0) = 5[()#1 MZ) ~ t(n-1),
Vn
lembrando que Z; = X; — Y ~ N(u1 — pi2,0%), em que
0l =0}403—20100pe SH=13" (Z-2)?* Z=-37,7

e Sp = /S3. Assim:
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Alguns resultados de IC para populacdes normais

2
m Exemplo: Construir um IC [%;’y}, nas duas seguintes situacdes:

a) p1 e po conhecidos (0 = (0%,03)"). Temos que

2 m 2
o1 2 (Yi — p2)™/m
X, Y. 0)=—=5== ~ Fim.n
QY0 = S o mp/n i
m Assim IC é |:1 2o (Xi— #1) /”.7 i (Xi—p1)"/n

.’Y) @ > (Yi—p2)?/m" qu Do (Yi— “2)2/’"] em que
P(X<q1)—o¢/2eP(X>Q2)—a/2X F(mn)
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Alguns resultados de IC para populacdes normais

m Exemplo: Construir /C[

SR,

b) pu1 e po desconhecidos (8 = (u1, 2, 01,03)"),
Sk =2L(Xi=X)?/(n=1) e Sy =37, (Yi = Y)*/(m~

2 2
o1 Sy
QX,Y;0)= = —= ~ Fim_1.n—
(X, ) 055)2( (m—1,n—1)

7}, nas duas seguintes situagdes:

1).

. 2. N\ _[15%. 15 —
Assim IC (Z;v) = 50 a 55| em que PX<q)=a/2e
a X X

2

P(X > q2) = a/2, X ~ Fm-1,n-1)
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Outras formas de obtencdo de IC's

m Seja T uma estatistica com fda Fr(.;6), em que Fr é mondtona em
0.

m Isto é, Fr(.;0) é crescente como funcdo de 6, se V0; < 65,
FT(t; 91) < FT(t; 92), Vt fixo.

m Teorema: Seja T uma estatistica com fda Fr(.;6) continua. Dado
a € (0,1) e supondo que 3 fungdes 0;(t) e Oy(t), tais que

a) Se Fr(.;0) é decrescente em 6, para cada t € B (suporte de T),
definir 6.(t) e Ou(t) por:
Fr(t;0u(0)) = /2 e Fr(t;0.(0)) =1— /2

ou
b) Se Fr(.;0) é crescente em 0 e para cada t € B defina 0,(t) e Oy(t)
por:

Fr(t;0u(8)) =1 — /2 e Fr(t;0.(0)) = a/2
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Outras formas de obtencdo de IC's

m Exemplo: Seja Xj..., X;, uma aa de X tal que
fx(x; p) = e~ M1, y(x) e defina T = Y; (minimo), entdo
fr(t; ) = ne "t~ e Fr(t; ) = 1 — e "(t=1) (decrescente em ).
Assim

SR G NP SN N N

= uy(t)= t+%|n(1 —a/2)

= Analogamente p;(t) =t + LIn(a/2), em que o = 1 — v. Portanto

IC(u;y) = [T+,17In (%);T+%In (13)]
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Outras formas de obtencdo de IC's

m Note que as defini¢des anteriores implicam que: P(6,(T) < 6 <
0u(T))=POu(T)<0)—P(0.(T) <6)=1—a =" (veja Casella
& Berger (2006)).

m Exercicio: Para o problema acima, determine um IC para p
utilizando a QP Q(X; u) = Y1 — pu ~ exp(1/n).

m Exercicio: Seja Xi, ..., X, uma aa de X ~ U(0,0), tal que
Fy (t;0) = g—:. Encontre uma IC para 6, utilizando a metodologia
descrita acima.
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Teorema: Caso discreto

m Seja T uma estatistica com distribuicdo discreta tal que
Fr(t;0) = P(T < t). Dado « e supondo que as fungdes 0, (t) e
Oy(t) sdo tais que:

a) Se Fr(t;0) é decrescente em 6, para cada t € B defina 6.(t) e Ou(t)

por
P(T < t;0u(t)) =a/2 r P(T > t;0.(t)) = /2
ou
a) Se Fr(t;0) é crescente em 0, para cada t € B defina 0.(t) e 0y(t)
por

P(T >t;0u(t) =a/2 r P(T <t;0.(t)) =a/2
m Entdo [0,(T);0uy(T)] é um IC para § comccy=1—a.
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Teorema: Caso discreto

m Exemplo: Sejam Xi, ..., X, uma aa de X ~ Poisson(6). Vamos
considerar a estatistica T = >_"_; X;. Assim

e—n@(ne)t

t!

e—n9 nd)x no)x
Fr(t6)=2 x(! Ty SEZ))d

x<t x<t

fr(t;0) = Lo1,2,.3(t)

m Que é decrescente em 6 se x < nf. Portanto,

P(T < t;0u(t) = a/2' P(T > t;0,(t)) = a/2
(nfy(t)) o~ (nf(t))*
« Z eneli(t)xu =52 eneLL

[SJ o)
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Teorema: Caso discreto

m Obs: gama-Poisson. Se X ~ gama(q, 8),a € NV, ent3o:

P(X<x) = P(Y>a)
P(X>x) = P(Y<a)

em que Y ~ Poisson(3). Assim, se

= P(T <t,0y(t)), T ~ Poisson(nfy(t))
= P(T <t+1,0y(t)) =P(X >n), X ~gama(t + 1,0y(t))

= POy(t)X > 2n0y(t)) = P(Z > 2n0y(t)), Z ~ X511

N R

m Entdo 2n0y(t) = g2, P(Z > q2) = 1 — /2, — Oy(t) = 35 qo.
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Teorema: Caso discreto

= Analogamente, 0,(t) = £q1, P(Z < q1) = a/2.
m Portanto
1 1
IC(0,7) = | —aq; —
(6,7) [2nq1, 2nq2]

m Obs: De uma forma geral, um IC bilateral para 8 com cc ~y, pode ser
definido como [T1(X); T2(X)], P(T1(X) <0 < To(X)) > . Esta
definicdo se aplica especialmente para as distribuicdes discretas.
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Intervalos unilaterais

m Obs: Também podemos definir IC's, com cc ~, unilaterais a
esquerda e a direita, respectivamente por:
B P(T1<0)=~(=7).
m P(T2>0)=~(=7)
m Os intervalos gerados sdo da forma [Ty; 01] e [02; T2] em que 0; e 6,

sdo, respectivamente, os limites superior e inferior do espaco
paramétrico.

m Exemplo: Seja X, ..., X, uma aa de X ~ exp(6). Temos que
Sx(x) = e’X/‘gl(Om)(x);

m Assim Q(X;60) = — >, InSx(X;) ~ gama(n,1) e
Q(X;0)* =2Q(X;6) ~ X%n' logo:

i=1
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Intervalos unilaterais

m Portanto,
2nX
P(Q*(X;0)<q) = v+ P(e > ql) =7

— P<0§2nx>
q1

m Assim, um IC unilateral a direita, com cc v é dado por

1C(6;v) = [O, 2(’;—?} Analogamente, um IC unilateral a esquerda,

2nX
q

com cc v é dado por IC(6;v) = [— 00
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Intervalos de confianca unilaterais uniformemente mais
acurados

= A semelhanca do que ocorre na estimac¢do pontual, no que ocorre
com testes de hipSteses (TH) e pela realagdo entre IC e TH (como
veremos mais a frente), é esperado que exista uma certa otimalidade
de IC's contruidos a partir das regides de aceitacao de testes
uniformemente mais poderosos.

m De fato, em algumas situacgdes, tal relagdo se mostra verdadeira.

m Um IC unilateral a esquerda, onde 6,(X) é o seu limite inferior, é
dito ser uniformemente mais acurado se,

P(6.(X) < 6) < P(6.(X)" < 6),Y6 € ©

e V7 (X) um outro limite inferior.
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Intervalos de confianca unilaterais uniformemente mais
acurados

m Analogamente, um IC unilateral & direita, digamos 0y(X) é dito ser
uniformente mais acurado se

P(0u(X) = 6) < P(6u(X)" > 0),v0 € ©
e VO;;(X) um outro limite superior.

m Teorema: Seja X = (Xi, ..., X,)" uma va com fdp fx(.; ). Para cada
0o € © seja A(fp) a RA de um teste UMP de nivel « para testar
Hy:0 =0 vs H; : 0 > 0 (9<90)

m Seja C(X) o IC com cc 1 — a formado a partir de A(6p). Entdo
C(X) é o IC uniformemente mais acurado para 6 com coeficiente de
confianga v =1 — a.

m Voltaremos a esse assunto quando da apresentacdo da parte de teste
de hipdteses.
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Intervalos de confianca assintéticos

m Muitas vezes n3o dispomos de uma quantidade pivotal e/ou n3o é
facil obter sua distribuicdo exata.

m Ainda, mesmo utilizando resultado (2) ou (3) podem n3o ser lteis
devido a complexida funcional da fda, o que vale também para o
Teorema relativo a fda de uma dada estatistica

m No caso discreto, em particular, tais dificuldades se potencializam.

m Nesses casos, podemos recorrer a construcdo de IC's assintéticos,
isto é, IC's baseados na distribuicdo assintética de alguma estatistica
(estimador) ou quantidade pivotal.

m Vimos, por exemplo, resultados assintéticos relativos aos EMV e
EMM, o que também existe para os estimadores de minimos
quadrados (ou aqueles que minimizam alguma fun¢o perda).
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Intervalos de confianca assintéticos

m Seja Xi, ..., X, uma aa de X e suponha que fx(.;0) satisfaz as CR.
Se é 0o EMV de § C © € R, entdo

o~

V(@ —8) —2— N(0,171(8))

n—oo
ou (tz)\f ) ~ N(0,171(0)), para n suficientemente grande.

m Para obter um IC (assintético) pafra 6, podemos usar a seguinte
“quantidade pivotal” (assintética):
-6

VI7H(0)

para n suficientemente grande.

Q(X;0) = ~ N(0,1)
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Intervalos de confianca assintéticos

m Dado v € (0,1), usa-se a relago:

P (—Cla/2 < \/9% < qa/z> =7 ®)

m Duas opgoes:

a) Usar a relagdo (5) e verificar se 3 T1(X) e T2(X),
P(Ti(X) <0< To(X)) =1—a =~. Entdo
1Ca(6,7) = [T1(X); T2(X)], em que
P(Z > qus2) = a/2,Z ~ N(0,1)..
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Intervalos de confianca assintéticos

b) Como ja vimos, Q(X;0) = \/% ~ N(0,1), para n

suficientemente grande. Ent3o:

~

P —da/2 <

-~

1=4(0)

~ ~

Assim, ICa(0,v) = [5 da/2\/ I*1(0),§+ Gas2r\/ 171(
P(Z > qus2) = a/2,Z ~ N(0,1)..

5
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Intervalos de confianca assintéticos

m Exemplo: Seja Xi, ..., X, uma aa de X ~ exp(6). Sabemos que
b0~ N0, 171(6)), em que 1(6) = . Seia Q(X; ) = Vo(0-0)
em que 9 = X. Entio:

n(6 —
P<qa/2§f(9 Sqa/2>7
da/2 é\ Qa2 da/2 é\ Qa2
P|— <Z-1< =P|- <-Z-1< -
- (ﬁ‘O ‘ﬁ) (ﬁ‘H Sm) T
0 0
— P( g <0< >_’y
/2 — — _ a2
1+ 5 1— =4
Assim, ICa(0,7) = [+§a/2; 1_§a/2 } em que
Vi

P(Z > Goja) = a/2,Z ~ N(0,1).
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Intervalos de confianca assintéticos

m Exemplo: Seja Xi, ..., X, uma aa de X ~ Bernoulli(f). Sabemos que
0—9
0(1—6)

n

~ N(0,1), para n suficientemente grande.

m Contudo, este resultado ndo é dtul para a construcdo de IC's pois
nao conseguiremos isolar # como no caso anterior.

m Por outro lado, também temos que \/"(IL ~ N(0,1), para n

suficientemente grande.

m Assim, temos que

ICA(0;7) = {H—qa \/ ). 6 — Ga) \/0(1 9)] em que

P(Z > qa/2) = a/2,Z ~ N(Oa 1)
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Intervalos de confianca assintéticos

m Nesse caso, temos que 0—0~N (07 9{5(19192))2» para n

suficientemente grande. Entdo

00
Q(X;0) = e N(0,1)
n(0+2)

para n suficientemente grande. Assim como para o caso da
Bernoulli, seria dificil isolar 6 para se obter um IC.
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Intervalos de confianca assintéticos

m Contudo, podemos usar o seguinte resultado

0—06

QR(X;0) = —— ~ N(0,1)
0(1+0)?
n(6+2)

pois, nesse caso, § é uma estimador consistente de #. Assim, temos

que
01 +6) f(1 + 0)?

ICA(6;7) = |0 — oo da/2 g

n(0 +2) n(0 + 2)

em que P(Z > q,/2) = /2, Z ~ N(0,1).
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Intervalos de confianca assintéticos

m Por outro lado, sabemos que 0= —ﬁ é o0 EMV de e
i=1 1
1(60) = % (e, também, que satisfaz as CR).

m Assim, Q(X;0) = M N(0,1), para n suficientemente
grande. Assim

m Portanto /C(6,v) = [H\f%/z lf%/z]

P(Z > qa/2) = O[/2,Z N(O, 1)
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Intervalos de confianca assintéticos

m Exercicio: Seja X, ..., X;, uma aa de X em que
—(x—0)
e

fx(x;0) = mlR(X), que satisfaz as CR.

m Seja 8 o EMV de 6. Encontre sua distribuicdo assintética e, a partir
dela, obtenha um /C4 com cc y para 6.
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