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Introducao

m Nosso objetivo é inferir (conjecturar a respeito do verdadeiro (ou
verdadeiros) valor(es) de 6 - possivelmente um vetor), ou seja, a
respeito do pardmetro de interesse.

m Inferéncia Estatistica: chegar a conclusdes através de procedimentos
estatisticos. Especificamente, com base em uma amostra, desejamos
inferir a respeito do parametros  associado a uma populagdo de
interesse.

m Inferéncia indutiva: com base em sequéncias de premissas,
chega-se a conclusdes de interesse, através de nexos causais ldgicas.

m Inferéncia dedutiva: com base em uma parte, obtem-se conclusGes
para o todo (esta é a que serd abordada no curso).

m Primeiro passo: estimacdo pontual - obter uma estimativa, a mais
acurada/precisa possivel, com base em um estimador.

m Estimador: é uma estatistica da qual se espera boas (étimas)
propriedades, em termos dos objetivos inferenciais.
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Estrutura

Seja Xi,.., X, uma aa de X, X ~ fx(.;0), 8 € © C R*. O objetivo

é construir um estimador para 7(0) = (71(0), ..., 7(0)), r < k

= Estimador: dizemos que § = a(X) : X = B CTR. Ou seja, um
estimador é uma estatistica (de preferéncia com o maior ndmero de
boas pripriedades possivel), que tem por objetivo inferir a respeito de
0 (espera-se que B C O).

m Estimativa: 6 = g(x): valor numérico do estimador para uma
amostra observada, x = (xq, ..., x,)’.

m Podemos estar interessados em uma func¢éo de 6, digamos 7(6) ou

num vetor (de fungdes) 6 = (04, ....,0¢)  ou

((8) = (1(0), ..., 7 (6)).
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Caracteristicas e qualidade dos estimadores

Distribuico: fg(g; 0).

m Valor esperado: &y(f) (mais préximo do verdadeiro valor, possivel).

Vicio: Bg(é\) = 59(0?7 0) = 59(5) — 0 (menor possivel).

Variancia: Vg(g) (menor possivel).

Erro quadratico médio (EQM): R

EQMy(0) = E[(0 — 0)?] = Ba(0)? + Vy(6) (menor possivel) (prova
do resultado - exercicio).

m Raiz quadrada do Erro quadratico médio:

Ré’QMg(g) = \/5QM9(§) (menor possivel).
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Caracteristicas e qualidade dos estimadores

m Valor absoluto do vicio relativo: VAVRg(g) = ‘Bfg(f)l (menor

possivel).

= Vicio relativo: VR(0) = Bfe(lé\) (menor possivel).

m Consisténcia: 5,, P L= lim,_o P (|§— 0] > e) =0
n—oo

m Convergéncia em distribuigdo: o2 D(0).

n— oo
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Caracteristicas e qualidade dos estimadores

m Espera-se que estimadores sejam fun¢les, caso existam, de
estatisticas suficientes, completas e minimais, pois:

m Suficiente: carrega toda a informac3o relevante.

m Completa: n3o possui material ancilar (contaminagdo com
informagdes que n3o dizem respeito do pardmetro).

m Minimal: maxima redugdo possivel.

m Dessa forma, é esperado que tais estimadores tenham boas (Stimas
propriedades).

m N3o faz sentido construir estimadores com base em estatisticas
ancilares, pois elas ndo trazem informacgdes a respeito do pardmetro.
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Populagdo (N = 1.000.000,

= 8) e amostra (n = 100)
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Populacao e amostra

(&) (B)

) ((>)]

(A) - Muito acurado, mas pouco preciso; (B) Pouco acurado e pouco
preciso; (C) Muito acurado e muito preciso; (D) Pouco acurado e muito

Preciso.
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Métodos de estimagdo (ME)

m E impossivel construir um estimador uniformemente (VFx(.;8) e/ou
V6 € ©) melhor do que todos os outros.

m Se X; X Bernoulli(#). Seja 6 = 0,4. Este estimador serd o melhor
sempre que 6 = 0,4 mas, provavelmente, serd muito ruim V6 # 0, 4.

m ME: mecanismos que seguem alguma definicdo que (geralmente,
com propriedades boas ou étimas, em algum sentido).

m Dois tipos, basicamente:

m Métodos genéricos baseados em critérios especificos: métodos dos
momentos, maxima verossimilhan¢a, minimos quadrados.

m Métodos que buscam estimadores étimos: estimador ndo viciado de
variancia uniformemente minima, estimador de Bayes, minimiza¢do
do EQM.
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Métodos dos momentos

m Baseia-se no fato de que, sob certas condi¢cdes de que

- Zxk —F L e(xH).

n—o0o

m N3o, necessariamente, leva a estimadores 6timos.
m Vimos que:

m Em geral, sdo facilmente obteniveis.

m Nem sempre é possivel obter distribuicdes/momentos, de forma
exata.

m Nem sempre os EMM s3o fun¢bes de estatisticas suficietes
(completas e minimais).

m Podem ser viciados.
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Métodos dos momentos

m Resultado assintético: Seja h(6) = (h1(0), ..., hk(0))’,
h(0) = E(X"), r=1,2,.., k e vamos supor que

om(0)  Om(6) 9hy(0)
90, 90 SER: T
()  9hy(0) dhy(6)
Hoy- | T
Oh(6) Om(6) k(o)
96 90, 00k
seja de posto completo e que %hj(B), i,j=1,2,..., k e continua
em 6.
m Entdo,

Vi (8-6) 2 N (0,[H7(0)) = [HT(0)]) .

m Em que X;; = [ui; — pips], em que p; = E(X'),Vi. Demonstragdo
Sen & Singer (1994). Large sample methods in Statistics: An
introduction with applications.

Prof. Caio Azevedo

Métodos de estimacdo (pontual)



Exemplo de comparacao de estimadores

m Seja X, ...,X,, % N(u, 02), @ = (u,02)'. Considere o interesse em

estimar o2, através de um dos dois seguintes estimadores:

A2 1 ZI 1 (X X) 2 - nil Z;’:l (X’ _y)z

= Note que 57 = =153, Assim, como
AQ

lim,_, Z A2 = I|m,,_>

n=1 — 1(assintoticamente equivalentes).

—1~
05~ X(n 1)

m Logo, £(c7) = =102 e 5(02) =02
m Por outro lado, B( ) =—-102e B(c3) =

m Além disso, V(6%) = (n — 1)@ e V(53) = 2510—21)2'

m Também, EQM(57) = 2272(0?)? e EQM(53) = V(03) =

EQM(53) _ (2n-1)(n-1)
EQM(;) 2

m Portanto, note que

<1l—=n>1/3
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Comparacdo dos EQM’s
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Métodos de maxima verossimilhanca

m Vimos anteriormente que, para uma aa de tamanho de X, de sorte
que fx(x; 0) = [/, fx(xi; @), a verossimilhanca associada a 6 € ©
é dada por

L(6; x) = L(0).

m A verossimilhan¢a nos fornece, entdo, a probabilidade de observar
uma dada amostra em fun¢do do 6 de forma exata (caso discreto)
ou de forma aproximada (caso continuo). Em particular, a amostra
que fora observada.

m Assim, se obtivermos, através de algum procedimento, o maximo da
verossimilhanca, em termos de 6, obteremos o valor mais provavel
responsdvel pela geracdo de uma dada amostra.
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Métodos de maxima verossimilhanca

m Exemplo: Seja Xi,..., X, ~ Bernoulli(#). Considere duas situagdes,
uma em que n =10 x = (0,0,1,0,0,1,0,0,1,0)', © = {0,3;0,6} e
um outro com n=100 valores simulados de uma Bernoulli(0, 3),
© =(0,1).

m Exemplo: Seja Xi,..., X, < exp(0),E(X) = 6. Considere uma
amostra com n=100 valores simulados de uma exp(10).

Prof. Caio Azevedo

Métodos de estimacdo (pontual)



Exemplo 1 (Bernoulli)
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Exemplo 2 (Bernoulli)
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Exemplo exponencial
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Métodos de maxima verossimilhanca
m Caso discreto: fx(x;0) = Pg(X = x).

m Caso continuo:

fx(x;0) =
AIimOP‘g(xl —AS X1 <x1+ A uxp— A< X, < xp,+ A).
—

m Def: Estimador de méxima verossimilhanca (EMV) - Seja X1, ..., X,
va's (ndo necessariamente iid), fx(.;0), 0 € © C RK, é a fdp
conjunta de X. Qualquer valor 8 = 6(x), tal que:

L(é) = supgcoL(0),

é chamado de estimador de maxima verossimilhanca de 6 (pode
haver somente um, mais de um, infinitos ou nenhum).

m Assim, a respectiva quantidade 8 = 6(X) ¢ o estimador de maxima
versossimilhanca de 6.
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Métodos de maxima verossimilhanca

= Note que, Vo emv, temos que :
= L(6;x) > L(6:x), V0 € ©,0 # 0.
m L(6;x)>L(0;x),V0 € ©.
m Em geral supgeeL(6) = maxgcoL(0).
m Muitas vezes, dispositivos usuais de maximizacdo (solucdo de

sistemas de equacdes lineares ou otimizacdo numérica)
podem/devem ser utilizados.
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Exemplo

m Exemplo: Seja Xi,..., X, uma aa de X ~ U(0,60),0 € R*. Ent3o:

1 1
fx(x:0) = 52 L0.0)(yn) Lo,y (1) X 72 (y,,00) (6)

m Como L(#) n3o é continua em 6, n3o é possivel derivd-la para se
obter seu méximo. Contudo, note que, graficamente (préximo slide):

m Podemos notar, entdo, que yi > &, V0 € [y, 00). Portanto, 6 = Y,
é o estimador de maxima verossimilhan¢a de 6.
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Exemplo U(0, 6)

verossimilhanga
I

Prof. Caio Azevedo

Métodos de estimagdo (pontual)



Métodos de maxima verossimilhanca

m Exemplo 2: Seja Xi,..., X, ymaaade X ~ U(6 —a,0 +a), a >0
(conhecido), 8 € R. Calcular o emv de 6.

m Temos que:

L(e) (2(]);) (Yn—a, }/1+04)(0)

m No gréfio do slide seguinte, vemos que
L(6) = supgeoL(8),V0 € (yn — v, y1 + @), T inifinitas estimativas de
maxima verossimilhanca de 6.

m Assim 9 YY, —a<9< Y1 — «, serd um EMV de 6,
particularmente 0 = Nty
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Exemplo U(f — o, 6 + «)
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Comparacio entre 5/\///\4 e §MV no caso de U(0,0)

= Lembremos que £(X) = § e V(X) = %.
| é\MM = 2? [S] t/g\M\/ = Y,, = max(X).

m Distribuicdes: Oy (obter via fgm), fy,(y;0) =

m Esperanca: 8(§MM) =0e 5(§MV) =

Vicio: B(é\MM) =0e B(é\MV) = _nL;T
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Comparacio entre 5/\///\4 e §MV no caso de U(0,0)

Variéncia: V(GMM) 3,, e V(9Mv) Weznm
EQM: EQM () = V(Oum) = 5 e
EQM(Bmv) = V(Buv) + BZ(QM\/) = %'

EQM(Oum) _ (n+1)(n+2)
EQM(Buv) on
e np = 2). Neste caso, a desigualdade serd satisfeita sempre que

n<1oun>2. Ouseja, §MV é preferivel a §MM, segundo o EQM.

Assim

>1<n?>—3n+2>0 (raizes n; = 1

Note que podemos obter um estimador ndo viciado de 6 a partir de
Oy, fazendo 0 = ”HHMV

n+1 n6? 62
Assim, V(@) = { ,,2) (,,+1)2(n+2) = n(nt2)-

V) _ )
YO n+2 <1— n>1. Assim, segundo a variancia, 6

é preferivel a Oppy.

Portanto
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Comparagdo de estimadores U(0, 0)
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Resultado

m Seja © C R e L(0) duas vezes diferencidvel, tal que

_o. PLO)

<0
0—F 062

0=0

00
entdo 0 é a emv de 0 e, assim 0 é 0 EMV de 6.
= OBS: § maximiza L(f) <+ 6 maximiza /(8) = In L(0) <, pois In(.) &

uma fungdo mondtona e L(#) > 0 V8 € © e In(L(#)) é chamada de
logverossimilhanca.
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Exemplo

m Exemplo 3: Seja Xi, ..., X, uma aa de X, X ~ Bernoulli(6),
0 € [0,1]. Temos que:

L) = ™1 —0)" "L 1p0(x) —
—  1(8) = nxIn(6) + n(1 —X)In(1 — @) + const.

m Logo, a fungdo escore é dada por:

S(0) = di(f) _ nx n(l-X)

df 0 1-0

Assim, S(0) =0 — (1—0)x =0(1 —x) - 0 =X
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Exemplo

m Por outro lado, a funcdo Hessiana é dada por

Logo, H() = —n

_d%I9) nx n(l-X)
HO) = —p =~ ~a—op

[%—i— 1%5} < 0. Assim, § é a emv de 0 e,

portanto, 0 é o0 emv de 6.
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Exemplo

= Note que £(6) = 6 e V(0) = M (veja os slides
http://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_Intro_Inf_Mest_
28_2019.pdf) para ver algumas propriedades desse estimador.

m Contudo, a distribuicdo exata de 0 é complicada de ser obtida.

m Exercicio. Prove que, se a) Xi = 0,Vie b)x; = 1,Vi entdo,
respectivamente, HMV =0e HMV =1.
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Resultado

m Suponha agora que © C R e que /(0) seja (duplamente: derivadas
de primeira e segunda ordem) diferencidvel com respeito a 0. Seja 0
o valor de 6 que satisfaz:

a18) _
00, 0
i o

2
. (1)
1(0) _
00, 0

entdo 6 é um candidato 3 emv de 6.
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Resultado

m Se além da condigdo (4) ser satisfeita, tivermos (k=2) que:

82L(0) 02L(0) [ PPL(p) 2 o
89% 0=0. 39% 0=0. 06,006, 0=0.
(S
82L(6) 82L(0)
962 e:§< 0 ou 262 9:§<0

entdo 0 é a emv de 6 e, consequentemente, 6 é o emv de 6.
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Resultado

m No caso geral (k > 2), devemos ter que H(0)

810)  9%1(8) 8°1(0)
967 80,0, 96,0,
81(0)  9%1(8) 8°1(0)
H(6) = 50,0, 963 T 86,0,
810)  9%1(8) 5°1(0)
90,0, 00,00 " 902

seja negativa definida (veja http://www.ime.unicamp.br/
~cnaber/aula_Intro_Ana_Multi_2S_2017.pdf).
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Exemplo

m Exemplo 4: Seja Xi, ..., X, uma aa de X ~ N(u,02), 8 = (i, 0?)
(desconhecido), ©® = R x R2.

m Temos que

L) = (27“712)"/2 exp { 552 (xi — u)2} Lra(x)
— 1(0)= ~552 Z - = In(a ) + const

m Assim, vem que o vertor escore é dado por S = (S(u1), S(02))’, em
que:

S(u) = 2Z(X, ); S(o 22 —p)’ - 202
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Exemplo

m Portanto, de 5(5) =0, vem que

{ 72 i (xi — 1) = 0 ()

357 i (X — B = o (3)

De (*) temos que i = X (x * %) e, assim, de (* * x) em (**), vem
que 6% = 2 301 (xi — 1)’
m Por outro lado, temos que

H(w, H(p, o
H(O) = { H((f%ﬁ?) H((ﬁé,a?)) }
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Exemplo

m Além disso, temos que,
__n 2 2y_ N 1 N2
H(H,ﬂ)—*ng(UaU)—W*Wz(& 1+)

H(p0%) = H(o% 1) = 222
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Exemplo

m Logo
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Exemplo

m Por outro lado, temos que
-~ 77 -~ = ~ = I12 ~ 7 n
H(fi, )H(&2, %) — [H(,52)F = 5y > 0 e H(ji, i) = =% <0
[ Portanto conclui-se que Ji e 72 sdo as emv de 6 e, portanto i = X
€ 0 - 1 Z/ 1(X X)
m Exercicio: obtenha os emv de 6, baseado em uma aa de X, quando :
a) X~ U(a,B), 0 =(c, B)
b) X ~ Ula—~,a+7), 0 =(a,7)

considerando i) « conhecido, ii) v conhecido e iii) ambos
desconhecidos
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Exemplo

m Exemplo 5: Seja X uma va com distribuicdo
hipergeométrica(N, n, a) em que N: tamanho da populacdo (muitas
vezes o pardmetro de interesse), n: tamanho da amostra, a: niimero
de elementos com a carateristica desejada, na populagdo (também
pode ser um pardmetro de interesse).

m Temos que (N serd o pardmetro de interesse):
GG
(%)

em que ¢ = max(0,n — N + a) e ¢; = min(n, a).

fx(X; N) ES :n-{cl,.“,cz}(x)
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Exemplo

m Defina r(N) = % logo

V)
_ & (N-a)(N-n)
r(N) = (i)((N”:l_l):'*) T N(N—a—n+x)

m Note, entdo, que

r(N) > 1 (N—a)(N—n)>NN—-a—n+x) <«
W—M—M—M>W—M—M+M+N>%

Analogamente, se r(N) <1 — N < 27,
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Exemplo

an

m Ent3o, a emv de N serd, aproximadamente % ou seja N ~ -

m Se 22 n3o for inteiro, podemos considerar [22] e | 22] e avaliar onde
X X X

a verossimilhanga é maior.

m Consequentemente, o emv de N serd N = %
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Exemplo

m Exemplo 6: Seja Xi,...., X, uma aa de X, X ~ gama(r, ),
EX)=r\ 0= (r,)\), 0 =R xR
m Temos que

L) = )\nri e 3% H I+ (x)

— (@)= —<nx+(r— l)z In(x;) — nrin(A) — nin(I'(r))

i=1
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Exemplo

m Portanto, as componentes do vetor escore, sdo dadas por (funcio

digama V(r) =

S(r) = Z In(xi) = nin(A) = n¥(r) ; S(A) = 35 —

m Dessa forma,
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Exemplo

m De (**¥) em (*), temos que:

—nn(7) + n¥(7) =Y In(x;) — nin(x)
i=1

a qual ndo tem solugdo explicita e, assim, algum método numérico
para resolucdo de equagdes (sistemas) n3o linear(es), tem de ser
empregado, como: algoritmo de Newton-Raphson, Escore de Fisher,
BFGS, Nelder-Mead, L-BFGS-B, gradiente conjugado, simulated
annealing entre outros.
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Exemplo

m Neste caso, a determinacdo se as estimativa sdo de mv, deve ser
feita por métodos niimericos (avaliando se a matriz Hessiana é
negativa definida)

m Caso r seja conhecido, pode-se provar que A = % é oemvde A

(exericio). Obtenha também £(X), V(X) bem como sua distribuic3o
exata (compare como respectivo emm).
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Propriedade da invariancia dos emv

mSeja@ CReT:0 = ANCR, em que 7(0) = (11(0), ..., 7(0)),

r <k.
m Suponha que r = k =1 e 7(f) =  uma transformagdo 1 a 1, temos
que
L*(1,%) = L(=(n),x) = L(8 H il 0
m Assim, podemos verificar que:

sup,caL*(n, x) = sup, A L(771(n); X) = supycoL(6; x)

= Portanto, sup, caL*(n, x) = L(7; x), 71 = 7(6).

Logo, 1 = 7'(5) é o emv de 7.
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Teorema

m Principio da invaridncia dos emv: seja BoemvdedecO CRke
7:0 > ANC R r<k (nfo, necessariamente, uma funcdo 1 a 1).
Entdo T(@)E o emv de 7(0), 7(0) = (11(0), ..., 7(0))" e
7(0) = (11(0), ..., 7(0))’.

m Graficamente, veja o slide seguinte (precisamos particionar o espaco
paramétrico associado a 7.

m Dem: Defina L*(n) = supg., ()=, L(8),n € A, a verossimilhanca de
7 induzida por T.

m Seja A = 7(©) e para cada 1 € A, defina
©,={0<€0:7(0)=n}

m Dessa forma, temos que L*(7) = supgce, L(0).
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Teorema

m Além disso

L(7) = sup L*(n) = sup supgee, L(0) = sup L(B) = L(B)  (2)
nen nen 0co

m Entretanto, como 0 é a emv de 6, vem que

L(8) = supgce, L(0) = L(7(0)) (3)

emque@ﬁ:{gee:T(é):ﬁ}.

m Assim, de (2) e (3) temos que L(77) = L(7(8)) e, assim, 7(0) é a
emv de 7(0).
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Exemplo

m Exemplo: Seja Xi, ..., X, uma aa de X ~ Bernoulli(f) e
7(0) = 0(1 — 0) (entra na varidncia exata de ).

= Como Oy = X entdo, pelo principio da invariancia 7 = X(1 — X).
m Exemplo: Seja X; " N(u, 02) e defina 7(8) = Po(X < x0), x
conhecido. Obtenha o emv de 7(6).

m Temos que

g

n:Pg(XSXg) Pg (Z<XO_'U)
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Exemplo &teorema

m Assim, como fi =X e 52 = 2 37 (X; — X)? sdo os emv de 6,
entdo 77 = Py (Z < %) e o =1V0o2.

m Teorema: Seja T = t(X) uma estatistica suficiente para 6 e 0 seu

respectivo emv. Ent3o 6 = f(t(X)) (vale também para o caso
vetorial e/ou multivariado). Dem: exercicio (usar o critério da
fatoragdo).
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Exemplo

m Exemplo: Seja Xi, ..., X, uma aa de X, X ~ exp(6). Obtenha o emv
de x4, 0 g-ésimo de X.

m Sabemos que:

F(Xq) =4q,9¢€ (O’ 1)7

mas,
l_e_Xq/G:q_>1_q:e_xq/0_>Xq:_9|n(1_q).

m Assim, como § = X é o emv de 6, ent3o Xg=—-XIn(1l—q) éoemv
de xg.
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Exemplo

m Seja Xi,.., X, uma a ade X ~ U(6 —1/2,0 +1/2). J& provamos
(pdgs.23 e 24) quese Y, — 3 <0 < Y,+ 3, 6 éoemvded.

m Pode-se provar que

~ 1
97:Y,,—§+7(1+Y1—Y,,),ye(0,1)

m Sabemos que (Yi, Y,) é uma estatistica suficiente para 6.

m Contudo, é\w =Y, — 1+ cos?(X1) (1 + Y1 — Y,) é um emv de 6,
mas 0., # g(Y1, Ya) (0, = g( Y1, Yn, X1))-

m Isto ocorre, essencialmente, pela fato de que o an nao ser dnico.

m Exercicio: Seja Xi, ..., X, uma aa de X ~ Pareto(«, 3), ou seja,
fx(x;0) = %ﬂ[ﬁ)m](x). Encontre o emv de

0 = (a,8) € RT x R e deduza todas as propriedades (esperanca,
distribuigdo etc) de forma exata, possiveis.
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Método de minimos quadrados (MMQ)

m Este é um dos métodos mais utilizados, quando n3o se quer fazer
suposicdes acerca da distribuicdo dos dados (nem mesmo que
precisa pertencer a familia de localizagdo-escala).

m Considere o modelo Y; = g;(8) +&,i=1,2,...,n, 6 € © C R¥ (sua
suposi¢do ndo é necessdria para se considerar o método de MQ).

m Admita que as fun¢des g;(.) sdo conhecidas e que &, ..., &, so erros
n3o aleatdrios e n3o correlacionados, tais que: £(¢;)=0e
V(&) = 0% (em geral, desconhecido).

m Além disso, gj(.) é diferencidvel em ©, Vi (pelo menos duas vezes).
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Método de minimos quadrados (MMQ)

m A estimativa de MQ de 6 é obtida minimizando-se (através de
algum procedimento apropriado) a express3o:

n

Q6) = (vi — &i(0))

i=1
em relacdo a 6. Portanto, se 0éa egqm de @, entdo:

Q) = > (v~ &i(0) mfeeez - &(0)

m No caso unidimensional, devemos verificar se:

02Q(0)

902 >0

0=0
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Método de minimos quadrados (MMQ)

m No caso bidimensional, devemos verificar se:

(290 y(290| )_(ze@] V',
007 o 003 lo—g 90,002 |45
€
2Q(0) *Q(6)
003 lo—g 0o 003 oz 70
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Método de minimos quadrados (MMQ)

m No caso mais geral, devemos ter que H(8)

2°Q(0)
962
2%Q(0)
96,6,

H(6) =
826.)(0)
90,0,

deve ser positiva definida.
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3 Q(0)
0010,
5 Q(0)
962

2°Q(0)
80,0,

9°Q(6)

9016,

92Q(6)
90,0,

azé(e)




Método de minimos quadrados (MMQ)

m Podemos estimar o2 através de 52 = 1 7 (V] — gi(6))>.

m Exemplo 1: Seja Y; =60 +¢&;, i=1,2,....n. Nest caso, g;(0) =4,
Vi, 0 € © CR. Assim h(f) = 27:1()’1' —6)?

m Podemos provar que # = Y é o emq de 6 (exercicio). Se, além disso,
13 X N(0,0?), entdo =Y também é o emv de 6.

m Exemplo 2: Seja Y = a+ Bx; + &, i =1,2,...,n. Neste caso,
gi(0) = a+Bx;, Vi, 0 = (a,B) € © C R?,

m Pode-se provar que a fungdo: h(0) = Y7 (vi — a — Bx;)?, atinge o
minimo em 6 = (&, 3)/, em que (exercicio):

> yi —¥)(x — )
Yl =%

a=y-pxef=
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Método de minimos quadrados (MMQ)

m Consequentemente & = Y — Bx e ,6’ % , SA0 0S emv
de 6.

= Neste caso, se & < N(0,02), 8 = (@, 3)’ também & o emv de
0(exercicio).

m Em situagGes mais gerais, pode-se utilizar outras fun¢Ges de perda
(distancias) (g(8)), fun¢do dos valores observados e esperados.
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Método de minimos quadrados (MMQ)

m Nesses casos, a emq de 6 é obtido através da solu¢do (das equagdes)
> " d(yi, E(yi;0)) = infoco Y _ d(yi, E(yi:0)),
i=1 i=1

em que E(Y;;0) = Ep(Y:) e d(.,.) é uma fungdo de perda
(distancia) apropriada, por exemplo

d(yi; E(Yi;0)) = lyi — E(Yi; 0)).

m Veja o exemplo da regressdo quantilica: https:
//www.aeaweb.org/articles?id=10.1257/jep.15.4.143
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Multiplicadores de Lagrange

m As vezes, temos interesse em obter os estimadores de 8, sob alguma
restric3o ou, isto é mais conveniente.

m Por exemplo, poderiamos estar interessados em obter o emv de
0 € © C R, sujeito a g;(8) =0,Vi =1,2...,r,r < k (n3o guarda,
necessariamente, relacdo com a fun¢do definda para o método de
MQ)

m Neste caso particular, podemos utilizar o métodos dos
multiplicadores de Lagrande, ou seja, teremos de que maximizar

k
g(8, ) = 1(8) — X'g(0) = 1(0) — Z \igi(0)

A= (/\1, ..,)\k)/ eR".
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Multiplicadores de Lagrange

m Exemplo, X ~ multinomial(n, @), n conhecido, 8 = (64, ..., 0¢)’,
X=X, Xe), S xi=neXk 0,=1,0,€(0,1) e
x; € {0,1,2,...,n}, Vi. Encontre o emv de 6. Temos que

HGX']IA

llX’ll

em que A é o conjunto que considera as restricoes
Zf( 1 xi =n,x; €{0,1,2,...,n}, veja também: http:
//www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_DPD_ADD_1S_2017.pdf

m Para obter o emv de 6, podemos maximizar

g(@,)) =1(0) - (ZH — 1) Zx,ln (i@ — 1) + const

i=1
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Multiplicadores de Lagrange

m Assim,

S;) = % :g—/\,izl,z...,k

S = > 61

m O sistema associado as equacdes de verossimilhanca é dado por:

{ S@)=0,i=1,2,...k %{ $-X=0i=120 k()

S() =0 Y1y 0= 1= 0(x4)
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Multiplicadores de Lagrange

m De (**), temos que >, ; 0; = 1(* * ). Portanto, de (x * %) em (¥*),
vem que

k k k
S =33 T A= S = (s e ee)
i=1 i=1 i=1

= Finalmente, de (****) em cada equacio de (*), temos que 6; = x
e, assim, 0; = X7 (calcular esperanga, varidncia e eqm de 6;).

m Exercicio: provar que a matriz Hessiana H(0, \) é negativa definida
e, portanto f; é oemvde 0;, i =1,2,..., K.

m Inferéncia Estatistica restrita: https://www.amazon. com/
Constrained-Statistical-Inference-Inequality-Constraints/
dp/BO01A651NR2/ref=sr_1_fkmrO_17keywords=silvapulle+
book+restricted+inference&qid=1568384293&s=gateway&sr=
8-1-fkmr0
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Método da substituicao

m Seja 0 algum estimador (emv,emm

emq)de 8 c ©@ C RFe

7(0) = (11(0), ..., 7¢(0))’ funcdes de interesse. Entdo, um

A

estimador, digamos 7(60) para 7(0), é obtido através de

~

7(8) = (11(8), ..., 7k (8))".

m Exemplo: Seja Xi,..., X, i U(0,0)

de 0. Seja 7(8) = V(X) = %.

m Logo um estimador para 7(6) (que
emm dele) é dado por T(é\) = % =
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,6 > 0. Entdo 0 =2X é o0 emm

nao sera, necesseriamente, o
<2

X

3 -



Comparacao de estimadores

m J34 vimos comparar estimadores, segundo alguns critérios como valor
esperao, variancia e EQM.

m Nesta parte aprofundaremos tal discuss3o.

m Suponha que queremos estimar 6, associado a X ~ fx(,;6) com
base em uma amostra aleatéria X = (X, ..., X,,)’.

m Como vimos, n3o é possivel obtermos estimadores uniformemente
Stimos (V0 € © e VFx(;0)).

m Assim, para obtermos estimadores étimos, deveremos nos restringer
a classes especificas (sob certas restricdes).
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Comparacao de estimadores

m Pergunta:

1) Que propriedades um (bom) estimador deve ter?
2) Que critérios devemos utilizar para selecionarmos um estimador
6timo?
] Exemplo: Considere dois estiAmadores, 51 e 52, de sorte que
01~ Ul —1/2,0+1/2) e~ U(O—1,0+1). Assim

EB)=0 ; E6)=

V(o) =35

m Nesse caso 0; seria preferivel a 0, se utilizarmos a variancia como
critério de escolha (dado que os valores esperados s3o iguais).

= Em geral, gostar-se-ia que £(8) = 0 e V(0) ~ 0(pequena).
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Comparacao de estimadores

m Def: Um estimador 6 de 6 (ou de 7(6)) é dito ser n3o viciado (ou
ndo viesado ou n3o tendencioso) se:

—~ ~

&(0) = 0[E(0) = 7(0)], V0 € © C R

m Exemplo 1: Seja X; i Bernoulli(6), entdo 9 = X ¢ uma estimador
nao viciado de 6.

m Exemplo 2: Seja X; " N(u, 02). Nesse caso,
0= (X,L5°0 (X, — X)?)" & viciado para @ pois, apesar de X ser
ndo viciado para p, + 37 | (X; — X)? é viciado para o2.
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Comparacao de estimadores

m Exemplo 3: Seja Xi, ..., X, ~ Poisson(f), 8 > 0. Seja 7(8) = (—2)%
um estimador para 7(0) = e~3?. Note que

Contudo, apesar de 7(6) ser ndo viciado, note que P(7(f) < 0) > 0.
Assim, tal estimador poderia ndo ser apropriado.

m Exemplo 4: Seja Xi, ..., X, uma aa de X ~ Bernoulli(6), 6 € (0,1) e
7(0) = 12;. Neste caso, 3 env (estimador nio viciado) de 7(6).
Suponha, entdo, que 3 tal estimador, ent3o (lembrando que temos
um total de 2" amostras possiveis), temos que (slide seguinte):
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Comparacao de estimadores

m Assim

=)
I

. 0
Eo( Za 0™ (1 — 6)"0-9) = T

~ ke 0
- Zajem —0)"k = T
=1
2" N
= > g 1-0)"=(1-0)"VoecO

O que é uma contradicdo pois afirma que um polinémio de grau n
seja igual 3 (1 — 0)~1. Assim, nio existe um env para &, neste
caso.
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Comparacao de estimadores

m Erro-quadrdtico médio (ja fora definido). De uma forma geral,
temos que EQMy(0) = E[(0 — 0)?].
m Note que

Gl 0] = &l(0-£0) - (- €@
= &0 - O]+ &0 - £O)]

— 28[(0 - £(B)(0 - £(O)]
20 — £(0))Eo[(0 — £(B)]

-~

= Vu(9) + B(H) —
= Vy(6) + B0

vv

A quantidade Bg(/\) é chamada de vicio do estimador, em que se

By(6) =0 — V(8) = EQM(0).
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Exemplo

m Seja Xi, ..., X, uma aa de X ~ Bernoulli(), 6 € (0,1)
m Sejam 51 952, dois estimadores para 6, tais que 51 =Xe

X
b, = 22X 0 B e R,

m Pode-se provar (para 51 ja fora provado) que:

@) =0 ; e’g(éz)z%ﬁ"fr7
By(61) =0 ; 89(52):%_
)= "0 v = 0
omi =" s eom) = (s[5 ]
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Exemplo

m Tomando oo = 3 = g temos que 5QM(§2) =

m Graficamente (slides seguinte).

m Exercicio: obter os pontos {a,, b,}, em relagdo a 0, tais que
EQM(B1) = EQM(B,) (a = B = ¥7).

m Assim, em teremos do £QM, temos que o 51 é melhor que 52 para
6 € (0,a,) U (by,1)

Prof. Caio Azevedo

Métodos de estimacdo (pontual)



<
[
D
[}
O
(@)
UT
O~
c
>
(S
£
()
=
e
LLI
[%2)
(©)
e
(@)
UT
O~
[0}
—
g0}
o
£
(@)
O

T T T T T T
9000 7000 2000 0000

oipaw oanespenb 013

| N R S B . —]
900 S00 ¥00 €00 200 TO0 000

oIpaw odnespenb oud

n =400

T T T T T T T
50-29 S0-3y S0-9¢ 00+30

oipaw ooneJpenb oua

N R S R . —
0-99 -3 ¥0-92 00+30

oipaw odneipenb o1

Prof. Caio Azevedo

™
2
S
a
o
®
8
&
£
7
8
o
<
w0
<]
]
<1
&
B
=




Definicoes

m Se glAe 52 sdo dois estimadores de 6, dizemos que 51 é melhor do
que #,, em termos do EQM se

EQM(B,) < EQM(B,),76 € ©.

m Se ambos forem n3o viciados, isso equivale a dizer que #; é melhor
do que #,, em termos da variancia, ou seja

V(1) < V(6,),V6 € ©.

m Embora n3o seja a forma mais apropriada, também podemos
comparar os estimadores através das varidncias mesmo se pelo
menos um deles for n3o viciado.
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Estimadores 6timos

m Seja G, = {5 5(5) =7(0),V8 € @} a classe dos estimadores n&o
viciados de 7(6) e vamos supor que C, # (). Nosso objetivo é
encontrar 68* em C,,

V(0*) < V(0),¥0 € ©,Y0" £0 (4)

m Definigdo: um estimador pertecente a C, que satisfaz a (4) é dito
ser um estimador ndo viciado de varidncia uniformemente minima
(ENVVUM).

m Na busca por esse tipo de estimador, os conceitos de reducdo de
dados ser-nos-3o bem teis.
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Condicoes de regularidade

m Seja X = (X1,...,X,) uma aade X ~ fx(.;0), 0 € © CR. As
condicdes de reguleridade s3o:

1) 1(0) < 00,¥0 € ©, em que I(0) =& [(% In f(X;B))z] (Informagdo
de Fisher)
2) VT = t(X),E[|t(X)|] < +o0, entdo

% H(X) fx (x; dxe/ aet(X)fx(x 0)dx

J e sdo contl'nuas em 0

%/Rn H(X) e (x: 0)dx = 889 H(X) i (x: 0)dx
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Condicoes de regularidade

m Exercicio : mostrar que a distribuicdo U(0, #) n3o satisfaz as
condi¢Be de regularidade (CR).

m Exercicios: Mostrar que
a) €& Inix(X;0)] =0.
b) € [—g—; In fx (X; e)} =¢ [(% In f(X; 0))2].

m Vamos demonstrar o item b)
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m Note que

0 0
5( 2 I fx(X; 9)) /R 52 In fx(x; 0)fx (x: 0) dx

9 0
= 4 L(x)fx(x;e)dx
=n 00 fx(x;0)

B 1
a _/Rn f2(X;0)

9 fx(x; 0) .
= /nwfx dx—l-/n (M) fx (x; 0)dx

(éi;fx(x;ﬁ)) x(x;0) — <§9fx(x;9))2] fx(X; 0)dx

— /R (689 In fx(x;9)>2fx(x;9)_5 [(;‘9“‘ fX(’“@)T = 1(6)




Teorema de Cramer-Rao

m Seja X = (X1,...,X,;) uma aade 7x(.;0),0 € © e T = t(X) um
estimador n3o viciado de 7(6), 7: © — R é uma fun¢do
diferencidvel. Se as condi¢des de regularidade forem satisfeitas ent3o:

d 2
[57(0)]
V(T) > 12 V) € © 5
m Obs: As distribuicbes pertencentes a FE satisfazem as CR
%7(0) =T7'(6).
m A inequagdo (8) é conhecida como limite inferior de Cramer-Rao
(LICR).
m Assim, todo e qualquer estimador ndo viciado cuja variancia atingir
o LICR serd um ENVUM.
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Teorema de Cramer-Rao

m Demonstragdo: Sejam Y e W va's £(Y) = 0. Assim

Cov?(Y, W) < V(Y)V(W) = E(YH)V(W)

m Portanto,

Cov? (t(X),aaaln fx(X;9)> < V(t(X))E l(aaamfx(x;e)ﬂ (6)
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Teorema de Cramer-Rao

m Mas

Cov (t(X), % In fx(x;o)) = /R t(x) (889 In fx(x;0)> fx (x; 0)dx

= %/n t(x)fx(x;0)dx = %E(t(X))
= 7'(0) (7)
m Logo, de (7) em (6) vem que
2
W(T) > 57O e o




Teorema de Cramer-Rao

m Mas

m OBS: Se Xi,...,, X, é uma aa de fx(.; ) entdo /(#) (assocaida a
fx(.;0)) é tal que: 1(0) = nl (), em que

L(0) —S{—aa;ln fx(x;a)}

m Basta notar que fx(x;6) = []_, fx(xi; 0) e as varidveis associadas
sdo iid.

m Coroldrio: Sob as condicées do teorema,

4 10)]°
Vo(T) = [fﬂdl(g)] & Ja(), a(0)[t(x) — 7(0)] = % In fx(x; 6),V0 € ©
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Teorema de Cramer-Rao

m Prova: Note que

Cov < (;90 In fx(x; )) = Cov(T — 7(0), 880 In fx(x; 6))

m A igualdade (no LICR) ocorre se Cov(Y, W) =1 (estando Y e W
padronizadas), ou seja se Y = aW + b, para algum vetor (a,b). Ou
seja, se e somente se, 3 constantes a*(6) e b*(9)

T—r(6)=a"(0) 2

50 In fx(x; 0) + b*(9)

ou

T—700) 8 b*(6)

=) a0 "0+ g

m Assim, se a*(0) = a(f) e b*(0) =0, o LICR(7(8)) é atingido.
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LICR

m Exemplo 1: Seja Xi, ..., X, uma aa de X ~ exp(#), £(X) = 6.
Encontre o LICR(8).

m Temos que:

0? n  2nx
—n 2n n
I0) = 5(—H(9)):7+§:97

m Ent3o o LICR(0) = %.

m Por outro lado, sabemos que éMv = X, de sorte que, 5(§MV) =0e
V(Omv) = %. Assim, neste caso, Oy é um ENVUM para 6.
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LICR

m Exemplo 1.1: Vamos agora encontrar o LICR(6) = %. Temos que

LICR(r(9)) = 5E = L.

m Vamos estudar o comportamento do estimador 6 =
S=>",X:. Note que S ~ gama(n,#). Assim:

-~ 1 n"
r _ 5/0 n—1
£ = /0 () e ds

nr o0 1
= n=rr(n — - —5/0.n—r—-1
G"F(n)e (n r)/o 0n—rT(n— r)e s ds

1

n" Fn—r)
6 T(n)
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m Assim, 5(5) =21l _,¢ (”_1§> =

n
6 n—1 n
m Além disso, 5(9A2) = Wz)(n—z)- Assim,

~ I’I2 n2 n2

N e e R T R LR Ve )

= Portanto, V(6*) = (”;721)2]}(5) = woy > 7. Assim, ndo
podemos afirmar se 6* é ou ndo um ENVUM para %.

m Exercicio: para este modelo, encontrar LICR(7(f)), em que
7(0) = 6% e 7(0) = %
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LICR

m Exemplo: Seja Xi, ..., X, uma aa de X ~ N(u,0?), com p
conhecido. Achar o LICR(c?). J4 vimos que:

n

S(o?) = % In fx(x; 0?) = —% + ﬁ Z(X/ — )’
i=1
S T
= a(o?)[t(x) — (%] (8)

Como E[t(X)] =& (£ X7, (X; — p)?) = 02 e por (8), temos que
V(t(X)) = LICR(c?) e, assim, t(X) = £ 37 (X; — p)? é um

ENVUM de 2, pelo colorério.
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m Exercicio: Seja Xi, ..., X, uma aa de X ~ Poisson(f). Prove que se
6 = X, entdo V(8) = LICR(6).
m Exemplo: Considere o modelo do exercicio anterior e
7(0) = e (1 +0).
m Note que Py(X =0)=e P e Py(X =1)=e"%.
m Defina T = I x—oux=1}. Assim,
E(T)=Py(X =0UX =1)=e + %0 = (1 + 0) = 7(0).
e

m Sejaagora T* =137 lix_oux=1}, assim E(T*) = 7(0)
V(T*) = T(0)(1—7(0))
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LICR

m Por outro lado, temos que S(0) = §[x — 0]

m Se T é um estimador n3o viesado de 7(6) cuja Vy(T) = LICR(7(6)),
entao

a(d)[t(x)—7(0)] = % In fx(x;6)

() = oy =01 +700)

= w00
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m Mas para que t(x) seja uma estatistica, devemos ter

7(0) — —— =0 a(0) = 2 5 t(x) = —

o que é uma contradicdo. Logo,

V(T) > LICR((0)),¥0 € ©,¥T, E(T) = (6)
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Teorema de Rao-Blackwell

m Exemplo: Seja X, ..., X, uma aa de X ~ Bernoulli(9),6 € (0,1).
Defina T=X;, S=Y", Xi e T* =&(T|S). Note que

ETIS=5) = P4 =1/S=s)= P(x;(_51_ss)_ s) _
_ P(1—12,1X—5) P(X1:17Z7:2Xi:5_1)
B (2)0s(1 —0)—= (Des(1—0)n—
( )95 1+1 a)n 1—s+1 s Z?:l X
- ( )es 1 _ ~hT T

Note que V(X1) = (1 — 6) > V(T*) = 209 wg c @,
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Teorema de Rao-Blackwell

m Seja T = t(X) um estimador n3o viciado para 7(6),V0 € © e
S = s(X) uma estatistica suficiente para 7(6). Defina
T*=£&(T|S). Entdo:

1) T* é uma estatistica.

2) E(T*)=17(9),V8 € ©.

3) V(T) < V(T), V0 € ©.

m Prova: 1) Segue do fato de que S é suficiente e T = t(X).
m Prova: 2) E(T*) =E(E(T|S)) =&(T) =7(0), pois T é um env de
7(0).
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Teorema de Rao-Blackwell

m Prova: 3) Temos que

V(1) = V(E(T|S))
V(T) = EWV(TIS))+V(E(TIS))
= EWV(TIS))+V(T")
>0

= VY(T)>=V(T")

m Exercicio: Seja Xi, ..., X, uma aa de X ~ Poisson(f) e
7(0) = e~?(1 + 6). Obtenha, explicitamente, T** = £(T|S) em que
T =150 lix—oux—1y € S =Y., Xi. Mostre que:
V(T) <V(TH).
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Teorema de Rao-Blackwell (TRB)

m Observagdo: Se T é um estimador de 7() (ndo necessariamente n&o
viciado) e S é uma estatistica suficiente, entdo
Eol(T* —7(0))] < &EI[(T —7(0))],V0 € © (EQM), em que
T*=&(T|S). Sugestdo: E(T) =E&(T™).

m Exemplo (necessidade da Suficiéncia de S): Seja Xy, X> uma aa de
X ~ N(p,0?), da tamanho 2 e defina T = 5% Note que:

E(TIX) = € [(Xl ;X2

1
5

x| = 3 E0aX) + 0]

X1+ )

que ndo é uma estatistica (£(T|X1)).
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Teorema

m Seja T um ENVUM de 7(0) (Vs(T) < oc). Entdio T ¢ inico.

m Dem: Seja T’ um outro ENVUM de 7(0) e defina T* = T+TT/
Assim
E(TY)=1(0) e
* 1 1 / 1 /
V(T") = ZV(T)+ZV(T)+§COV(T,T)

I+ V(T + 5 (VT

V(T) = V(T*) < V(T),V0 € ©
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Teorema

m No entanto, como T é ENVUM, V(T*)=V(T),V6 € ©.
Entretanto, isso implica que:

Cov(T,T') = (W(TW(T')Y*(=W(T))
—  Cov(T,T')=+1— Fa(0), h() constantes,
T =a(f)T + h(0)
— E(T") = a(0)7(0) + h(9) e
V(T') = 2(O)V(T)

Assim, como T’ também é um ENVUM, temos que a(f) =1 e
h(6) =0,Y0 € ©. Logo T = T
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Teorema de Lehmann-Scheffe

m J34 vimos que, se existir, o ENVUM ¢ tinico.
m O LICR n3o, necessariamente, é util, para obter o ENVUM.

m O TRB apenas, em principio, aperfeicoa estimadores n3o viciados,
no sentido de diminuir sua vairancias.

m O Teorema de Lehmann-Scheffe (TLS), sob certas condi¢des, produz
o ENVUM.
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Teorema de Lehmann-Scheffe

m Seja S uma estatistica suficiente e completa e T um estimador n3o
viciado de 7(#), tal que, T = g(5). Entdo T é o ENVUM.

m Prova:

1) Unicidade: Seja T’ um outro ENVUM, assim T’ = h(S) (pelo
TRB). Entdo, defina f(S) =T — T’ = g(S) — h(S). Portanto

Se, E(f(S)) =0 — f(S) =0,Va € Bs (suporte de S), pois S é completa

Portanto, T— T'=0—=T=T',V,0 € ©.

2) Seja T’ um estimador n3o viciado de 7(6). Entdo T* = £(T|S) é
um estimador n3o vicaido de 7(8) e Vo(T*) < Vy, V8 € ©. Como
T* é uma fungdo de S, pelo item 1), temos que T* = T. Assim,
VQ(T*) = Ve(T),V@ € 0.
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Teorema de Lehmann-Scheffe

m Exemplo: Seja Xi,..., X, uma aa de X ~ exp(6), £(X) = 6 e defina
7(0) = %. J& vimos que, 0 = ”;1% € uma estimador n3o viciado de
7(6).

= Como S & uma estatistica suficiente e completa, § = g(5) e
E(0) = 7(0), pelo TLS, temos que 6 é o ENVUM de 7(0).

m Obs: Isso é verdade, ainda que

~

Vo(8) > LICR((0)),¥0 € ©,¥n € N,

0 que, de fato, acontece neste caso.
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Exemplo

m Seja X, ..., X, uma aa de X ~ Poisson(f) e 7(6) = e~ (1 +0).
Obtenha o ENVUM de 7.

m J3 vimos (fora deixado para ser provado) que

T = &(T%S) = (”; 1>5 <1+ nfl) 7

emque T* =157 Tix_oux—1yeS=>7,X.

m Logo, T** é o ENVUM de 7(0),pelo TLS, pois
E(T**) =&(T*) =7(0) (como ja vimos anteriormente) e
T** = g(5), S uma estatistica suficiente e completa.

m Exemplo: Seja X, .., X, uma aa de X ~ U(0,60), 6 > 0. O ENVUM
de § 66 ="y, Y, = max{Xi,..., X,}. Pelo TLS, como £(§) = ¢
ef= g(Ys), em que Y, é uma estatistica suficiente e completa.
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Formas de obter o ENVUM (7(#))

1) Obter uma estatistica suficiente e completa (S) e

1.1) Construir uma env, digamos, T, que seja fungdo de S (T = g(5)),
tal que £(T) = 7(0) (TLS).
1.2) Obter T = &(T'|S), em que T’ é um unv de 7(0) (TLS + TRB).

2) Calcular o LICR e provar que V(T) = LICS(7(9)), V9 € ©,
E(T) =7(0) (env).

3) Provar que (sempre ocorre na FE, mas no necessariamente, o
modelo precisa pertencer a FE):

a(0)[t(x) —7(0)] = % In fx(x; 6)

E(t(X)) = 7(0),¥0 € ©.
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Obtencao de Estatisticas Suficientes e Completas

1) Familia exponencial regular (FEC n3o, necessariamente, apresenta
uma estatistica suficiente e completa).

2) Critério da fatoraco (ou teorema da minimalidade e suficiéncia) &
provar a completitude pela respectiva definicao.
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Exemplo

m Seja Xi,..., X, uma aa de X, X ~ exp(f), £(X) = 0. Defina
7(0) = e~*/?. Obtenha o ENVUM de 7(6).

m Note que:

Fx(x;0)=1—e>? 5 P(X >1)=1— Fx(1;6) = e~ /°.
m Por outro lado, temos que:

{ 1, se Xy >1

T = ‘.

0, caso contrdrio.

m Assim, E(T) = P(X; > 1) = e /7,

m Segundo o TLS (TRB), T* =&(T|S) é o ENVUM de 7(¢), em que
S= 27:1 Xi.
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Exemplo

m Mas, note que:

° f(x1,s)
f(s)

E(TIS=s) = P(X, > 1|S = 5) = /1oo FOxals)dxs = /1 o (9)

m Vamos encontrar f(xy,s). Para isso, defina Y1 = Xi,
Yo=Xi+To=S5, T, =5 ", X:. Por outro lado,

fr(y1,y2) = | fix,, 1) (v, y2 — y1)laly)

m Assim x; =y, b =)o — y1, —
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Exemplo

m Portanto,
fr(yi,y2) = ()2 = ¥1) 10,000 (Y1) L(y,00) (v2)

1 1 —(r1ty2)

— Zen/0____ - @ 29 1
=T (v2 = y1)" " L(0,2) (Y1) L(0,00)

1

_ —y»/0 o n 2]1

96 9”—1F(n 1)(y2 yl) (7}’2)(yl) (0 oo)(.ys)

m Dessa forma,

n—1 (}/2—}/1

n—2
le\Yz(y1|y2) = y2n Vv ) II‘(O,)Q)(yl)

n—2
n—1/(s—x
pstal) = "5 (F52) g ()
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Exemplo

“n-1 _
E(TIS=s) = / (s = )" P10 ()b

1

n—1 ° n—2 (5 - 1)n71
= i /1 (s —x)" da = 5

u=s—xi
1 n—1
= <1 — 5) 75 > 1
= Logo,

n—1 n
e(ris)={ {13 L ses= Tl
0, caso contrério
m Exercicio: Seja Xi, ..., X, uma aa de X ~ Poisson(};), \; = e’#,
z;;i=1,2,...,n s3o conhecidos. Encontre o LICR(7(6)) = 6.
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Definicao

m Def: Sejam 6; e 6, dois estimadores n3o viciados de 7(4). Suponha
que suas variancias sejam ambas finitas. A eficiéncia de 6, relativa a
0, é definida como sendo:

effy) = V"(of),ve co

0 (02

= Dizemos que Vy(f;) é mais eficiente do que Vy(6,) se eff < 1,
V8 € © <> Vo(61) < Vo(62), V0 € ©.
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Definicao

m Def: Seja  um env de 7(6) e suponha que fx(.; ), € ©, satisfaz
as condicdes de regularidade. Dizemos que 6 é um estimador
eficiente se

R ! 2
(0) = [ /EZ;] Voe®

ou seja, atinge o LICR(7(9)).
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Definicao

m Def: Seja 6 um estimador eficiente (se existir). A eficiéncia de um
estimador n3o viciado, 6 (se existir) é definido como:

effy(61) = V‘)(eA)va €o.

Vo(0)

Caso ndo exista um estimador eficiente (como na defini¢do acima)
definimos a eficiéncia como:

effy (1) = LICR(()G)),VQ €0

desde que fx(.; #) satisfaca as CR.

m OBS: Seja t(X) um env de 7(0), Vg(t(X)) = LICR(7(8)) e fx(.; 0)
satisfazendo as CR. Entdo X pertence a FE e t(X) ¢ suficiente.
Prova: Bickel & Docksum (2015).
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Definicao

m Obs: O TLS também é vélido no caso multiparamétrico
(multivariado), ou seja @ € © C R¥. Seja 7(0) : © — R,
S =(51,...,Sk)’ uma estatistica suficiente e completa. Seja
T =g(S), E(T) =7(0). Entdo T é o ENVUM de 7(0).

m Exemplo: Seja Xi, ..., X, uma aa de X ~ N(u,o?). Sabemos que
S =(X,>_,(Xi — X)?)' é uma estatistica suficiente e completa.

m Entdo, seja =X ed? =137 (X — X)%

m Como (1) = p e £(6%) = 02, e ambos sdo fungdes de S. Logo fi e
52 s30 os ENVUM'’s de e o2, respectivamente, pelo TLS.
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