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Exemplo 3: efeito do fésforo na producao de milho

Nivel de fésforo Média DP CV(%) Var. Minimo Maximo
0 kg/ha 4,647 2,052 44,156 47211 2,380 6,770

25 kg/ha 8,255 1,410 17,076 1,987 6,150 9,100

50 kg/ha 8,300 0,951 11,461 0,905 6,920 9,070

75 kg/ha 9,350 0,700 7,482 0,489 8,660 10,240

100 kg/ha 9,640 0,433 4,492 0,188 9,140 10,170

Ao que parece, pela anélise descritiva, as varidncias entre os grupos n3o
sdo as mesmas. Ou seja, a suposicdo de homocedasticidade parece estar

sendo violada.
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Variancia da producao de milho em funcdo da quantidade

de fésforo

variancia da producao de milho
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Forma matricial do MNL

Y=X3+¢
Y1 X1 Xip B1 &1
Y. Xo1 X5 B2 &
v=| 7 ].x= M €
Yn Xn]_ an BP £n
m Suponha agora que: & ~ N,(0, X), em que:
o2 0 0
0 o3 0
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Auséncia de homocedasticiade e presenca de correlacao

m Ou seja, embora as observagdes continuem independentes, a
variancia n3o é constante ao longo das observacoes
(heterocedasticidade).

m Suponha, por enquanto, que W é conhecida.

m Defina
Z=WgE+o (2)
em que
¥ = XY2(¥')"?(decomposicio de Cholesky)
z = %
w = x'2x
]

_ }:—1/2£
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Cont.

m Assim, £(6) = ZV/2E(€) =0 e Cov(d) = =~ V25(X)"1/2 =1,

m Portanto, a estrutura apresentada em (1) corresponde 3 um modelo

de regressdo normal linear homocedastico.

m Logo, o estimador de MQO de 3, sob o modelo (2), é dado por:
By = (WW)WZ = (X'=X)"IX'=71Y

assim R
By ~ Np(By, (X'ZIX)71)
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Cont.

m Dizemos que 3,y é o estimador de minimos quadrados ponderados
de 3, pois ele é o vetor que minimiza a soma de quadrados

ponderada (exercicio):

Qw = (Y —XB) T (Y - Xp)

m Em geral, considera-se que:

w0 ... 0

em que W é a matriz de pesos (conhecida) e o2 é desconhecido.
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Cont.

m Sob heterocedasticidade temos que:
m A variancia de cada componente de BW tende a ser menor do que
variancia de cada componente de B
m A metologia ANOVA (da maneira como ela foi apresentada) n&o
pode ser utilizada.
® A metodologia baseada na estatistica de Wald para testar
(Ho : CB =M vs H; : C8 # M) pode ser ainda utilizada, de modo

semelhante ao caso anterior, com a seguinte modificagdo

Qu = (CBy — M)' (C(x’z*lxrlc’)_1 (CBw — M)

se X for conhecida, em que Qw ~ X(2:) (exercicio), sob Hp.
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Cont.

= Ainda para testar Hy: CB=Mvs H; : CB # M, (se £ = 02W™1),

com ¢ desconhecido e W conhecido,
5 ! / 1~ —1 3
Qv = (CBw — M) (c(xwx)c)) " (CBy — M)
em que, sob Ho, Qyy ~ Fcn—p)
m O desenvolvimento é andlogo ao caso homocedastico, utilizando-se

(exercicio)

~ 1 PR 2
52, = 7Y~ XBw) (Y — XBu). (4)
ao invés de 52 = n%p(Y — XB) (Y — XB)
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Comparacao entre os estimadores MQO e MQP sob

heterocedasticidade (exercicio)

= MQO: B8 ~ Np(B, (X'X)"IX'EX(X'X)~1). Contudo, a obtengio
das estimativas de MQO através de qualquer pacote computacional

retornara

COV(B) = 0%(X'X) "} (estimada) # (X'X) 71X ZX'(X'X)~*(verdadeira).

= MQP: By, ~ N,(3,(X'E1X)1). Obtendo, corretamente, as

estimativas de MQO através de qualquer pacote computacional,

obteremos uma estimativa apropriada de Cov(3).
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Alguns resultados relativos aos estimadores de MQP

m Se X for geral, equagdo (1), mas conhecida, ent3o:

m IC(B,v) = [BJ —Zin \/1/731 +ZI+T—y\/’(?j:|, em que
P(X < ZHTA,) =12 X ~ N(0,1) e 1 é o j-ésimo elemento da
diagonal principal da matriz (X'Z*X)™*

m Para testar Ho : 8; = Bjo vs Hi : Bj # Bjo, para algum j, em que Sjo é
um valor fixado. Estatistica do teste: Z; = Bi=bp em que BJ éo

Vi

estimador de MQP de §;. Assim, rejeita-se Ho se |z:| > z., em que
z¢ é o valor calculado da estatistica Z; e P(X > z.|Hy) = /2. De
modo equivalente, rejeita-se Hyp se p-valor < «, em que

p-valor = 2P(X > |z||Ho), X ~ N(0,1).
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Alguns resultados relativos aos estimadores de MQP

mSe X =o2W1, equacido (3), entdo:

= IC(Bj,7) = [B\J - an/%:@ + an/m], em que
P(X < tHTW) =YY X ~ t(n_p) € ¥ é 0 j-ésimo elemento da
diagonal principal da matriz (X’'WX)~! e 53, é dado em (4).

m Para testar Ho : 8j = Bjo vs Hi : Bj # Bjo, para algum j, em que f3jo é
um valor fixado. Estatistica do teste: T; = % em que EJ éo
estimador de MQP de S3;. Assim, rejeita-se Hp se |t;| > tc, em que t;
é o valor calculado da estatistica T; e P(X > t.|Hp) = «/2. De
modo equivalente, rejeita-se Hp se p-valor < «, em que

p-valor = 2P(X > [t:||Ho), X ~ t(n_p).

Prof. Caio Azevedo
Estimagédo por minimos quadrados ponderados e generalizados



Comparacao entre os estimadores MQO e MQP sob

heterocedasticidade

m Em principio, a comparagdo entre as varidncias dos estimadores,
para cada pardmetro, entre os dois métodos ndo é simples.

m Contudo, o mais importante é: na presenca do heterocedasticidade,
a utilizagdo dos estimadores de MQO produzira (um estimador) para
a matriz de covariincias (e consequentemente para os erros-padréo),

de seus estimadores, diferente das verdadeiras férmulas.
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Voltando ao Exemplo 3

= Vamos considerar que £ = 02W ™! em que o2 ¢ estimado usando
(4). Para obter os pesos wy, ..., Wp:

m Calculamos a variancia amostral 51-27 i=1,2,3,4,5, da producdo de
milho para cada grupo (nivel de fésforo).

m Ajustamos o modelo

2 2 id.d. P /

sj = Qo + C!lXj +C(2XJ +£Ja£] ~ N(va)a.j - 17"751 em que XJ €o
j-ésimo nivel de fésforo.

m W = (Go + aixi + aax?) i =1,....,20, em que x; é o nivel de
fésforo assiciado a i-ésima observacdo e ak, k = 0,1,2 é a respectiva

estimativa de MQO.

Prof. Caio Azevedo

Estimagéo por m 0s quadrados ponderados e gen



MQO
Pardmetro  Est. EP 1C(95%) Estat. t  p-valor
Bo 5,8225 10,5615 [4,6429 ; 7,0021] 10,3701 < 0,0001
b1 0,0443 10,0092 [0,0251;0,0636] 4,8338 0,0001

MQO corrigido

Pardmetro  Est. EP 1C(95%) Estat. t  p-valor

Bo 58225 10,9933 [3,7358;7,9092] 58621  <0,0001

B1 0,0443 0,0130 [0,0170;0,0716] 3,4119 0,0031
MQP

Pardmetro  Est. EP 1C(95%) Estat. t  p-valor

Bo 6,7089 0,6255 [5,3947 ; 8,0231] 10,7249 <0,0001

B1 0,0317 10,0077 [0,0154 ; 0,0479]  4,0885 0,0007
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MQO
Parametro Est. EP 1C(95%) Estat. t p-valor
Bo 50182 0,6122 [3,7266 ; 6,3098] 8,1971 < 0,0001
51 0,1087  0,0290 [0,0475 ; 0,1699 ] 3,7460 0,0016
B2 -0,0006 0,0003 [-0,0012;-0,0001] -2,3132 0,0335

MQO (corrigido)

Parametro Est. EP 1C(95%) Estat. t  p-valor
Bo 50182 1,2088 [2,4679 ; 7,5685 | 4,1515 0,0007
B1 0,1087 0,0448 [0,0141 ; 0,2033] 2,4238 0,0268
B2 -0,0006 0,0004 [-0,0014 ; 0,0001] -1,7782  0,0933
MQP
Pardmetro Est. EP 1C(95%) Estat. t  p-valor
Bo 5,3844  0,8910 [3,5047 ; 7,2642 6,0434  0,0000
B1 0,0853  0,0283  [0,0256 ; 0,1450 ] 3,0158 0,0078

B2 -0,0004 0,0002 [-0,0009 ; 0,0000] -1,9615 0,0664
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Conclusoes

m Nesse caso, pelo que vimos até agora no curso, devemos estimar os

pardmetros por MQP.

m Passos seguintes: além de verificar a qualidade do ajuste de cada
modelo, linear e quadratico, e compara-los, devemos apresentar as
estimativas (pontuais e intervalares) e as previsdes individuais
(pontuais e intervalares) da producdo de milho para cada nivel de

fésforo (exercicio).
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Exemplo 6: Estudo (longitudinal) da eficicia de escovas de

dentes

m Considere o estudo na drea de Odontopediatria realizado na Faculdade de
Odontologia da Universidade de Sdo Paulo por Célia Regina Rodrigues e
Symonne Parizotto.

m O objetivo é comparar duas escovas de dente (convencional e monobloco)
com respeito a redugdo de um indice de placa bacteriana (IPB).

m Os valores obtidos correspondem a indices de placa bacteriana medidos
nos dentes posteriores (pré-molares e molares) antes e depois da
escovacgdo dental de 32 criancas entre 4 e 6 anos de idade.

m O tipo de escova tende a ser melhor quanto maior for sua “capacidade de

remo¢3o” da placa bacteriana.
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Estimagéo por minim:

Tipo de escova Sessdo Antes Depois

cT 1 1,05 1,00

cT 2 1,13 0,84

cT 3 1,15 0,86

cT 4 1,13 0,94

cT 1 1.4 1,12 16
cT 2 1,25 0,67 16
cT 3 15 1,10 16
cT 4 1,5 1,22 16
MT 1 1,66 1,63 17
MT 2 1,36 1,16 17
MT 3 1,52 0,88 17
MT 4 141 1,20 17
MT 1 1,15 1,00 32
MT 2 1,23 1,11 32
MT 3 1,15 1,07 32
MT 4 1,26 1,00 32
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Medidas repetidas

m Este conjunto de dados se enquadra no que chamamos de Medidas

repetidas.

m De fato, ele corresponde a estrutura que chamamos de Dados

longitudinais.

m Medidas repetidas: quando medimos o(s) mesmo(s) individuo(s)

em mais de uma condi¢do de avaliagdo (tempo, distancia, peso etc).

m Dados longitudinais: sio medidas repetidas em que a condi¢do de

avaliagcdo ndo pode ser aleatorizada (tempo, por exemplo).
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Medidas repetidas séries temporais

Mesmo quando a condigcdo de avaliagdo é o tempo, os dados do tipo
medidas repetidas diferem-se daqueles que chamamos de séries

temporais.

Medidas repetidas: em geral temos muitos individuos e poucos

instantes de avaliag3o.

Séries temporais: poucos individuos e muitos instantes de
avaliagao.

No caso em questao espera-se observar correlagdes entre as medidas

(IPB) feitas nas mesmas criangas.
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Dados

Por simplicidade, vamos considerar apenas duas sessdes (instantes de

avaliag3o)
Tipo de escova Sessdo  Antes Depois Individuo
cT 1 1,05 1,00 1
CcT 2 1,13 0,84 1
CcT 1 1,4 1,12 16
CT 2 1,25 0,67 16
MT 1 1,66 1,63 17
MT 2 1,36 1,16 17
MT 1 1,15 1,00 32
MT 2 1,23 1,11 32
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Questdes de interesse

m Comparar os desempenhos do tipo de escova em cada tempo e ao

longo do tempo.
m O quanto cada escova ¢ eficaz em reduzir o IPB.

m Problema: as observacdes (IPB péds escovacdo) ndo podem mais ser
consideradas n3o-correlacionadas (sob normalidade seriam

independentes).

m De fato a correlacdo entre os IPB's pds escovacio entre as duas
sessdes sdo: 0,612 (global), 0,661 (escova convencional) e 0,541

(escova monobloco).
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Medidas descritivas (pré-teste)

Tipo de escova  Sessdo  Média DP Var. CV(%) Minimo Méximo n

CcT 1 1,31 0,35 0,12 26,40 0,71 1,97 16
cT 2 1,35 0,34 0,12 25,20 0,60 1,85 16
MT 1 1,33 0,38 0,14 28,17 0,75 2,30 16
MT 2 1,23 0,25 0,06 20,67 0,84 1,60 16
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Medidas descritivas (pds-teste)

Tipo de escova  Sessdo  Média DP Var. CV(%) Minimo Méximo n

CcT 1 0,98 0,30 0,09 30,87 0,60 1,55 16
cT 2 091 0,29 0,08 32,17 0,39 1,37 16
MT 1 1,15 0,39 0,15 33,55 0,67 2,00 16
MT 2 1,04 0,26 0,06 24,64 0,61 1,40 16

Prof. Caio Azevedo

Estimagédo por minimos quadrados ponderados e gen:



de dispersdo IPB (pré x pds) por tipo de escova
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Graf. de dispersdo IPB (pré x pds) por tipo de escova e

Sessao
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Box-plots do IPB
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Modelo 1

Prof. Cal

Yijk = cvij + BiXijk + &ijk
i = 1(convencional (CT)), 2(monobloco (MT)) (tipo de escova),j =
1,2 (sessdo), k = 1,2, ..., 16 (individuo)
m Xjx : € o IPB da crianga k, submetida ao tipo de escova i, na sessdo j,
antes da escovacgao.
m Y : é o IPB da crianga k, submetida ao tipo de escova i, na sessdo j,
depois da escovacao.
m o : é o IPB pds escovacio esperado quando se utiliza a escova do tipo i
na j-ésima sessdo.
m (3 : é o incremento (positivo ou negativo) no IPB esperado pés escovacio
para criangas submetidas ao tipo de escova i na sessdo j, para o aumento

em uma unidade no IPB pré escovacio.

Azevedo
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Modelo 1 (cont.)

m 3 = (i1, a12, @21, @22, P11, B2, Ba1, B2)

m £~ Nea(0, X).

1 p 0 0 0
p 1 0 0O 0
001 p 0

=020 0 p 1 0| =lp®d
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Forma matricial do MNL

Y=XB+¢
Yl X11 le 61
Y2 X1 Xz B2
Y = 5 X= ) 8 ) /6
Y Xt o Xnp Bp
m Suponha agora que: & ~ N,(0, X), em que:
o7 o1 O1n
o12 03 O2n
2= _
O1n  O2n ol
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Estimador de minimos quadrados generalizados (MQG)

m Os desenvolvimentos relativos aos estimadores de minimos
quadrados generalizados (MQG) sdo semelhantes aqueles

apresentados para a obtencdo dos estimadores de MQP.
m Devemos utilizar a matriz (5) ao invés da matriz (1).
m No entanto, sempre consideraremos X desconhecido.
= Podemos provar que B, = (X'E1X)"IX'E"'Y e

,@G ~ Ny(Be¢, (X'E71X)"1) (exercicio).
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Estimador de minimos quadrados generalizados (MQG)

m Sob a estrutura (5) n3o é possivel utilizar a metodologia ANOVA

(como foi apresentada anteriormente).

m Na presenca de correlagdes n3o nulas, a utilizagdo dos estimadores
de MQO/MQP produzird (um estimador) para a matriz de
covariancias (e consequentemente para os erros-padrdo), de seus

estimadores, diferente das verdadeiras férmulas.

m Além disso, mesmo corrigindo as estimativas das matrizes de
covariancias dos estimadores de MQO e MQP elas, em geral,
fornecerdo erros-padrdo de seus estimadores maiores do que aqueles

associados aos estimadores de MQG.
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Estimador de minimos quadrados generalizados (MQG)

m A metodologia baseada na estatistica de Wald para testar
(Ho : CB =M vs H; : CB # M) pode ser ainda utilizada, de modo

semelhante ao caso anterior, com a seguinte modificagio

—~ I 1 -1 ~
Qw = (cgw - M) (C(X’}: X)—lc’) (cgw - M)
se X for conhecida, em que Qw ~ xfc), para n suficientemente

grande, sob Hy em que T ¢ um estimador consistente de X

= 5 3.

n—oo
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Alguns resultados relativos aos estimadores de MQP

m Além disso, temos que (resultados assintéticos):

m IC(B;,v) = [ — Zin @;EJ+ZHT~,\/$J}, em que
P(X < ZHT” = HT"ﬂX ~ N(0,1) e {b\J é 0 j-ésimo elemento da
diagonal principal da matriz (X')A:_IX)_1

m Para testar Ho : 8; = Bjo vs Hi1 : B; # Bjo, para algum j, em que fjo é
um valor fixado. Estatistica do teste Z; = Bi- f’o, em que EJ éo

Vi

estimador de MQP de ;. Assim, rejeita-se Hp se |z:| > zc, em que
z¢ é o valor calculado da estatistica Z; e P(X > z.|Ho) = /2. De

modo equivalente, rejeita-se Hp se p-valor < a, em que

p-valor = 2P(X > |z||Ho), X ~ N(0,1)
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Voltando ao Exemplo 6

m Para cada modelo: estimou-se o2 através de

(Y — xB)/ (Y - xB) (B é o estimador de MQO).

A2:

1
n—p
m p = 0,612 (correlagdo amostral).

m Ambos os estimadores s3o consistentes.
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Resultados (MQO sem correc&o)

Param.  Estim. EP IC 95% Estat. t p-valor
11 -0,048 0,131 [-0,310;0,215] -0,362 0,7189
12 -0,161 0,124 [-0,409 ; 0,086] -1,308 0,1964
o1 -0,070 0,137 [-0,345;0,204] -0,5128  0,6101
Q2 -0,118 0,166 [-0,449; 0,214] -0,7097  0,4808
Bi1 0,785 0,097 [0,591;0,979] 8,112 < 0,0001
B2 0,981 0,000 [0,802;1,160] 10988 < 0,0001
B 0,722 0,099 [0,525;0,920] 7,327 < 0,0001
B22 0,941 0,132 [0,676;1,205 7,122 < 0,0001
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Resultados (MQG)

Param. Estim. EP IC 95% Estat. t  p-valor
an(S1-CT) 0157 0110 [0059;0,373 1422  0,1550
an(S1-MT) -0,155 0,106 [0,362;0,052] -1,470  0,1417
axn(52-CT) -0,000 0115 [0235;0,217] -0,076  0,9392
a»(S2-MT) -0,126 0,140 [0,401;0,150] -0,893  0,3717
B11(S1 - CT) 0,630 0,080 [0,472; 0,787] 7,836 < 0,0001

(

(

(

B12(S1-MT) 0,976 0,075 [0,829;1,124] 12,981 < 0,0001
Bn(S2-CT) 0677 0,082 [0516;0837] 8271 < 0,0001
S2-MT) 0947 0,111 [0729;1,165] 8513 < 0,0001

Os resultados indicam que todos os interceptos ndo sio diferentes de zero e

que alguns coeficiente angulares parecem ser iguais entre si.
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Modelo 2

Yik = Bixijk + &ijk

i = 1(convencional (CT)), 2(monobloco (MT)) (tipo de escova),j =
1,2 (sessdo), k = 1,2, ..., 16 (individuo)
m Xjx : € o IPB da crianga k, submetida ao tipo de escova i, na sessdo j,

antes da escovac¢do.

m Y : é o IPB da crianga k, submetida ao tipo de escova i/, na sessao j,

depois da escovacdo.

m (3 : é a diminui¢do (se S8 € (0,1)) ou o aumento (se 8; > 1) no IPB

esperado para criangas submetidas ao tipo de escova i na sess3o j.
m & ~ Nes(0,X) com X igual ao anterior.

Prof. Caio Azevedo

nos quadrados ponderados e generalizados



Resultados (MQG)

Param. Estim.

EP

IC 95%

Estat. t

p-valor
11 (S1-CT) 0,740 0,023 [0,694;0,786] 31,770 < 0,0001
B12(S1-MT) 0,871 0,023 [0,826;0,916] 38,074 < 0,0001
B21(S2 - CT) 0,668 0,023 [0,623;0,713] 29,402 < 0,0001
B2(S2-MT) 0,854 0,025 [0,805;0,904] 33,830 < 0,0001
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estimativa do coeficiente angular

T T T 1
Sessdo 1-CT Sessdo 1-MT Sessdo 2 - CT Sessdo 2 - MT

grupo
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Resultados

m Igualdade simultanea entre os coeficientes angulares dos grupos
Sessdo 1 - CT e Sessdo 2 - CT e dos grupos Sessao 1 - MT e Sessdo
2-MT (Hy : 11 = Ba1 € P12 = fB): 12,89 (0,0016).

m lgualdade entre os coeficientes angulares dos grupos Sessdo 1 - CT e

Sessdo 2 -CT(Hp : f11 = B»1): 12,26 (< 0,0001).

m Igualdade simultdnea entre os coeficientes angulares dos grupos

Sessdo 1 - MT e Sessdo 2 - MT (Hp : S12 = B22): 0,63 (0,4279).
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Modelo 3

Yi = Bijxijk + ijk
i = 1(convencional (CT)), 2(monobloco (MT)) (tipo de escova),j =
1,2 (sessdo), k = 1,2, ..., 16 (individuo)
® Xk : € o IPB da crianga k, submetida ao tipo de escova i, na sessdo j,
antes da escovacdo.
m Y : é o IPB da criangca k, submetida ao tipo de escova i, na sessao j,
depois da escovagdo.
m §j : é a diminuig3o (se Bj € (0,1)) ou o aumento (se 8; > 1) no IPB
esperado para criangas submetidas ao tipo de escova i na sessdo j
(B2 = Pa2).

m &~ Nes(0,X) com X igual ao anterior.
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Resultados (MQG)

Param. Estim. EP IC 95% Estat. t  p-valor
B (S1-CT) 0,740 0,023 [0,695;0,785] 31,947 < 0,0001
P£12(S1 & 2-MT) 0,865 0,021 [0,823;0,906] 40,738 < 0,0001
B (S2 - CT) 0,667 0,023 [0623;0712] 29,566 < 0,0001

Conclusdo: A escova tradicional apresenta o melhor desempenho, sendo
este obtido na sessdo 2. De fato, o teste para equivaléncia da capacidade
de redugdo do IPB da escova CT entre as duas sessdes (Hp : S11 = [21)

indicou diferenca: 12,4 (< 0,0001).
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Resumindo

m Sob heterocedasticidade: usar um estimador consistente para X ou

utilizar modelos de regressdo heteroceddsticos (h(o?) = W:4).

m Sob correlagdes ndo nulas (com ou sem homocedasticidade): usar
um estimador consistente para X, modelo mistos (hierarquicos) ou

de séries temporais.
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ajustada e IC para as médias
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