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Dados da iris “de Fisher"

m Os dados consistem de 50 unidades amostrais de trés espécies
(setosa, virginica, versicolor) de iris (uma espécie de planta), ou seja,
temos um total de 150 unidades amostrais.

m De cada uma delas mediu-se quatro varidveis: comprimento e largura

da sépala (CS, LS) e comprimento e largura da pétala (CP,LP).

m Objetivo original: quantificar a variagdo morfoldgica em relacdo a

essas espécies com bases nas quatro varidveis de interesse.
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Dados da iris “de Fisher”
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Dados da iris “de Fisher"

m Seja Yjj : o valor da k-ésima variavel (k=1,2,3,4), para o j-ésimo
individuo (j=1,...,50) do i-ésimo grupo (i = 1,2,3).
m Suposicdo Y = (Yj1, Yio, Yis, Yia) e Na(pi, X).

m Tem-se, portanto, dados balanceados.
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Dados da iris “de Fisher"
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Dados da iris “de Fisher"
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Dados da iris “de Fisher"

m Variancias na diagonal principal, covaridncias acima e correla¢Ges
abaixo (da diagonal principal).
0,12 0,10 0,02 0,01
0,74 0,14 0,01 0,01
0,27 0,18 0,03 0,01
0,28 0,23 0,33 0,01
0,27 0,08 0,18 0,06
_ 0,53 0,10 0,08 0,04
W ersicolor =
0,75 0,56 0,22 0,07
0,55 0,66 0,79 0,04
0,40 0,09 0,30 0,05
~ 0,46 0,10 0,07 0,05
\Uvirginica =
0,86 0,40 0,30 0,05
0,28 0,54 0,32 0,07
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Dados da iris “de Fisher"
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Dados da iris “de Fisher"

Iris versicolor
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Dados da iris “de Fisher"
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Dados da iris “de Fisher"

media por grupo
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Dados da iris “de Fisher"

Yin Y1z Y113 Y114
Y121 Y122 Y123 Y124

Yisor  Yiso Yo Yieoys
Yo Yo12 Ya13 Yo14

Yo Yo Yan3 Y224
Y(axp) =

Yoso)r Yooz Yooz Ye(soye
Y311 Y312 Y313 Y314
Y31 Y322 Y323 Y324

Y301 Y302 Yasoz Y30y

Prof. Caio Azevedo

Modelo normal linear mul



Comparagdo das médias de varios grupos

Suposicoes

m Suponha um conjunto de G popula¢des independentes da qual

retiramos G amostras de tamanho n;, i =1,..., G,

m Por suposicdo, temos que Yjj ~ Ny(p;, X), emquei=1,2,...,G
(grupo) e j = 1,2,...,n; (individuo). Notagdo: Yjj observacdo

referente a varidvel k do individuo j do grupo i.
m Homocedasticidades: X1 =2, =.. =X =2X.

m Assim, temos a seguinte matriz de dados (n = Zle ni):
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Y(nxp) =
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Y1 Y112
Y121 Y122 .- Yi2p
Ylnll Y1n12 Ylnlp
Ya11 Yo12 Ya1p
Yoo Y22 Ya2p
Yany1 Yany2 Yanyp
Yeu Ye12 Ye1p
Y61 Y622 Yeap
Yengt  Yeng2 Yengp



m Queremos testar

Ho:py = py = ... = g vs Hi : pelo menos uma diferenga.
m Uma abordagem: andlise de varidncia multivariada (MANOVA).

m Comparar médias atraves do estudo da decomposicdo da matriz de

variancias-covariancias total.

m Como resumir a informagdo das matrizes de covaridncias de

interesse? Varidncias generalizadas.
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Objetivo

Modelo linear normal multivariado

Y(nxp) = X(nxq)B(axp) T &(nxp)

B Y(,xp): matriz de dados
m X(,xq): matriz de planejamento, conhecida e ndo-aleatdria.
] B( . parametros de interesse , desconhecido e n3o aleatédrio.

qxp)-

B §(,xp): Matriz de residuos, £; ~ N,(0, X).
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X1
Xi21

X1n11

X(nxq) =

Xe11
Xea1

Xeng 6
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5221

&en
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§eng1
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Exemplo:

m Suponha G=3,p=2en =50,i =1,2,3 (3 grupos, duas
varidveis e 50 individuos por grupo).

m Modelar as médias.

u Y(150><2)-
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Exemplo:

B X = l(3x3) ® L(50x1) (® denota o produto de Kronecker a esquerda).

1s0x1) O@ox1) Osox1)
X = 0(50><1) 1(50><1) 0(50><1)
Oisox1) Oox1) L(sox)

H11  H12
" B= o pa

| M31 H32
m Lk - média da varidvel k do grupo i.
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Decomposicao da matriz de covariancias total

m Pode-se demonstrar que:

G nj G
Y-V (YY) = Ya ¥V (Y- V)
i=1 j=1 i=1
Matriz de SQ Total Matriz de SQ do Modelo
G nj
+ 22 (Y=Y (Y5 =V
i=1 j=1

Matriz de SQ do Residuo
T = M+E
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Variancia generalizada

m Seja X (,, ) uma matriz de covariancias.

Variincia generalizada |X| (resume a informac3o contida em X).

Suponha p = 2.

Assim |X| = 0203 — 02,.

m Estamos supondo que ¥; = ¥, = ... = X5 = X (teste de Box para

igualdade de matrizes de covariincias).
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As quatro estatisticas “tradicionais”

m Sejam A1 > Ay > ... > )\, os autovalores diferentes de zero da
matriz E"*M, em que s = min(p, G — 1).

1 [E|

+XA  [E+ M|

Lambda de Wilkis : H .
i=1

s

Ai
Traco de Pillai:y Tove tr[M(M + E) ™).

i=1

Traco de Lawley-Hotteling: Z)\i_l = tr[ME™!]
i=1

AL
14+ XN
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m Quanto menor o valor das estatistica de Wilks e maior os valores das

estatisticas de Pillai, Lawley-Hotelinf e de Roy, mais evidéncias

tem-se contra Hj.

m Existem aproximacdes pela distribuicdo F, para cada uma destas

estatisticas.
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Aplicacao

m Dados da iris: as quatro varidveis apresentadas e os trés grupos.

m O teste de Box rejeito a igualdade as matrizes de covaridncias

(estatistica = 140,94 ; pvalor < 0,0001).

m Utilizagdo do pacote manova implementado na linguagem R.
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Estatisticas

Estatistica Valor Aproxim. pela dist. F.  p-valor
Wilks 0,02 119,15 < 0,0001
Pillai 1,19 53,46 < 0,0001
Hotelling-Lawley 32,47 580,53 < 0,0001
Roy 32,19 1167,00 < 0,0001

A igualdade simultdnea dos vetores de médias é rejeitada, para cada uma

das estatisticas. Como realizar outras comparacdes de interesse?
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Forma vetorial

m Considere o modelo: Y (,xp) = X(nxq)B(axp) T £(nXp) Note que:

YEPX") = BEPXQ)Xqun) + ’sszn)
vec(Y) = (X(nxp) ® lg) vec(B) + vec(&')
Yipx1) = X(mpxpa)B(pgx1) + &E(mpx1)

m Note, assim, que as observa¢des dos individuos foram concatenadas

(uma abaixo da outra), nos vetores Y* e £*.
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m Portanto, temos que Y* ~ Np,(X*3,X"), em que * = 1, @ X,

m O estimador de minimos quadrados generalizados de 3 é obtido

minimizando-se

(Y* _ X*[@)/z*fl(Y* _ X*,B)

~ ’ 1 ’
m O que implica que 8 = (X* z*—lx*) X* x*ly*
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m Note que

B = [X®| (1ox)” (X®|)}_1(X®|)’(l®>:)*1v*
= [(XX®):—1)] X' oz yY*
- [ x’®|} Y
= (1)

m Por outro lado, temos que S(B) = [(X'X)f1 X' ® I} Xelg=2.
m Além disso,

Cov(B) = [(XX) ' X @1 1o £] X (XX) " @1] = (xX) ex

Modelo ni



= Logo, B ~ Npg(B,Z3), em que g = (X’X)f1 ®X.

m Portanto, se X for conhecido (e consequentemente, Zg), entao

R /
(B-8) (£0) " (B-8) ~ X
® De modo semelhante ao caso univariado, a grande maioria das
hipdteses de interesse, podem ser escritas na forma
HO . C(r><q)B(q><p)U(p><s) = M(r><s) Vs H1 :CBU 7& M

emquer<ges<p.
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m Voltando ao exemplo da iris, se quisermos testar se as médias entre

os grupos, em relagdo a varidvel CS (que é a varidvel 1), sdo

simultdneamente iguais, teriamos (parametrizacdo de médias):

C:

1
1

o O o =

-1 0
0 -1

0 _
M = .CBU = HMi11 — H21

0 MH11 — H31
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m Voltando ao exemplo da iris, se quisermos testar se as médias entre

os grupos, em relagdo a varidvel CS (que é a varidvel 1), sdo
simultdneamente iguais, terlamos (parametrizagdo casela de
referéncias):

1 0
C =
0 1

11 — Q21

0 Q11 — a31

o O o = O O
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m Note agora que Hp : U'B'C’ = M’ e, assim, temos que:

vec(U'B'C') — vec(M') = (Co U') B —M" =C*3 - M".
N—— N—_——
M+ c
m Logo, 8 = C*B— M* ~ N, (C*ﬁ _ M,C*}:Bc*’).

m Se X3 for conhecido, e fazendo 8 = C*3 — M*, temos que

(6-6) (c*zgc*’) (6-6) ~ iy
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m Considere, entdo, que X é um estimador consistente de X, logo

3= (X/X)_1 ® X o serd para L.

m Assim, por Slutsky,

-~/

Q=6 (C'zsC”) ST

em que

A —1
§=(C'B-M) (CEgC”)  (C'B-M"),
Mas, sob Hy tem-se que 6 = 0.
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Anovas univariadas

CS
FV g.l. SQ QM  Estat. F p-valor
Espécie 2 63,21 31,61 119,26 < 0,0001
Residuos 147 38,96 0,27

LS
FV g.l. SQ QM Estat. F p-valor
Espécie 2 11,34 5,67 49,16 < 0,0001

Residuos 147 16,96 0,12
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Anovas univariadas

CP
FV gl SQ QM  Estat. F p-valor
Espécie 2 437,10 218,55 1180,16 < 0,0001
Residuos 147 27,22 0,19

LP

FV g.l. SQ QM  Estat. F p-valor
Espécie 2 80,41 40,21 960,01 < 0,0001
Residuos 147 6,16 0,04
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Comparacoes mdiltiplas

m Compara¢des de interesse (para k = 1,2,3,4)

Ho : piik = pox vs Hy: pak # pok

Ho : pik = pak vs Hi @ pak # psk

Ho : pok = pak vs Hi : pok # 3k
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Resultados

m Estatistica do teste e p-valor entre parénteses.
m Varidvel CS:

m Setosa x Versicolor: 81,59 (< 0,0001).
m Setosa x Virginica: 236,10 (< 0,0001).
m Versicolor x Virginica: 40,10 (< 0,0001).

m Varidvel LS:

m Setosa x Versicolor: 93,81 (< 0,0001).
m Setosa x Virginica: 44,60 (< 0,0001).
m Versicolor x Virginica: 9,02 ( 0,0027).
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Resultados

m Estatistica do teste e p-valor entre parénteses.
m Varidvel CP:

m Setosa x Versicolor: 1056,87 (< 0,0001).
m Setosa x Virginica: 2258,26 (< 0,0001).
m Versicolor x Virginica: 225,35 (< 0,0001).

m Varidvel LP:

m Setosa x Versicolor: 696,25 (< 0,0001).
m Setosa x Virginica: 1891,28 (< 0,0001).
m Versicolor x Virginica: 292,49 ( 0,0027).
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Analise de residuos - univariada

< <
] ]
£ £
g g
Pof s e
o) )
0 0
g 0 3 4
G @
] ]
[ . [ .
< <
) j
T T T T T T T T T T T
0 50 100 150 28 29 30 31 32 33 34
Indice Valores Ajustados
o
2 )
3 3
i £
£ oA £
: ;
3
3 o9 2 o
o . n
g E
o A
¢ g !
r o, [
.
° <

Prof. Caio Azevedo

Modelo normal linear multivariado



Analise de residuos - univariada
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Analise de residuos - univariada
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