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Classe estendida de modelos de quase-verossimilhanca

(MQV)

m O logaritmo da (fungdo de) quase-verosssimilhanca Q(u;y) (aqui)

assume que a funcdo V/(.) é conhecida.

m Assim, a mudanca dessa fung¢do significa que um novo modelo estd
sendo definido.

m Para permitir comparagdes de diferentes fun¢des V/(.) para um
mesmo modelo, bem como possibilitar a obtencdo de uma
estimativa para o erro padrio assintético de 52, Nelder e Pregibon
(1987) propuseram uma (log) quase-verossimilhanga estendida,

definida por (préximo slide)
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https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_MLG_MQV_MLG_MI513_MLG_2S_2024.pdf

m (cont.)

Q (1) = 53 DWi) — 2 In (270V(y)).

Yy—t

1
%0 dt é o quase-desvio e p = —, 0

em que D(y; p) = 2/ 5
g

. S
parametro de dispersao.

m Similarmente a Q, @™ n3o pressupde que a distribuicio completa de

Y seja conhecida, mas somente os dois primeiros momentos.

Prof. Caio Azevedo
5



m A estimativa de 3 maximizando-se Q" (y; 1) Z Q* (yi; pi), para

i=1
uma amostra aleatdria de tamanho n, coincide com a estimativa de

quase-verossimilhanca para 3 (exercicio), uma vez que Q@ é uma

func3o linear de Q.

m A estimativa de ¢ maximizando Q™" é dada por

3= D(y:n)

n
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m Portanto, para os casos especiais em que Q@ corresponde as

distribuicdes normal e normal inversa, ¢ corresponde a estimativa de

maéxima verossimilhanca de ¢.

m Maiores detalhes podem ser encontrados em Nelder e Pregibon

(1987) e Paula (2024).
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https://academic.oup.com/biomet/article-abstract/74/2/221/239314
https://academic.oup.com/biomet/article-abstract/74/2/221/239314
https://www.ime.usp.br/~giapaula/texto_2024.pdf

Respostas correlacionadas

m Seja Y; = (Yi1,..., Yir,)' o vetor resposta multivariado para a i-ésima
unidade experimental, i = 1,.., n, e r; representa a quantidade de
medidas feitas para a unidade i (pode ser tempo, distancia, nlimero
de varidveis dentre outras).

m Assumiremos, em principio, que apenas é conhecida a distribuicao

marginal de Yj;, t = 1,2, ..., r;, dada por

f(vie) = exp {d {yicbic — b (i)} + c(¥ie, #)} L a, (Vie),

em que E(Yie) = pie = b/ (0ir), V(Yie) = ¢ Vie, Vie = dpuie/db;r € a
func3o de variancia e ¢! > 0 é o parametro de dispersio, em geral

desconhecido.
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Respostas correlacionadas

m Podemos definir um MLG para cada indice t acrescentando a

estrutura anterior a parte sistematica:

P
g(Mit) =MNit = X,'/tf@ = Z intﬂjy

j=1

em que 1;; é o preditor linear, 8 = (B1, ..., Bp) é um vetor de
pardmetros desconhecidos a serem estimados, Xj = (Xuit, ..., Xpit)
representa os valores de varidveis explicativas observadas para a
i-ésima unidade experimental no tempo t e g(.) é uma fungdo de

ligagdo.
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Respostas correlacionadas

m O procedimento de estimacdo, ignorando-se a estrutura de

correlagdo, pode ser encontrado em Paula (2024).

m O estimador acima é consistente e assintoticamente normal, porém
muitas vezes com perda de eficiéncia (eventualmente apresentando

estimadas deflacionadas, para os respectivos erros-padrio).

m Uma forma de considerar a correlagdo intra-unidades é introduzi-la

na Equacdo de Estimacgdo obtida sob correlagcdes nulas.
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https://www.ime.usp.br/~giapaula/texto_2024.pdf

Respostas correlacionadas

m Inicialmente, vamos considerar que a matriz de varidncias e

covariancias é dada por
Cov(Yi) = ¢ 1V PRVY?,

em que V; = diag(Vi1,...Vi,)’. Note que, entdo a matriz de

correlagdo de Y; é dada por (exercicio, veja aqui):

Corre(Y;) = R;.

m Usualmente, assume-se que R; = Ri(p), p = (p1, ..., pq)’. Isso faz
com se tenha sempre g pardmetros para se estimar as correlagcdes

intra-unidades, independentemente de r; e/ou de n.
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Respostas correlacionadas

m Assim, os estimadores para 3, sob esta abordagem, s3o obtidos

através da resolucdo do seguinte sistema de equagdes:

~

55(Bc) = 0(px1)s

chamados de equagdes de estimagdo generalizadas, em que

Sp(B) =) _ DI (Y; — i), (1)
i=1

D; — VV,-I/Z \/,-1/2X,- e — ¢71\/;1/2Ri (p) Vil/2~
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Respostas correlacionadas

m Se assumirmos R; = R;(p) = I, Vi, teremos a abordagem
(anteriormente mencionada) na qual se negligencia as correla¢des

intra unidades.

m Como o sistema de equagdes (Equagdo 1), ndo tem solugdo
explicita, uma forma de obtermos as respectivas estimativas é
através de um processo iterativo que é uma modificacdo do método

escore de Fisher (préximo slide):
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Respostas correlacionadas

m (cont.)

-1
ﬁ(c;m+1) _ ,B(Gm) + {Z D’(m) Ql—l(m)D’(m)}

{Z D™ @™ (y; — ™) } (2)

m=0,1,2,.., (até qua algum critério de convergéncia seja obtido.

m As estimativas 5 e p sdo dadas inicialmente e modificadas

separadamente a cada passo do processo iterativo.
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Respostas correlacionadas

m Supondo que (Z e p sdo estimadores consistentes de ¢ e p,

respectivamente, temos que

Vi (Bs - B) 2= N(0,3),

em que,

n
> DjQ;* Cov(Y;)QD;

i=1

-1
n
= i E 'QID:
Y= nIl_)moo{n <._1 D; <, D,)

n -1
X (Z D{QilD,-> }
i=1
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Respostas correlacionadas

m Se a matriz de correlagdo R;(p) é definida “corretamente”, entdo um

estimador consistente para Cov(ﬁg) é dado por Hl_1 (Bg) em que

n
Hy (Bs) = (DI'D)),
i=1
em que 5,‘ = 5,‘ (ﬁg) e ﬁi = ﬁi (B\Gaﬁv (E)
m Entretanto, se a matriz de correlagdo de trabalho R;(p) é definida

“incorretamente” , H1_1 (,65) pode ser inconsistente.
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Respostas correlacionadas

m Um estimador robusto para COV(Bg), sugerido por Liang and Zeger

(1986) ¢é dada por:

em que

Ha (Be) = 32 (B0 (v~ ) (Y.~ ) D).

i=1

m O estimador V; é consistente mesmo sob a m3 especificacdo de

R (pi).
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Estruturas de correlacao

m Existem vérias op¢des de escolha para R;(p) e uma vasta literatura
a respeito.

m Note que, independentemente da escolha, R = 1,Vj = j’. Denote
por Ry = Rjjs, o j x j'-ésimo elemento de R;(p).

m Alguns exemplos, sdo: ndo estruturada, simétrica ou permutavel,

Autoregressiva (AR(1)).
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Estruturas de correlacao

m N3o estruturada: quando Rjj» ndo tém uma estrutura especifica e

podem assumir valores diferentes entre si.
m Simétrica ou permutdvel: Ry = p,Vj # j'.
m AR(1): Ry = pUi=7'l vj # j7.
m Nos trés casos acima os respectivos estimadores de p, tém férmula

analitica,
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Estruturas de correlacao

m N3o estruturada: quando Rjj; ndo tém uma estrutura especifica e

podem assumir valores diferentes entre si.
m Simétrica ou permutével: Ry = p,Vj # j'.
m AR(1): Ry = pliJ'l V) # j.
m Nos trés casos acima os respectivos estimadores de p, tém férmula

analitica.
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Estruturas de correlacao

m O parametro de dispersio ¢! pode ser estimado consistentemente

(N

¢7' = ZZ

i=1 j=1
m Assim, o processo iterativo (Equagio (2)) deve alternar com as

estimativas para p e ¢ até a convergéncia.

® Em relacdo a métodos de diagndsticos, sugerimos a leitura de Hardin
and Hilbe (2013), Venezuela et al (2007), Venezuela et al (2011) e
Paula (2024).
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https://www.routledge.com/Generalized-Estimating-Equations/Hardin-Hilbe/p/book/9781439881132?srsltid=AfmBOorKSyi-yad3FEW2wt7jsM969Ygn0DZHtEYKLEqcyfar4bmRivG-
https://www.routledge.com/Generalized-Estimating-Equations/Hardin-Hilbe/p/book/9781439881132?srsltid=AfmBOorKSyi-yad3FEW2wt7jsM969Ygn0DZHtEYKLEqcyfar4bmRivG-
https://www.tandfonline.com/doi/full/10.1080/10629360600780488?casa_token=ESa2zDVCLZMAAAAA%3ACo7RZqC8BzlNfEL6YoKSGNt_5MfC51hShxP4FsJI7dMf1hJep55ABStnAnO1uNgX41uME-fLdmDt
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0167947310004081?casa_token=QDnGc7XWgAAAAAAA:FkyGxeVDLboxiaWBl1OBgy7muRVvm_RgAXX_ZawmrEe5DfHzrdKl9L-d7IGysDuYtliw5SfGug
https://www.ime.usp.br/~giapaula/texto_2024.pdf

Analise residual

m Em termos de andlise residual podemos considerar um residuo para
cada componente de Y; ou um tnico envolvendo todo o vetor.
m Essencialmente, utilizaremos o seguinte residuo de Pearson (para

cada resposta):

~ ~ —~\ —1
e A (VW) (Yi - i)
Rp; = =

1—hy

)

(continua no préximo slide)
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Analise residual

m (Cont.) emquei=1,.,n j=1 ..r, emque
1/2 p—14p,1/2 . . ~
A = ¢VV,./ R; 1VV,-/ , e,-/j é um vetor de dimensdo (1 x r;) de
zeros, com o valor 1, na j-ésima posicao e hjj; é o j-ésimo elemento

da diagonal principal de

H; = A2 X; (X'AX) " X! A2,
em que X = (X, ..., X])’ tem dimens3o (N x p) e

A =diag{A;,...,A,} / tem dimensio N x N em que N = Zr,-.
i=1
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Analise no R

m Pacote gee fun¢do gee. Comando basico (modelo Poisson, ligagdo
log, com estrutura de correlacdo permutavel)
(com intercepto)
gee(Y"X1 + .... +Xn, family=poisson(link=’’log’’),

id=indiv, corstr=’’exchangeable’’)

(sem intercepto)
gee(Y"-1+X1 + .... +Xn, family=poisson(link=’’log’’),

id=indiv, corstr=’’exchangeable’’)
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Exemplo 15: Ataques epiléticos (
, Secdo 8.4)

m Diz respeito aos resultados de um ensaio clinico com 59 individuos
epilépticos os quais foram aleatorizados de modo que cada um
recebesse uma droga antiepiléptica denominada progabide ou

placebo.

m Os dados de cada individuo consitem em um ndmero inicial de
ataques epilépticos num periodo de oito semanas antes do
tratamento, seguido do nidmero de ataques em cada periodo de duas

semanas, num total de quatro periodos, apds o tratamento.
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https://www.amazon.com.br/Analysis-Longitudinal-Heagerty-Kung-Yee-Hardcover/dp/B010WEKS1Y
https://www.amazon.com.br/Analysis-Longitudinal-Heagerty-Kung-Yee-Hardcover/dp/B010WEKS1Y

m O interesse da pesquisa é saber se a droga reduz a taxa de ataques

epilépticos.

m Estudo irregular: nimero de semanas varia (8 no primeiro periodo e
2 nos demais).

m Balanceado em relagao a condicao de avaliagdo e desbalanceado em
relacdo ao grupo (28 - placebo e 31 - progabide).

m Completo.

m Como o nimero de semanas varia entre os periodos, utilizaremos, na
nimero de ataques

andlise descritiva:respT = — )
niimero de semanas
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Medidas resumo

Grupo Periodo Media DP  Var. CV(%) curt. ca Min.  Med. Max.

pla. 1 3,85 3,26 10,65 84,79 4,64 1,44 0,75 238 13,88
4,68 507 25,69 108,33 5,75 1,86 0,00 250 20,00
4,14 4,08 16,66 98,53 3,13 1,12 0,00 2,25 14,50
4,39 7,34 53,82 167,01 17,09 3,69 0,00 250 38,00
4,00 3,81 14,48 95,14 4,12 1,47 0,00 250 14,50
3,96 3,50 12,24 88,46 11,82 2,71 088 3,00 18,88
4,29 9,12 83,18 212,58 23,73 454 0,00 2,00 51,00
4,21 593 35,16 140,86 17,99 3,71 0,00 250 32,50
4,06 6,95 48,26 170,92 1566 3,41 0,00 2,00 36,00
3,37 563 31,67 166,93 21,57 421 0,00 200 31,50

prog.

g A~ W NN RO W DN
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Perfis individuais e médios
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Matriz de diagramas de dispersao
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Variancias (diagonal), correlages (acima) e covaridncias

(abaixo)

Periodo
1 2 3 4 5
11,29 0,80 0,83 0,67 0,84
19,81 55,02 0,87 0,74 0,89
14,23 32,90 2595 0,80 0,90
1598 38,71 28,92 50,05 0,82
13,61 31,92 21,96 28,10 23,22
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Variancias em cada condicao
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Dispersao entre as médias e as variancias amostrais
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Modelo marginal de Poisson

Yijk ~ Poisson(pik/tk),

i = 1,2, (grupol — placebo, 2 — progabide),
j = 1,....n;(individuo, ny = 28; np = 31),
k = 1,2,3 4, 5(periodo),
In(uin) = p+ai+(B+0i)(xuk — 1) + In(t),
a; = 0,0, =0,

Matriz de correlagdo de trabalho: simétrica ou permutavel.
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Modelo marginal de Poisson

m Yji: nimero de ataques do j-ésimo paciente, do i-ésimo grupo no
k-ésimo periodo.

m Xjix = k, ou seja, o valor do periodo no qual o nimero de ataques do
individuo j do grupo i, no periodo k, fora medido.

® tx: nimero de semanas relativas ao k-ésimo periodo.

m In(tx) : “offset”.

m Exercicio: apresentar pelo menos uma estimativa para cada

pardmetro e/ou funcgdes deles.
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Ostico do Residuo de Pearson
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Modelo marginal de Poisson

Pardmetro  Est.  EP IC(95%)  Esta. Z  p-valor

M 129 017 [097:162] 7,78  <0,0001
o 004 021 [037;045 018  0,8563

B 0,00 005 [0,10;0,09] -0,04 09708

5 0,04 006 [015008 -065 05143
¢ 22,55

p 0,78
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Comentarios

m O modelo, de acordo com o residuo de Person, n3o se ajustou bem
aos dados, apresenta uma variabilidade crescente, em funcdo dos
valores preditos e uma varidncia bem distante de 1. Além disso, ha

um nidmero muito grande de residuos candidatos a outliers.

m Sugestdo: ajustar um modelo EEG usando como distribuicoes

marginais, binomiais negativas.
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Comentarios

m (supondo que o modelo de ajustou bem) A interagdo n3o é
significativa (p=0,5143). Dessa forma, podemos avaliar os p-valores
dos efeitos de tempo e tratamento em separados os quais, também,
n3o sdo significativos (p=0,9708 e p=0,8563), respectivamente. A

estimativa de ¢! reforca a existéncia de superdispersio nos dados.
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