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Familia exponencial bi-paramétrica

m Dizemos que uma v.a. Y (discreta ou continua) pertence a familia

exponencial biparamétrica se sua fdp é dada por:

f(y:0) = exp{&[y0 — b(0)] + c(y, #)} La(y)

em que 6 € © C R (espago paramétrico de 0),
b(0),c(y,¢) : ® — R, A é um conjunto que n3o depende nem de 6

nem de ¢ e, por sua vez, ¢(¢ > 0) é o pardmetro de precisdo.
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Familia exponencial bi-paramétrica

m Consideraremos que Y ~ FE(6, ¢) e que temos

Y: % FE(6;,¢),i=1,2, ..., n, ou seja

Fyi 0) = exp{¢ [ybi — b(6:)] + c(yi, &)} La(yi)
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Modelo linear generalizado

= Y~ FE(0;,6),i = 1,2,..,n, 6; = h(u).
m g(ui) = mi, mi = 201 xiBj, E(Yi) = pi = b'(6;), x;i : covaridvel j
associada ao individuo i (fixa e conhecida) e B8 = (B1,...., 5p)’, ¢ :

pardmetros desconhecidos.
do;’
m g(.) é uma funcdo de ligacdo (inversivel e duplamente diferenciavel).

= V(Y) = ¢~ V(ui), em que V(u;)

Quando 6 = g(.) temos a fung3o de ligagdo candnica.
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Principais distribuicdes pertencentes a FE

Distribui¢do b(6) 0 o) V(w)
Normal 62/2 w o2 1
Poisson e’ In p 1 1
Binomial In(1+¢e”) In(u/(1—p)) m w(l— )
Gama —In(—0) —1/u 1/(Cv?) u?
N.Inversa —/—20 —1/2u? o ul
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Desvio (ou fungdo desvio)

m Sem perda de generalidade, seja I(p,y) = (8, ¢) a
logverossimilhanca associada ao modelo em estudo e /(u°,y) a
logverossimilhanca do modelo saturado (n=p), ou seja, em que cada

média é representada por ela mesma.
w(p,y)=0¢ [27:1 yibi — 27:1 b(ei)] + 2771 c(yi, @)

= (1®,y) = 6 [ X060l = S b(01)] + 37 (s )
em que 61 = h({*).

m Assim, D*(y, ) = 2(/(n(©, y) — I(i, y)) =
200 [ (60 = 6:) + b(6) — b(61”)] = 6Dy, )
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Desvio (ou fungdo desvio)

= Sejam il = Y e i = g~1(7) = g~1(XB) os respectivos
estimadores de MV e defina 5}0) = h(ﬂ,(-o)) e = h(zi).

m Assim, o desvio n3o escalonado é dado por
DUy 7) =257 |y (5 -8:) + b06) - 53|

m O desvio escalonado é dado por D*(y, 1) = ¢D(y, i). Na prética,

substituimos ¢ por algum estimador consistente.
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Desvio: exemplos

Bernoulli: D(y; fi) = =237 ; {In(1 — &)y (vi) + In(@i) 1y (i) §
Poisson: D(y, i) =
2 Alyin(yi/Ei) — (vi — i)l o,y (i) + Aoy (v) }

. . e o 1 2
Normal: D(y,71) = 21y (vi = fi)* e D*(y. 8) = — D (vi = fin)*
i=1

Gama: D(y. i) = 25", {— In(yi/fir) + (vi — i)/ fir}
D*(y, ) = ¢D(y, ).
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Desvio: comportamento assintético

m No caso do modelo de Poisson se pj — oo, i =1,2,...,n, sob a
hipStese de que o modelo é adequado, D(y, 1) = X%n—p)'

m Para os outros modelos, D*(y, i) depende de ¢. Ent3o, nesses
casos, utilizamos uma estimativa consistente de ¢. Além disso,

temos que

%/ ~y D
D*(y, 1) — Xnp
P—00
m Assim, podemos comparar o valor do desvio com os quantis de uma
distribuicdo qui-quadrado, para verificar a qualidade de ajuste do

modelo, quando a variabilidade dos dados for pequena.
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Analise do desvio

m Podemos definir um procedimento para testar as hipdteses
Ho:8,=0vs H: 3; #0.
(o) - D(y: ) /a

D(y;n)/(n—p)
sob Ho e para n suficientemente grande, € tal que Qap ~ F(g.n—p) €

m A estatistica Qap =

q é dimens3o do vetor 3;.
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Analise do desvio

m Note que sé podemos utilizar esta abordagem para modelos nao
saturados (n > p).
m Assim, rejeita-se Hp se p — valor < «, em que
p — valor =~ P(X > qap|Ho), € X ~ Fg.n—p)
(ply: i) - Dy: ) /a
M= Dy (n—p)
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Outras funcdes de ligacao

m Seja 1 a propor¢do de sucessos de uma binomial.

m A ligac3o probito é dada por

*Mu)=n

ou, de modo equivalente, 1 = ®(n), em que ®(.) é a fda de uma

distribuicdo normal padrdo.
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Outras funcdes de ligacao

m Novamente, seja i a proporcdo de sucessos de uma binomial.
m A fda de uma distribui¢do do valor extremo padrdo (ou Gumbell
padrdo, a qual corresponde ao logaritmo natural de uma distribuicao

exponencial com seu pardmetro igual a 1) é dada por:
F(x) =1—exp{—exp(x)}

m Assim, o modelo binomial com ligacdo log-log é dado por

p=1—exp{—exp(n)}
ou de modo equivalente,

In(~In(1 — 1)) = n.
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Resumo: principais funcoes de ligacao

Distribuicdo g(w)

Normal ,(candnica), 1/p e Inp (se p > 0)
Poisson In y1(candnica), /1

Binomial In(e/(1 — 1)) (candnica), ®~1(p), In(—In(1 — u))
Gama 1/p(canénica), Inp

N.Inversa 1/(2u?) (canénica), Inyu, 1/u
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Funcdes de ligagdo para médias no intervalo (0,1)

_— probito
-—=- logito

....... complemento log-log
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Funcoes de ligacao da familia Box-Cox

35

30

lambda = 0,5
| - lambda = 0,6
....... lambda = 0,8

15 20 25

10




Estimacao

m Lembremos que 6; = h(y;), ui = g~ 1(n;) em que n; = ZJI'J:1 xii ;.
m Logo 6; = h(g=(n;)). Se g(.) for uma fungio de ligagdo candnica,
entdo 0; = n;.
m Verossimilhanga
L(B,¢) = exp {6 [y yith — 321y b(0)] + 307 c(yi 0)}
m Log-verossimilhanca

18,0) = ¢ [>of_y yiti — >i_y b(0)] + X1y c(yi, )
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Estimacao

m Vetor Escore para 3 (usando a regra da cadeia)

RS df; dpi dn;  db(6;) d; dp; dn;
>(8) = Zd){yl dp; dn; dB do; dp; dn; dB

¢i { wvi(y,- - Mi)xi}

i=1
= oX'WYPVTR(y — ) (1)
em que W = diag(wi, ..., w,),w; = (du;/dn;)?/ Vi, Vi = V(u;) e
V =diag(V4, ..., V;,)’. As outras quantidades s3o como definidas

para os modelos de regressdao de Poisson e logistico.
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Estimacao

m Vetor Escore para ¢

S(¢) = Z {yiti — b(0;)} + Z c(vi, #) (2)

d iy
em que ¢'(y;, ¢) = C(;/(b ?)
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Estimacao

m Informac3o de Fisher (usando a regra da cadeia)

(8.8) 5L v x, e
1(8.8) = 5{¢{ Yi — i) Xi—
= v dp

-1/2
120y, oy Vi [P d UL
+  w; (: ,Ul) i d,@, v, ld,@’ ¢

1(8.0) = —€ ({ Sy, - W}) o
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Estimacao

m Informacado de Fisher para ¢

I(¢, (b) == (Z C//(\/h ))

i=1

2 ”
em que c”(y;, ¢) = L5400 Cd(;'z’(ﬁ)
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Inferéncia para o modelo

m O sistema de equagdes S(B) = 0, S(¢) = 0 ndo tem solugio
explicita e algum método de otimizagcdo numérica, como o algoritmo

escore de Fisher, deve ser utilizado para obter-se as estimativas de

MV.

m Contudo, como os pardmetros sdo ortogonais

1(B,¢) =—-& ({\/%(Y, - M,-)xj,-}) = 0 e o produto matricial

171(B)S(8) n3o depende de ¢, a estimac3o é feita em duas etapas.
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Estimacao de 3: Algoritmo escore de Fisher

m Seja ﬁ(o) uma estimativa inicial de B (chute inicial), entdo faca
B = g0+ 171 (B)S(BY), £ =1,2,.... (3)
até que algum critério de convergéncia seja satisfeito, como

<e€e>0,

H B+ _ g
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Estimacao de ¢

m Com as estimativas de 3, digamos 3, obtidas no passo anterior,

obtenha as estimativas de ¢ através de

o~

o= % que é o estimador do método dos momentos (e
n 1 1
A

consistente) de ¢.

m O R fornece a estimativa associada ao estimador ¢ = % que n3o

é consistente para ¢.

m Para os modelos Poission e Bernoulli, ¢ = 1.
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Andlise de diagndstico e Teste de hipdtese

m O procedimento mais usual para a verificacdo da qualidade do

MLG's baseia-se no chamado residuo componente do desvio.

m Sob a validade das hipéteses do modelo temos que RCD

(padronizado) segue, aproximadamente, uma distribuicdo N(0,1).

m Detalhes podem ser encontrado em Paula (2013) (link no site do
curso) e http:

//www.ime.unicamp.br/~cnaber/Material MLG_1S_2016.htm.

m Podem ser desenvolvidos testes de hipétese do tipo C3 = M de

modo semelhante ao que foi visto antetiormente.
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Exemplo 4: Ataques epiléticos (Diggle, Liang e Zeger,

1994, Sec3o 8.4)

m Diz respeito aos resultados de um ensaio clinico com 59 individuos
epilépticos os quais foram aleatorizados de modo que cada um
recebesse uma droga antiepiléptica denominada progabide ou
placebo.

m Os dados de cada individuo consistiram de um ndmero inicial de
ataques epilépticos num periodo de oito semanas antes do
tratamento, seguido do nimero de ataques em cada periodo de duas

semanas, num total de quatro periodos, apds o tratamento.
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Exemplo 4: Ataques epiléticos

m O interesse da pesquisa é saber se a droga reduz a taxa de ataques

epilépticos.

Estudo irregular: niimero de semanas varia (8 no primeiro periodo e

2 nos demais).

m Balanceado em relacdo a condicdo de avaliacido e desbalanceado em

relagcdo ao grupo (28 - placebo e 31 - progabide).

Completo.
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Medidas resumo

Grupo  Periodo  Media DP Var. CV(%) Min. Med. Max. n

placebo 1 3,85 3,26 10,65 8479 0,75 2,38 1383 28
placebo 2 4,68 507 2569 108,33 0,00 250 20,00 28
placebo 3 4,14 4,08 16,66 98,53 0,00 225 1450 28
placebo 4 4,39 7,34 5382 167,01 0,00 2,50 38,00 28
placebo 5 4,00 3,81 14,48 95,14 0,00 250 1450 28
progabide 1 3,96 3,560 12,24 83,46 0,88 3,00 1888 31
progabide 2 4,29 9,12 83,18 212,58 0,00 2,00 51,00 31
progabide 3 4,21 593 3516 140,86 0,00 250 3250 31
progabide 4 4,06 6,95 4826 170,92 0,00 2,00 36,00 31
progabide 5 3,37 563 31,67 16693 0,00 2,00 3150 31
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Perfis médios

—— placebo
—— progabide
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numero de ataques

perfodo

Azevedo
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Perfis individuais

placebo

progabide

150

100

numero de ataques

5
period

0



Perfis individuais e médios
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Prof. Caio Azevedo

Modelos lineares generalizados mistos



Perfis individuais centrados
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Box plot
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Box plot (ataques/semanas)
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Matriz de diagramas de dispersao: placebo
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Matriz de diagramas de dispersao:

progabide
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Variancias (diagonal), correlages (acima) e covaridncias

(abaixo): grupo placebo

Periodo

1 2 3 4 5

681,43 0,74 0,83 0,49 0,82
196,93 102,76 0,78 0,51 0,68
177,18 64,75 66,66 0,66 0,78
188,88 75,41 79,17 21529 0,68
162,96 52,26 48,52 7559 57,93
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Variancias (diagonal), correlages (acima) e covaridncias

(abaixo): grupo prograbide

Periodo

1 2 3 4 5

783,64 0,85 0,85 0,83 0,87
435,98 332,72 0,91 0,91 0,97
280,79 196,22 140,65 0,92 0,95
324,55 231,26 152,41 193,05 0,95
274,97 199,32 126,21 148,83 126,67
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Variancias em cada condicao
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Variancias em cada condicao com intervalos de confianca
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Dispersao entre as médias e as variancias amostrais
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Graficos dos perfis das linhas da matriz de correlagcdes
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Variograma
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Matriz de diagramas de dispersao
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Variancias (diagonal), correlages (acima) e covaridncias

(abaixo)

Periodo

1 2 3 4 5

722,74 0,80 0,83 0,67 0,84
317,01 220,08 0,87 0,74 0,89
227,74 131,60 103,78 0,80 0,90
255,65 154,85 115,67 200,18 0,82
217,81 127,67 87,83 112,38 92,88

Prof. Caio Azevedo
Modelos lineares generalizados mistos



Graficos dos perfis das linhas da matriz de correlagcdes

correlagéo
0.6

0.4

0.2

T T T T T T T
20 25 30 35 40 45 50

lag: distancia entre as condicges de avaliagdo

Prof. Caio Azevedo
Modelos lineares generalizados mistos



Variograma
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Modelo linear generalizado

®m Vimos que um MLG é dado por:

Y, " FE@6;,¢) , 60;=h(),i=1,..n

P
glpi) = XiB= Zxﬁﬁj: Xi = (Xti, oy Xpi)

j=1
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Modelo linear generalizado misto (MLGM)

m O correspondente MLGM é dado por:

ind. . .
Y,'jlbj ~ FE(@U,¢) s 0U = h(/i,'j),_/ = 1, ey Ny = 1, veey kj

b "% N(O,W); ;= E(Yb;)

14 q
glni) = XB+Zjbi=> xiBc+ Y zibyi,
k=1 r=1
Xk,'j = (Xl,'j7 ...,Xp,'j)/ ) Z,_, = (21,:,', ...,Zq,'j)/
b, = (by,...,bg)
v = v
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Média e estrutura de dependéncia

= E(Yy) = E(E(Yylby)) = E(uy) = E(g~H(XB + Z;by))
m Variancia
+ E(¢ V(i by))

em que V/(.) é a funcdo de varidncia (veja slide 4).

m Covariancia

Cov(Yy, Yirj) = Cov(E(Yj|b)), E(Yijlbj)) + E(Cov(Yy, Yirlb;))
—_—
0
= Cov(g '(X;B+ Zjby), g~ (X};8 + Zinb)))

Modelos
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Um possivel modelo

Yijk| bj ind. Poisson(pik/tk), i = 1,2(grupo, 1 — placebo, 2 — progabide),
Jj=1,...,ni(individuo, ny = 28; np, = 31), k = 1,2, 3, 4,5(periodo)
In(pir/te) = o+ a; + (B + 6;)(xjk — x) + bj,a1 = 0,01 =0
In(uin) = In(t) + p + o + (B1 + 0;) (X — x) + by,
b "R N0, 0?)
m Y nimero de ataques do j-ésimo paciente, do i-ésimo grupo no
k-ésimo periodo.

m t,: nimero de semanas relativas ao k-ésimo periodo.

m In(ty) : “offset”.
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B Xjj : ndmero de semanas acumuladas ou periodo correspondente ao

k-ésimo instante de avaliagdo (x é um valor de referéncia, podendo
ser um periodo especifico ou um nidmero especifico de semanas

acumuladas).
m o = tger it Bilix) b,
m = et TertBibaT g (b)),
w5l (X = x) = teettiE ().
B gl O = x) = teetE(eD).
n 5l = i+ 1) = BBl g (oh).
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m = tyettBilxu—x) g (eb) (grupo placebo).

B3 = tiertaat(Bito)(i—x)g(ebi) (grupo progabide).

N
Hojk _
m = gmtia(a=x) (comparando os grupos) para xijx = Xojk = a.

*
My
/,l/*
2jk .
m —% = ™ (comparando os grupos no periodo 1).
*
My
* * ..
Wil O = X + 1) tian 4 : .
m * = e”’ (comparando dois periodos
i Xk

subsequentes), em que §8; = 1 + 9.
M?}k|(xi}k'k = Xjk + r) _ tkgr B
i Xk ti

quaisquer).

(comparando dois periodos
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Cont.

m Se bj ~ N(0,0?), entdo e® ~ log-normal(0, o2). Neste caso,

E(YVi) = E(E(Yiul) = teel o tn g (eh)

>

= t ehtaitBilxj—x) 802/2

V(E(Yijlb))) + EV(Yiilb)) = tpelreithibu—y(e)
te eu+af+,8i()(,'jk—x)g(ebj)
tfe2(ﬂ+a,-+ﬂi(Xijk*X))(e02 _ 1)602 + tkeMJraiJrﬁi(Xijk*X)effz/?

ettt Bilu—0go"/2 — £y
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Estimacao

m Verossimilhanga (completa) b = (b, ..., b,)’.

n n ki

n ki
L(B:¢,b,0) = expdd (D > yiby— Y b(0s)| +Y > clyy o)

j=1 i=1 j=1 j=1 i=1

X exp —O,SZbJ'-lII_lbj |w|—"/2

Jj=1
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Verossimilhanca marginal

ki

n kj
1B.0.0) = T [ oo |yt —b0)| + 3 elyin0)
j=17% i=1

i=1

X

exp {—0,5b;W b} (W|~1/2db

A integral acima ndo tem solugdo explicita (lembrando que 6;; é funcdo

de bj)
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Resolugao da integral

m Quadratura (gaussiana).
m Quadratura adaptativa.
m Aproximacgao de Laplace.

m Monte carlo.
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Resolugao da integral

m Quadratura (gaussiana), Quadratura adaptativa e Monte Carlo -
aproximar a integral por somas de adreas de retangulos:
http://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_IN.pdf
e

http://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_IN_2.pdf
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Verossimilhanca marginal numericamente aproximada

n ki

ki
L(B,¢,0) ~ [[D expq o | vibir —b(Os)| +_ clvi¢)
i=1

j=1reT i=1
x exp{—0,5b,Ww b} |W|I/2A,

em que Z é o conjunto de todas as k-uplas, A, sdo os chamados pesos de

quadratura e b, o vetor de pesos de quadraturas.
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Verossimilhanca marginal numericamente aproximada:

unico efeito aleatdrio

ﬁ (rb? Zexp Zyu Ur* Ur +ZC(YU3¢)

X exp{m[;} ¢*1/2Ar
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Equacdes de estimacdes

m Dado que aproximamos a integral de interesse (por algum dos

métodos anteriores), temos que derivar

=

n kj
18.0.0) = o [ ewio|S v, - b0) Z (v 0)
j=1 I i=1

x  exp{—0,56}W " b;} |W|1/2db;

em relacdoa 3, ¢ e 6.

m As derivadas com relagdo a 3 e ¢ assemelham-se a (1) e (2),
respectivamente. Com relagdo a 0 depende da estrutura adotada (o
que também depende do modelo). Mesmo a equacdo de estimacio

com relagdo a @ n3o tem, em geral, solugcdo explicita.

Prof. Caio Azevedo
Modelos lineares generalizados mistos



Equacdes de estimacdes

m O sistema de equagdes gerado por

S(B)=0
S(¢) =0
$(6)=0

nao tem solucdo explicita e algum algoritmo de otimizacao tem de ser
usado (Newton-Raphson, Score de Fisher, FBGS, Nelder-Mead etc).
Preditores para os efeitos aleatérios podem considerados usando-se a
metodologia vista para os modelos lineares mistos. Nesse caso, a
distribuicdo “a posteriori” dos efeitos aleatérios ndo é obtenivel

analitacamente e métodos numéricos apropriados tém de ser utilizados.
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Aproximacao de Laplace

m Trabalha-se com

i=1

L(B,¢,0) = .H/%q exp {cb [i: Yiifij — b(e,-j)] + ic(yf'j@)}

X

exp {—0,5b;W b} [W|~1/2db;

w2 / exp(Q(b;))db; = I
j=17R
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Aproximacao de Laplace

m Em que:

ki
Qb)) = ¢ ZYJ i — b(0) +Zc(yija¢)
i=1

x —o,5bjw—1bj
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Aproximacao de Laplace

m Seja b o valor que maximiza Q(b;) e considere a aproximagdo de

Q(b;) por uma expansdo de segunda ordem em séries de Taylor:

Q(by) = Q(b)) + (b—b) "(by)(b; — by)

m Assim, temos a seguinte aproximacio

Q

|w|—"n/2 H exp(Q(Bj)) /w exp {;(bj - Bj)/QN(lA’j)(bj - Bj)} db;

= w2 T[(m)72] = Q" (By)| " exp(Q (b)) (4)

j=1
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Aproximacao de Laplace

m Em que

ki
—Q"(b) =W+ ¢ 2" (uj, by)zj, buy, by) = b(6y)
i=1

®m A maximizag¢do numérica da logverossimilhancga é feita de modo
iterativo alternando-se as atualizagBes de b; (maximizando-se

Q(bj)) e (B,0) (maximizando-se (4)).

Prof. Caio Azevedo
Modelos lineares generalizados mistos



Quase-verossimilhanca penalizada

m Trabalha-se com uma aproximacgdo das observagdes (Yj;) usando a
média £(Yjj|b;) e erros (normalmente distribuidos) com média 0 e
varidncia V(Yjj|b;) em torno de estimativas provisérias de (3, b;)

digamos 3 e Bj e considerando h(.) = g71(.), ou seja:

Yi & h(ug, b))+ & ~ h(fiz, by) + b (fi. by)xj;(8 — B)
+ W (fig, by)zj(b; — b)) + &
fiy + V(ig)xy (B = B) + V(iig)zj (b — by) +&
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Quase-verossimilhanca penalizada

m Matricialmente

Y =i+ V;X; (8- B) + V;Z; (b — b;) +¢
em que fb; = (fj1, -, fjk;)s Vj ¢ uma matriz diagonal com
elementos V/(jzj;) e Xj e Z; contém os vetores xj; e zj;.
m Rearranjando os termos da equac¢do acima e pré-multiplicando por

~ -1

V; temos que:

* oL ~ 2 ™
Yi = V; (Y,—m)+X;8+Zjb; (5)
~ Xjﬁ-l—Zjbj—l-ff (6)
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Quase-verossimilhanca penalizada

~-1
m Emque & =V, &,
m O modelo (6) pode ser visto como um modelo linear misto para os

pseudo-dados Y.

m Algoritmo
m Passo A: Para valores atuais de 38 e 0 calculam-se valores preditos
para b; e os pseudo-dados Y} (Equagido (5)).
m Passo B: Para os pseudo-dados Y ajusta-se o modelo (6) e as

estimativas para 3 e 0 s3o atualizadas.
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Comentarios

m Para qualquer um dos métodos anteriores de estimacao, em geral, a
convergéncia em distribuicdo para normal multivariada dos
estimadores de (3, ¢, 8), sob certas condi¢des de regularidade, sdo

observadas.

m Em geral, a informac3o de Fisher associada (observada ou esperada)
fornece boas aproximacdes para a matriz de covariincias assintdticas

dos respectivos estimadores.

m Intervalos de confianca e testes de hipdtese podem ser construidos de

modelo semelhante ao que foi feito para os modelos lineares mistos.

Prof. Caio Azevedo

Modelos lineares g izados mistos



Laplace

m A aproximacgao de Laplace tende a ser mais rapida do que as
abordagens de quadratura adaptativa e QVP (quase-verossimilhanca
penalizada).

m A aproximac3o tende a se melhor para valores elevedados do nimero
de medidas repetidas (k;j) e para respostas menos “discretizadas”,
por exemplo, tende a ser melhor para modelos de regressdo de

Poisson do que para dados binérios.

m A aproximacgao pode ser melhorada considerando-se mais termos na

expansdo em séries de Taylor.
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QVP

m Tal abordagem tem esse nome por se basear numa
quase-verossimilhanga envolvendo apenas o primeiro e o segundo
momentos condicionais mais um termo de penaliza¢do devido aos
efeitos aleatdrios.

m O método de QVP usa uma aproximagdo da logverossimilhanca e é
exato apenas para MLM. Funciona melhor 3 medida que a
distribuicdo da varidvel resposta se aproxima da normal, por
exemplo, distribuicao de Poisson com médias elevadas ou binomial
com valores elevados para o niimero de repeticdes.

m As estimativas sdo inconsistentes. Existem algumas correcoes para o

viés (Breslow & Lin, Biometrika, 1995, Lin & Breslow, JASA,.1996).
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Outros métodos de estimacao

m Algoritmo EM.
m Algoritmo MCEM (Monte Carlo EM).
m Algoritmo SAEM (Stochastic approximation EM).

m Algoritmo SEM (Stochastic EM).
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Resultados

Laplace
Parametro  Estimativa  Erro-padrdo Estat. z p-valor
I 1,07 0,15 7,03 < 0,0001
az -0,03 0,21 -0,13 0,8995
B 0,02 0,02 1,23 0,2185
é -0,04 0,02 -1,75 0,0804
0?2 =0,61

Prof. Caio Azevedo
Modelos lineares generalizados mistos



Resultados

Quadratura adaptativa

Parametro  Estimativa  Erro-padrdo Estat. z p-valor

I 1,07 0,15 7,03 < 0,0001

o -0,03 0,21 -0,13 0,8995

B 0,02 0,02 1,23 0,2185

é -0,04 0,02 -1,75 0,0804
0% =0,61
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Resultados

QVP
Parametro  Estimativa  Erro-padrdo Estat. z  p-valor
1 1,11 0,15 7,20 0,0000
az -0,02 0,21 -0,11 0,9121
B1 0,02 0,03 0,72 0,4715
é -0,04 0,04 -1,02  0,3065
0?2 =0,57
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Tipos de residuos em modelos lineares generelizados

(mistos)

m Residuo ordindrio (“response residual”)

R,.. = )/’ — /,l/”
/.l/i" o n édla Cond|C|0na|

m Residuo de Pearson (“Pearson residual”)

RP — Yi — ﬁu
’ V(i)
V/(ujj) : fungdo de varidncia.
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Tipos de residuos em modelos lineares generelizados

(mistos)

m Residuo componente do desvio (RCD) ( “deviance residual”)

R,-J-D = <sina|(Y,-j — 1) (/7’\,>

em que dj; é a a fungdo desvio (para os MLGM o desvio é calculado,

em geral, usando-se a log-verossimilhanca marginal).
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Comentarios: para os MLG

m Em geral, n3o se espera que os residuos: ordindrio e de Pearson
tenham distribuicdo N(0,1) (nem mesmo aproximadamente), salvo

em alguns Poucos Ccasos.

m Por Exemplo, se Y ~ Poisson()\), entdo Z = Y22 2, N(0,1).
VA Ao

m Espera-se, sob o bom ajuste do modelo, que o RCD (padronizado,
veja Paula (2013)), tenha aproximadamente distribuicdo N(0,1), sob
certas condi¢des (em geral tamanho de amostra suficientemente

grande e/ou ¢ — 00).
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Comentarios: para os MLG

m Residuos ordindrios: deteccdo de outliers (ma predicdo do valor

observado).
m Residuos de Pearson: homocedasticidade.

m Residuos componente do desvio: deteccdo de outliers,
homocedasticidade e adequagdo do modelo (distribuicdo da

resposta, funcio de ligagdo, preditor linear).
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Comentdrios: para os MLGM

m Problema: o preditor linear é aleatério.

m Em relagdo aos residuos ordindrio e de Pearson espera-se a mesma

habilidade vista para os MLG, desde que devidamente adaptados.

m Contudo, n3o se espera normalidade do RCD mesmo sob o bom

ajuste do modelo, no caso dos MLGM.
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Alternativa para a construcao do grafico de envelopes

m Em geral, quando temos modelos de regressdo, a forma mais
apropriada para se construir os envelopes é simular do préprio
modelo ao invés de similar da distribuicdo esperada para os residuos
sob a validade das hipdteses do modelo.

m Tal abordagem é ainda mais util quando ndo estamos certos a
respeito da distribui¢do dos residuos (mesmo sob as validades da

hipStese do modelo).
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Procedimento para se gerar o grafico de envelopes com o

RCD

1) Ajuste o modelo de regressdo (estima-se os pardmetros do modelo)
obtendo-se as estimativas de MV (3) e os valores preditos (b)) e
calcule o RCD para cada observacao,

(tDij)aj =1,2,..,ni=1,.., kj.
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2) De posse das estimativas de MV e dos valores preditos, repita os

passos (a) e (b) m vezes.

a) Simule n vetores aleatérios ind. FE(6j, ¢), com
i = h(g_l(x 5"’ zub ))-
b) Ajuste o modelo de regressdo considerando os vetores simulados no

item a) e obtenha o RCD para cada observagdo (i,j) em cada réplica

(n.
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3) Ao final teremos uma matriz com os RCD'’s, ou seja tlB,-j,' =1,...n,,

i=1,...k;, (amostra), r=1,...,m (réplica).
* * *
tD111 tDnz T tDllm
* * *
tD121 tD212 T tDZlm

T, =

* t* t*
Dk,,nl Dk,,nQ e Dknnm
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Cont.

4) Dentro de cada amostra, ordena-se, de modo crescente, os RCD'’s,

obtendo-se tj;  (estatisticas de ordem):
(i)r

* * *
tD(11)1 tD(n)z e tD(ll)m
* * *
T2 o tD(21)1 tD(21)2 e tD(Ql)m
* * *
tD(knn)l tD(knn)2 T Dkpmym
e n t} max tj
m- limi = Oijyr e = Deijyr
5) Obtem-se os tes £ e e tihs e

r=12..,m.
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tf tr
Dijy2) + Dy

Lt i * i)
5) Na prética considera-se tly = 5

tf + tf

Dijyim-— Dy . N -
thys = — 2 5 “n=D (refinamento das estimativas dos limites

do envelope), em que t,"_;(_,)() é a r-ésima estatistica de ordem dentro
i

de cada linha, j =1,2,.....n,i =1,2,... k.
m Além disso, consideramos como a linha de referéncia

1 \m ; .
t(*,j) =2 tB(,-j),’J =12,..,mi=1,..k.
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Estudo de simulacao

Simulou-se dois modelos.

m Modelo 1: Y;|b; "' Poisson(u;),i = 1,2,..,5;j = 1,2, ..., 100,
Inpi=140,1x; + bj; x; = 1; b L N(0;0,5).

m Modelo 2:
Y;|b; "% Binomial-negativa(y;, ¢),i = 1,2, ..,5;j = 1,2, ..., 100,
Inp; =140,1x; + bj; x; = i; b; i N(0;0,5) (veja Paula (2013)).

m Nos graficos de envelope sem titulo, a simulagdo dos envelopes via

distribuicdo normal padrao.

m Nos graficos de envelope sem titulo, a simulagdo dos envelopes via

modelo.
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Resultados: modelo 1 - RCD
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Resultados: modelo 1 - RCD

Grafico de quantil-quantil normal
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Resultados: modelo 1 - Pearson
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Resultados: modelo 1 - Pearson
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Resultados: modelo 1 - Ordinario
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Resultados: modelo 1 - Ordinario
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Resultados: modelo 2 - RCD
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Resultados: modelo 2 - RCD

Grafico de quantil-quantil normal
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Resultados: modelo 2 - Pearson
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Resultados: modelo 2 - Pearson
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Resultados: modelo 2 - Ordinario

Residuo ordinario

T T T T
o 100 200 300 400 500 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5

indice valor predito

g < 8 ©
g '
=] E
< r T T T T T 1
-3 -2 -1 o 1 2 3
Residuo ordinario quantil da N(0,1)

Prof. Caio Azevedo

Modelos lineares generalizados mistos



Resultados: modelo 2 - Ordinario
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Dados reais: modelo ajustado com QA - RCD
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reais: modelo ajustado com QA - RCD
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Comentarios

m O modelo log-linear de Poisson n3o se ajustou bem aos dados.
m Possiveis motivos: excesso de zeros e/ou superdispers3o.

m Alternativas: modelos inflacionados de zeros e/ou binomial negativo.
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