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Introducao

m Convergéncia em distribuicdo (estimadores/estatisticas do teste),

convergéncia em probabilidade/quase certa (estimadores).

m Existem algumas formas de deduzir resultados assintéticos (slide

seguinte):
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Introducao

m Resultados especificos para modelos de regressdo (geralmente
flexibilizando as suposi¢des usuais, normalidade, heterocedasticidade,
dependéncia) relativos a determinados métodos de estimag&o:
minimos quadrados, maxima verossimilhanca, maxima

verossimilhan¢a marginal.

m Estudando o comportamento de classes especificas de
estimadores:minimos quadrados, maxima verossimilhan¢a, maxima
verossimilhanca marginal, verificando se as condi¢es que garantem
as propriedades para tais estimadores, valem para os modelos em

estudo.
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Comentarios

m Convergéncia em distribuicao - Teorema central do limite.

Essencialmente trés tipos:

m Varidveis aleatérias IID.
m Varidveis aleatdrias independentes mas nio identicamente
distribuidas (o caso).

m Varidveis que apresentam dependéncia do tipo martingal.

m Convergéncia em probabilidade - Desigualdades (Chebyshev)

Prof. Caio Azevedo

Introdugéo a Teori



Modelo normal linear multivariado (marginal)

Yitkix1) = Xj(kixp)Box1) +§j(ij1)7j =1,..,n (1)

(individuo)

m Y;=(Yy,., Yi;)', ki : nimero de condigBes de avaliagdo em que o
individuo j é avaliado.

m X; : matriz de planejamento associada aos efeitos fixos (pardmetros de
regressdo) para o individuo j (n3o-aleatdria e conhecida).

m 3 : vetor de efeitos fixos ou pardmetros de regressdo (ndo-aleatério e
desconhecido).

ind.

m §; : vetor de erros associado ao individuo j, §; '~ N (0, X;).
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Modelo Multivariado Marginal (MMM)

m Essencialmente correspondem a extensbes dos modelos de regressao
lineares normais homoceddsticos (MRLNH) (veja http://www.ime.
unicamp.br/~cnaber/Material REG_P0S_2S_2014.htm), no
sentido de considerarem heterocedasticidade e dependéncia entre as
observacoes.

m Assim, os resultados assintéticos desenvolvidos para o MRLNH, com
o relaxamento das suposi¢cdes de homocedasticidade e dependéncia,
podem ser utilizados para demonstrar as propriedades assintéticas

dos estimadores de maxima verossimilhanca dos MMM.
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Modelo Multivariado Marginal (MMM)

m Além disso note que, usualmente, considera-se a parametrizacio
adotada pela fung¢do gls do pacote R, veja http://www.ime.
unicamp.br/~cnaber/aula_Mod_Mult_Marg_ADL_2S_2018.pdf.
Assim, a dedug¢do dos resultados assintéticos torna-se menos

complexa.
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Auséncia de normalidade

m Considere o modelo de regress3o linear geral:

Y,=X8+E&,

m Suponha que £(§,) =0, e Cov(&,) = 21,
m Suposicdes adicionais
maxi<k<nXp, (X3 Xn) " 'Xp, — 0, quando n — oo.
limay 71 (X, X,) = V.
m Pelo Teorema Central do Limte (TCL) de Linderberg-Feller (se
n — o0), entdo

V(B - B) 3 N,y(0,02V7Y)

Prof. Caio Azevedo

Introdugdo a Teoria Assintética para modelos para andlise de dados longitudinais



Comentario

m Para n suficientemente grande

~

B~ NP(IB? 0'2(an")71)

m Em relagdo a primeira suposicao adicional, considere que

an
’
X,, _ X, ; Xn _ 1"1 ;n_lxzxn _ nl/n
0o 1, 0
X,
m Assim

x:n(X;Xn)ilxnl = "fl;x;z(xzxn)ilxnz = "2_:l
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Auséncia de homocedasticiade e presenca de correlacao

m Suponha a mesma estrutura anterior mas Cov(§) = 02X, X

conhecida.
m Defina
Z=WgB+4 (2)
em que
X = 21/221/2(decomposigéo de Cholesky)
zZ = Wy
w = ¥7¥2x
5§ = ¥ V%
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Cont.

m Assim, £(8) = Z72£(¢) = 0 e Cov(8) = 02X M2Ex 12 = 52].
m Logo, o estimador de MQO de 3, baseado no modelo (2), é dado

por:
B=(WW)"'wz=Xz X)Xz 'y

m Se & ~ N,(0,0°X), entdo

B~ Ny(B,0*(X'E1X)71)
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Cont.

m Se a suposicdo de normalidade for desconsiderada mas as suposicoes
relativas ao TCL anterior se verificarem, ent3o
B~ Np(B,0*(X'ETI X))

m Quando X é diagonal mas (# I), dizemos que B ¢ o estimador de
minimos quadrados ponderados (MQP) de 3 (baseado no modelo
original).

m Quando X ndo é diagonal, dizemos que B é o estimador de minimos

quadrados generalizados (MQG) de 3 (baseado no modelo original).
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2 desconhecido

m Considere novamente o modelo original, Y = X3 + £, com
E(€)=0¢e Cov(¢)=1X.
m Uma alternativa consite em considerar o estimador de dois estdgio

de Aitken, ou seja

B=(XE ' x)xs Yy

~

em que ¥ é um estimador consistente de X, (X LA Y).
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m Assim, temos que (se vélidas as condigdes do TCL apresentado

anteriomente), que:

V(B - 8) B N0,V

€m que V =lim,_ nil(xzz;lx”)

o—1

m Em geral, toma-se V=XZ X
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Modelo normal linear misto

Yijtkix1) = Xjtgxp)Box1) T Zitkgxa)Bitax1) T &jkjx1)0J = 1,50
(individuo)

mY; =Y, ijj)’, k; : nlimero de condi¢des de avaliagdo em que o individuo j
é avaliado.

m X; : matriz de planejamento associada aos efeitos fixos para o individuo j
(n&o-aleatdria e conhecida).

m Z; : matriz de planejamento associada aos efeitos aeatérios para o individuo j
(n&o-aleatdria e conhecida).

m 3 : vetor de efeitos fixos (ndo-aleatdrio e desconhecido).

m b; : vetor de efeitos aleatérios associado ao individuo j (aleatério e

desconhecido), b; ind. N(0, W).

m §; : vetor de erros associado ao individuo j, §; ind. N(0,%;), b; LE;,Vi.




Algumas propriedades do modelo

m E(Y|b)) = X;B8+ Z;b;.

m E(Y)) = X;B.

m Cov(Y|b)) = X;.

m Cov(Y;)=V;=ZWZ;+%;

m Y,|bj ~ Ny (X;B+ Z;b;,X;). Além disso, como

Yj|bj ~ Nkj(XjﬁJijbj,Zj)
bj ~ Ng(0,W)
portanto

Y~ Ng(X;8,Z,WZ; + ¥;) (3)
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Propriedades assintéticas

m Note que a representacio (3) parece com os MMM, com duas

matrizes de covariancias.

m Assim, os resultados discutidos anteriormente, para os MMM,

podem ser adaptados para este caso.

m Note também que, usualmente, utilaza-se a parametrizacdo
considerada pela fun¢do Ime do pacote R (http://www.ime.
unicamp.br/~cnaber/aula_Mod_Lin_Misto_ADL_2S_2018.pdf),
que corresponde a uma representacao mais simples do modelo.

m Consequentemente, os resultados assintéticos sdo dedutiveis de

forma mais simples.
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Estimadores de maxima verossimilhanga/maxima

verossimilhanca marginal

m Livros sobre teoria assintética (geral) apresentam condi¢cdes para
convergéncia em distribuicdo (normalidade multivariada) para
estimadores de maxima verossimilhanga para varidveis |ID.

m A idéia para se demonstrar os resultados, para o caso de modelos de
regressido (MMM, MLM) consiste em visualizar as fun¢des (vetor)
escore como varidveis (vetores) aleatérios IID com vetor de médias
zero e matriz de covariancias igual a inversa da Informac3o de

Fisher, com condicGes adicionais.
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Estimadores de maxima verossimilhanga/maxima

verossimilhanca marginal

m Pode-se usar raciocinio andlogo, no caso de modelos lineares mistos,
em que os vetores escore s3o vetores aleatérios independentes mas
n3o identicamente distribuidas (INID), de média zero e matriz de
covariancias igual a inversa da Informac3o de Fisher, com condicdes
adicionais.

m Neste caso, deve-se verificar condicdes mais especificas (para

varidveis INID) como as de Liapunov e Lindenberg-Feller.
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Referéncias

m Demonstragoes acerca de resultados assintéticos para modelos de
regressdo e estimadores de méaxima verossimilhanga (Sen and Singer

(2019), Sen et al (2009)).

m Demonstracdes acerca de estimadores, estatisticas do teste para
modelos lineares mistos, problemas em aberto (Demidenko (2004),

Demidenko (2013), Jiang (2017)).

m Outras referéncias sobre Teoria Assintética para modelos mistos
Singer et al 2018 (https://www.ime.usp.br/~jmsinger/
MAE0610/Singer&Nobre&Rocha2018jun. pdf).
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