Planejamento e Andlise Estatistica de

Experimentos em Quadrados Latinos
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Contexto

m Como ja foi dito, em qualquer experimento, fatores de perturbacao,

podem afetar os resultados.

m Fator de perturbacdo: fator que tem algum efeito na varidvel

resposta mas no qual n3o se tem interesse.

m Fatores de perturbagcdo podem ser desconhecidos e/ou

nao-controldveis.

m Em outros casos, podem ser conhecidos e/ou controldveis.
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https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_Intro_Blocos_PAE_UF_ME623_PEP_1S_2025.pdf

Contexto

m N3o controldveis (ou desconhecidos): assume-se que n3o afetam a
variavel resposta.

m Controldveis (ou conhecidos): devem ser considerados no

experimento (a ndo ser que ndo afetem a varidvel resposta ).
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Contexto

m Observacao: em experimentos em que existam restricoes
(fatores de perturbagdo): blocos (completos/incompletos,
balanceados/nio balanceados, quadrados latinos, quadrados
greco-latinos , pode-se ter um ou mais fatores de interesse.

m Vimos experimentos em blocos (em que os blocos representam um

fator de perturbacdo).

m Podemos ter mais de um fator de perturbagdo (restricdo).
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m Veremos um tipo experimento no qual existem dois fatores de

perturbacdo. O objetivo continua sendo o de controlar o efeito de

fatores (que ndo sdo de interesse principal) na varidvel resposta.

m Tais experimentos s3o chamados de experimentos em quadrados

latinos.
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Exemplo 9: Aroma de alimentos

m Um pesquisador estd estudando o efeito de 4 tratamentos (A, B, C e

D), sobre o aroma (escala hedénica de 7 pontos) de um determinado
tipo de legume.

m Quanto maior o valor atribuido, melhor a percepgdo que o julgador
tem de determinado produto.

m Foram utilizados 4 julgadores, provavelmente existem diferengas

(exemplo: experiéncia, capacidade) entre eles.

Prof. Caio Azevedo
6


https://docs.ufpr.br/~aanjos/SENSOMETRIA/slides/escalas.pdf

Exemplo 9: Aroma de alimentos

m Além disso, foram utilizadas 4 ordens de atribuicdo dos tratamentos

aos julgadores geradas pela casualizagdo do delineamento.
m Dois fatores de perturbacdo (“nuisance”): julgadores e ordens.

m Cada tratamento foi testado uma dnica vez por cada julgador e para
cada ordem. A tabela a seguir mostra o esquema geral deste

delineamento.
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Exemplo 9: Aroma de alimentos (cont.)
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Julgador Ordem
1 2 3 4
1 D(7) A(®) C(5) B(7)
2 A6) C(7r) B((7) D(7)
3 C(7) B((@) D(6) A(7)
4 B(7) D7) A(@6) C(6)




Exemplo 9: Aroma de alimentos (cont.)

m Note que o experimento, geometricamente, estd em disposto em

forma de quadrado.

m Note que cada tratamento estd representado por uma letra do

alfabeto latino (A, B, C, D).
m O nome quadrado latino vem das duas caracteristicas acima.
= Note que o

numero de tratamentos = ndmero de julgadores = ndmero de

ordens.
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PQL: caracteristicas

m Existem muitos estruturas de quadrados latinos para um dado
niimero de tratamentos (a), veja paginas 144 e 145, do livro do

Montgomery (2022).

m Exemplos com a = 3.
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PQL: caracteristicas (cont.)

m Exemplos a = 4.

™ N > O
O T O >
> T T 0
O > T @
> T O W
N > ™ ©
™ N T >
O T > 0
O 0 ™ >
> O N W
™ > O 0
O T > O

m Restricao fundamental: Independentemente do valor de a, cada
letra (tratamento) deverd aparecer somente uma dnica vez em cada

linha e em cada coluna (balanceamento).
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PQL: modelo (casela de referéncia)

Yijk = p+ ai + 77 + Ak + Eiji
(Fator),i =1,2,3,...a; (Linha),j = 1,2,3,...,a; (Coluna), k = 1,2,3, ..., a
m Erros & x N(0,02), p, ai, 7}, Ak, Vi, j, k ndo aleatérios.
m Restricbes : oy =73 = Ay =0.
m Neste caso temos um experimento balanceado (o niimero de

unidades experimentais por cada combina¢do tratamento x linha x

coluna é o mesmo.

m Tem-se um total de n = a x a = a® observagdes (linhas x colunas).
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PQL: modelo (casela de referéncia) cont.

m Note que, somente para algumas combinacdes i, j, k, teremos
observacoes.

m De uma outra forma, bastam dois dos trés indices i, j, k,, para
representar uma determinada observacdo. No problema em quest3o,

se, por exemplo, j =2 e k = 3, entdo i = 2 (tratamento B), ent3o

Yoz = 1.
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PQL: modelo (casela de referéncia) cont.

m Note que, somente para algumas combinacdes i, j, k, teremos
observacoes.

m De uma outra forma, bastam dois dos trés indices i, j, k,, para
representar uma determinada observacdo. No problema em quest3o,

se, por exemplo, j =2 e k = 3, entdo i = 2 (tratamento B), ent3o

Yoz = 1.
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Somas de quadrados

[ Decomposic;éo da soma de quadrados total:

SQT = Z Z Z 7 — —= = SQF + SQLinhas + SQcotunas + SQR
i=1 j=1 k=1
SQF _ 1 i Y2 Y2
- a i=1 " n

1 a
SQLinhas = 5 Z Yf -
j=1

1g y?
SQCqunas = 5 Z sz - T

SQR = SQT - SQF - SQLinhas - SQCqunas

Prof. Caio Azevedo




Somas de quadrados

m (cont.) em que:

a a a
E E E Yiiks
i—1 j=1 k=1

a a
25:25: Yiik

j=1 k=1

a a
ZEIEE: Yijk

i=1 k=1

2D ik

i=1 j=1




Tabela de analise de variancia

FV SQ GL QM Estatistica F pvalor

Fator SQF a-1 QMF = 29 F= g min(F(f|Ho),
S(fIHo))

Linhas SQLinhas a-1 QMLinhas = s?;'%i’)as Flinhas = % min(F (fLinhas|Ho),
S(fLinhas|Ho))

Colunas SQcolunas a-1 QM colunas = 533&)7#)35 Fecolunas = % min(F(fCo/unas‘HOJ
5( fColunas I HO))

Residuo SQR (a-2)(a-1) QMR = [(kg;?ﬁ

Total SQT a?—1

FV: fonte de variacdo, SQ: soma de quadrados, Gl: graus de liberdade, QM:

quadrado médio. F(x|Ho), S(x|Ho) fda e fds no ponto x sob H,

respectivamente. Pode-se ou ndo avaliar as magnitudes de Fiinhas € Fcotunas-

Espera-se que os efeitos desses fatores sejam significativos.
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Esperancas dos Quadrados Médios

m Pesquisar/calcular as férmulas.

m Pesquisa como fica o célculo do poder do teste.
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Andlise descritiva: por tratamento

Tratamento média DP  Var CV(%) Minimo Méximo

6,25 050 0,25 8,00 6,00 7,00

B 7,00 0,00 0,00 0,00 7,00 7,00
C 6,25 096 0,92 15,32 5,00 7,00
D 6,75 050 0,25 741 6,00 7,00
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Anidlise descritiva: por julgador

Julgador média DP  Var CV(%) Minimo Maximo

1 6,25 096 0,92 1532 5,00 7,00
2 6,75 050 025 741 6,00 7,00
3 6,75 050 0,25 741 6,00 7,00
4 6,50 058 0,33 8,88 6,00 7,00
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Andlise descritiva: por ordem

Ordem média DP  Var CV(%) Miimo Maximo
1 6,75 050 025 741 6,00 7,00
2 6,75 050 025 741 6,00 7,00
3 6,00 082 0,67 1361 5,00 7,00
4 6,75 050 025 741 6,00 7,00
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Grafico de perfis (médios): por tratamento
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Grafico de perfis (médios): por julgador
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Gréfico de perfis (médios): por ordem
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Comentarios

m Aparentemente, ndo ha efeito (ou hd um efeito muito médico) de

tratamento, julgador e ordem.
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Voltando ao exemplo: modelo (casela de referéncia)

Yijk = p+ ai + 75 + Ak + Eiji
(Fator),i =1,2,3,4(A, B, C, D); (Julgador),j = 1,2,3,4; (Ordem), k =
1,2,3,4
m Erros &k i N(0,02), p, ai, i, Ak, Vi, j, k ndo aleatérios.
m Restricbes : oy =71 = A1 =0.
m Neste caso temos um experimento balanceado (o niimero de

unidades experimentais por cada combinacdo tratamento X linha x

coluna é o mesmo.
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Voltando ao exemplo: modelo (casela de referéncia)

m Tem-se um total de n =4 x 4 = 16 observagdes (linhas x colunas).

m Note que, somente para algumas combinacdes i, j, k, teremos

observacgdes. Por exemplo, i=1, j=1, k=2.
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Andlise de residuos (modelo inicial)
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QQ plot para os residuos (modelo inicial)
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Cmentarios

m O modelo n3o se ajustou bem aos dados. Ha indicios de ndo

normalidade.

m Como a resposta é um niimero entre 0 e 7, a distribuicio binomial

poderia ser uma alternativa interessante.

Prof. Caio Azevedo



Tabela ANOVA

FV SQ df QM  Estatistica F  p-valor
Tratamento 3 169 056 1,80 0,2473
Julgador (linhas) 3 0,69 0,23 0,73 0,5690
Ordem (coluna) 3 169 0,56 1,80 0,2473
Residuo 6 1,88 0,31

Total 15 594

Auséncia de efeitos de julgador e ordem, e de efeito de tratamento.
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Estimativas dos parametros do modelo

Pardmetro  Estimativa EP 1C(95%) Estat. t  pvalor
i 6,12 0,44  [526; 6,99] 13,86  <0,0001
a2 0,75 0,40 [-0,02;1,52] 1,90 0,1066
a3 -0,00 0,40 [-0,77 ; 0,77] -0,00  >0,9999
a 0,50 040 [027;127] 126  0,2528
T2 0,50 0,40 [-0,27;1,27] 1,26 0,2528
T 0,50 040 [027;1,27] 126  0,2528
T4 0,25 0,40 [-0,52;1,02] 0,63 0,5504
A2 0,00 0,40 [-0,77; 0,77] 0,00 >0,9999
A3 -0,75 0,40 [-1,52;0,02] -1,90 0,1066

A3 -0,00 0,40 [-0,77;0,77] -0,00 >0,9999
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Modelo reduzido (casela de referéncia)

Vi = 1+ &ijk
(Fator),i =1,2,3,4; (Julgador),j = 1,2,3,4; (Ordem), k = 1,2, 3,4
m Erros &k i N(0,02), p, ai, 7}, Ak, Vi, j, k ndo aleatdrios.
m Tem-se, literalmente, um modelo sem a presenca de nenhum fator.

m A rigor, pode-se simplesmente utilizar a inferéncia usual para a

média de uma distribuicdo normal (veja aqui)
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Estimativas final da média comum a todas as observacoes

Grupo Estimativa EP 1C(95%)

Tratamentos (A,B,C,D) 6,56 0,16 [6,23; 6,90]
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Exemplo 10: propulsor de foguetes

m Um pesquisador estd interessado em estudar os efeitos de diferentes
formulacdes de propulsores de foguetes usados em sistema de fuga
da tripulagdo (assento ejetor, p.e.) em termos “velocidade de
queima” (provavelmente o qudo rapido o sistema ejeta os
tripulantes).

m Cada formulagdo é misturada a partir de um lote de matéria prima
que ¢é suficiente apenas para testar 5 formulacdes.

m Além disso, as formulagdes sdo preparadas por diferentes operadores.

m Pode haver variabilidade tanto entre operadores quanto por¢des da

matéria prima.
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Exemplo 10: Propulsor de foguetes (cont.)

Porcao de Matéria Prima Operador
1 2 3 4 5
1 A(24) B(20) C(19) D (24) E (24)
2 B(17) C(24) D(30) E(@27) A(36)
3 C(18) D(38) E(26) A(27) B(21)
4 D(26) E(31) A(26) B(23) C(22)
5 E(22) A(30) B(20) C (20 D (31)
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Andlise descritiva: por tratamento

Tratamento média DP  Var  CV(%) Minimo Maéximo
28,60 4,67 21,80 16,33 24,00 36,00
2020 2,17 4,70 10,73 17,00 23,00
22,40 4,39 19,30 19,61 18,00 29,00
29,80 5,40 29,20 18,13 24,00 38,00
26,00 3,39 11,50 13,04 22,00 31,00

m O 0O
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Andlise descritiva: por porcao de matéria prima

Matéria-prima  média DP  Var  CV(%) Minimo Maximo
1 22,20 2,49 6,20 11,22 19,00 24,00
2 26,80 7,05 49,70 26,31 17,00 36,00
3 26,00 7,65 5850 29,42 18,00 38,00
4
5

2560 351 12,30 13,70 22,00 31,00
26,40 5,03 25,30 19,05 20,00 31,00
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Andlise descritiva: por operador

Operador média DP  Var  CV(%) Minimo Maximo
1 21,40 3,85 14,80 17,98 17,00 26,00
2 28,60 6,91 47,80 24,17 20,00 38,00
3 2420 4,60 21,20 19,03 19,00 30,00
4
5

26,00 245 6,00 9,42 23,00 29,00
26,80 646 41,70 24,10 21,00 36,00
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Grafico de perfis (médios): por tratamento
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Grafico de perfis (médios): por por¢do de matéria-prima
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Grafico de perfis (médios): por operador
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Modelo (casela de referéncia)

Yik = o+ i + 7+ A + ik
(Fator),i =1,2,3,4,5(A, B, C, D, E); (Por¢do de matéria prima),j =
1,2,3,4,5; (Operador), k =1,2,3,4,5
m Erros &k i N(0,02), p, i, 7, Ak, Vi, j, k ndo aleatdrios.
m Restricbes : oy =71 = A1 =0.
m Neste caso temos um experimento balanceado (o niimero de

unidades experimentais por cada combinacdo tratamento X linha x

coluna é o mesmo.
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Modelo (casela de referéncia)

m Tem-se um total de n =5 x 5 = 25 observagdes (linhas x colunas).

m Note que, somente para algumas combinacdes i, j, k, teremos

observacdes. Por exemplo, i=1,j=1k=1.
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Analise
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Analise de residuos
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Comentarios

m Parece que as suposicdoes do modelo n3o s3o vélidas para o conjunto
de dados em questdo (embora o ajuste tenha melhorado em relacdo
a situagdo anterior).

m Auséncia de homocedasticiade e normalidade.

m Uma alternativa: modelos de regressao com distribuicao
assimétrica/caudas pesadas para a varidvel resposta, que permita

variancias diferentes: normal e t assimétricas.

m Vamos continuar com o atual modelo por questdes pedagdgicas.
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Tabela ANOVA

FV SQ df QM  Estatistica F  p-valor
Tratamento 330,00 4 82,50 7,73 0,0025
Matéria-prima (linha) 68,00 4 17,00 1,59 0,2391
Operador (coluna) 150,00 4 37,50 3,52 0,0404
Residuo 128,00 12 10,67

Tota 676,00 24

Auséncia de efeito de matéria-prima. Existéncia de efeitos de operador e
tratamento. Interesse principal: investigar as diferencas entre as médias

dos tratamentos (o = 0, 05).
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Estimativas dos parametros do modelo

Pardmetro  Estimativa EP 1C(95%) Estat. t  pvalor
I 21,40 2,36 [16,78 ; 26,02 ] 9,09 <0,0001
@ -840 2,07 [1245;-435] -407 00016
as -6,20 2,07 [-10,25; -2,15] -3,00 0,0110
s 120 2,07 [285;525] 058  0,5720
as 260 207 [665;145] -126 02321
T 4,60 2,07 [0,55 ; 8,65] 2,23 0,0459
T3 3,80 2,07 [-0,25 ; 7,85] 1,84 0,0907
T4 3,40 2,07 [-0,65 ; 7,45] 1,65 0,1257
Ts 4,20 2,07 [0,15; 8,25 ] 2,03 0,0647
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Estimativas dos parametros do modelo (cont.)

Pardmetro  Estimativa EP 1C(95%) Estat. t  pvalor
A2 7,20 2,07 [3,15; 11,25] 3,49 0,0045
A3 2,80 2,07 [-1,25; 6,85] 1,36 0,2002
A4 4,60 2,07 [0,55 ; 8,65] 2,23 0,0459

As 5,40 2,07 [1,35;9,45] 2,61 0,0226
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Comentarios

m Uma possivel abordagem seria ajustar um modelo considerando
apenas os tratamentos e os operadores.

m Note que, a rigor, tal modelo corresponderia a um planejamento em
blocos completos casualizados com 5 observagdes (tratamento x
bloco). Neste caso, bloco = operador.

m Voltar ao pesquisador e conversar com ele a respeito.

m Exercicio: ajustar dois modelos (considerando operador como bloco):
um sem interagdo tratamento x bloco outro com interac3o.

m Lembre-se: o objetivo continua o mesmo, comparar as médias dos

tratamentos.
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Médias de cada tratamento

m De modo semelhante ao planejamento em blocos, temos que a

média de cada tratamento é dada por

- 1 a a B B
N;..:?z;;ﬂijk:ﬂ-Fai-FT-F)\a
j= =

1S~ 1
em que 7 = — JEZI Tj ; ,;,1 K

m Hipdteses de interesse: Hg : pj. = pir. vs Hy = pi % pir. NI < i’
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Médias de cada tratamento

m Vamos comparar duas abordagens, primeiramente, fazendo todas as
comparacdes dois a dois e, caso necessario, fazendo comparagoes

adicionais.

m Na segunda tentaremos testar o menor niimero necessério de

hipéteses.

Prof. Caio Azevedo




Comparacao entre as médias dos tratamentos

m Hipdteses:

m (1) Ho:y. =T VS iy # iy,
® (2): Ho:hy =T Vs Ty # i3
m (3): Ho:fy, =T vs iy, 7 Ha.
m (4): Ho: iy =Ts. vs iy # [is.,
m (5): Ho: Ty =T, VS [hp # [is.,
m (6): Ho: Tty =Ty VS [hy. # [ha.
m (7): Ho: Ty =Ts.. Vs iy # [is.,
m (8): Ho: iz, =Ty, Vs Tis. 7 i
= (9): Ho: s, =Ts. Vs [is. # [is..

m (10): Ho : Jiy. = Fis.. VS Ty 7 Tis.,
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Vetores C

m Lembrando que:
ﬂlz[,u y a3 4 Qs T2 T3 T4 Ts A2 A3 A As}

m Temos que

=(1:€=[0 10000000000 0]
=(2Cc=[0 01000000000 0)]
=(3C=/000100000000 0]
=4 Cc=[0 00010000000 0]
=(5:C=/01 1000000000 0]
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Vetores C

=(6:C=[0 10 -10000000O0 O]
=[o100 10000000 0]
001 -100000000 0]
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Resultados

m Vamos utilizar o* = /10 = 0,05/10 = 0, 005

m Hipdteses :

Prof. Caio Azevedo

; f = 16,54; pvalor = 0,0016 (*).
; f =9,01; pvalor = 0,0011 (*).
; £ = 0,34; pvalor = 0,5720.

; f = 1,58; pvalor = 0,2321.

; f = 1,13; pvalor = 0,3078.




Resultados

m (cont.) Hipdteses :

m (6): (BD) ; f = 21,60; pvalor = 0,0006 (*).
w (7): (BE) ; f = 7,88; pvalor = 0,0158.
m (8): (CD) ; f = 12,83; pvalor = 0,0038 (*).
= (9): (CE) ; f = 3,04; pvalor = 0,1069.

m (10): (DE) ; f = 3,38; pvalor = 0,0907.
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Comentarios

m Os resultados indicam a possivel existéncia de dois grupos de médias
(A,D,E) e (B,Q).
m Vamos testar a seguinte hipdtese:

+ M4, T Hs.. _ Po.t 3.
3 2 '

(11) : Ho : H2-

m A hipdtese acima corresponde a testar

(11) : Hp : 3a2 + 3a3z — 2a4 — 2a5 = 0.
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Comentarios

m Neste caso,

C=/033 -2 -2000000T0T0

m Resultados: f = 26,27; pvalor = 0,0003.
m Estimar as médias comuns ou ajustar um modelo reduzido.

m Exercicio: ajustar o modelo reduzido.
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Comentarios

m A segunda abordagem consiste em comecar testando as hipdteses
(11).

m Como nds a rejeitamos, um passo seguinte consiste em testar:

(12): Ho : .. = Tis. = Tis..

(13): Ho : 1, =3
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Comentarios

m Que equivalem a testar

(12) : Ho:oa=0a5=0
(13); Ho:ar =03

m As matrizes C s3o, respectivamente, dadas por:

0001O0O0O0OO0OO0OTO0OTO OO OO
000O0O1O0O0OO0OO0OTO0ODTOT OO

(12): €

(13): €=[0 1 -1 000000000 0]
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Comentarios

m Resultados
m (12): f = 1,77; p-valor = 0,2122.
m (13): f = 1,13; p-valor = 0,3078.

m Os quais levam a mesma conclusdo anterior.
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Estimativas finais das médias

Grupo Estimativa EP 1C(95%)

Grupo 1 (AD,E) 28,13 0,84 [26,30; 29,97]
Grupo 2 (B,C) 21,30 1,03 [19,04; 23,55]
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Grafico de perfis médios ajustados via modelo reduzido
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médios ajustados e observados via modelo reduzido
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Comentarios

m A predicdo das médias foi bastante razoavel, sob o modelo reduzido.
m Pesquisar sobre experimentos em quadrados latinos com replicagao.
m Pesquisar sobre experimentos em quadrados greco-latinos.

m Capitulo 4 do livro do Montgomery (2022).
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