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Exemplo 1: Teste de esforco cardiopulmonar

m Considere o estudo sobre teste de esforco cardiopulmonar em
pacientes com insufiéncia cardiaca realizado no InCor da Faculdade
de Medicina da USP pela Dra. Ana Fonseca Braga.

m Um dos objetivos do estudo é comparar os grupos formados pelas
diferentes etiologias cardiacas quanto as respostas respiratdrias e
metabdlicas obtidas do teste de esforgco cardiopulmonar.

m Outro objetivo do estudo é saber se alguma das caracteristicas
observadas (ou combinacio delas) pode ser utilizada como fator
prognéstico de ébito.

m Os dados podem ser encontrados em

http://www.ime.usp.br/~jmsinger/doku.php?id=start.
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m Etiologias : CH: chagasicos, ID: idiopaticos, IS: isquémicos, C:
controle.

m Considere que o objetivo é explicar a variagdo do consumo de
oxigénio no limiar anaerdbio (m//(kg.min)) em fungdo da carga
utilizada na esteira ergométrica para pacientes com diferentes
etiologias (causas) de insuficiéncia cardfaca.

m A grosso modo o Limiar Anaerdbio é um ponto (limite), de divisdo
entre metabolismo essencialmente aerébio e metabolismo
essencialmente anaerdbio.

m Aerébio (com a utilizacdo de oxigénio) ; anaerdbio (sem a utilizacdo
de oxigénio).

m Como responder a pergunta de interesse (ignorando as etiologias

cardiacas, num primeiro momento)?.
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ID Etiologia Carga VO2
1 CH 41 10,0
2 CH 56 11,5
3 ID 8 7,0
4 ID 53 8,9
7 ID 0 6,5
123 64 14,1
124 70 12,4
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Consumo de oxigénio em fungdo da carga
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m Existe uma relagdo entre as duas varidveis?
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m Existe uma relagdo entre as duas varidveis?

m De que tipo?
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m Existe uma relagdo entre as duas varidveis?
m De que tipo?

m O fato de que quanto maior o valor da carga maior, maior o valor do

consumo de oxigénio, implica numa relagdo de causa e efeito?
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m Existe uma relagdo entre as duas varidveis?

m De que tipo?

m O fato de que quanto maior o valor da carga maior, maior o valor do
consumo de oxigénio, implica numa relagdo de causa e efeito?

m H3 outros fatores biol6gicos (hereditariedade, outras doengas),
comportamentais (dieta, pratica de exercicios, remédios) e
ambientais (polui¢do, clima), que, verdadeiramente, ditariam os

valores dessas duas varidveis para cada individuo?
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m Existe uma relagdo entre as duas varidveis?
m De que tipo?
m O fato de que quanto maior o valor da carga maior, maior o valor do

consumo de oxigénio, implica numa relagdo de causa e efeito?

m H3 outros fatores biol6gicos (hereditariedade, outras doengas),
comportamentais (dieta, pratica de exercicios, remédios) e
ambientais (polui¢do, clima), que, verdadeiramente, ditariam os

valores dessas duas varidveis para cada individuo?

m O que significa dizer: para um dado valor da carga, o
comportamento do consumo de oxigénio é aleatdrio e que pode ser
modelado “apropriadamente” por uma estrutura probabilistica

(paramétrica)?
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Consumo de oxigénio em funcéo da carga
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m E importante levar em consideracdo as diferentes etiologias?
m Se sim, como considera-las na andlise?

m Ha interesse em comparar a influéncia da carga no consumo de

oxigénio entre as diferentes etiologias cardiacas ?
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Exemplo 2: Estudo da eficdcia de escovas de dentes

m Considere o seguinte estudo na drea de Odontopediatria.

m O objetivo é comparar duas escovas de dente (convencional e
experimental, chamada de “hugger”") com respeito a reducio de um
indice de placa bacteriana (IPB) em criancas de ambos os sexos em
idade pré-escolar.

m Os valores obtidos correspondem aos IPB’s medidos em alguns
dentes antes e depois da escovacdo dental de 14 criancas do sexo
feminino e 12 do sexo masculino. Cada crianca utilizou cada um dos
tipos de escova sendo sempre a experimental, a primeira. O tipo de
escova tende a ser melhor quanto maior for sua “capacidade de

remoc3o”’ da placa bacteriana.
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Tipo de escova

Hugger Convencional

Crianca Sexo Antes Depois Antes Depois

1 F 2,18 0,43 1,2 0,75
2 F 2,05 0,08 1,43 0,55
25 M 1,3 0,05 2,73 0,85
26 M 2,65 0,25 3,43 0,88
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Exemplo 2: Estudo da eficdcia de escovas de dentes

Como utilizar os IPB’s antes e depois ?

m Deve-se considerar a varidvel sexo?

O fato de sempre se utilizar o tipo de escova experimental

primeiramente pode ter influenciado os resultados?

Medidas repetidas: cada crianca é avaliada duas vezes. Possivel

existéncia de dependéncia entre as observac¢des.
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Escova - Hugger
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Exemplo 3: efeito do fésforo na producao de milho

m Tem-se o interesse em se saber se a quantidade (kg/ha) de fésforo
existente (administrada) no solo afeta a producdo de milho (de uma
certa variedade) kg/parcela.

m Fator: quantidade de fésforo, k = 5 nives (0,25,50,75,100),
ni=4,i =1,2 3 4 repeticdes por tratamento (quantidade de
fésforo administrada).

m Procedimento: 20 por¢des de terras, chamadas de parcelas, (em
condicdes semelhantes) foram consideradas e cada uma delas
recebeu uma determinada quantidade de fésforo, de modo aleatério

(completamente casualizado).
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Produg&o de milho (kg/parcela) em fungéo da quantidade de fésforo (kg/ha)

producédo de milho (kg/parcela)
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Exemplo 3: efeito do fésforo na producao de milho

m Aparentemente, hd uma “tendéncia crescente” na producio de

milho em fun¢do da quantidade de fésforo (até certo valor).

m Contudo, provavelmente, depois de uma certa quantidade de fésforo,

a producido tenderd a diminuir.

m Isso deve ser levado em consideracdo.
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Modelagem

m Para todos os exemplos, podemos considerar algum tipo de
modelagem estatistica para responder as perguntas de interesse.

m Em nosso curso, consideraremos modelos lineares, em geral, normais
e homocedasticos (variabilidade constante).

m A escolha de um modelo deve ser pautada: nos objetivos do
experimento, nas caracteristicas dos dados, em experiéncias

anteriores e na analise descritiva.
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m Tais modelos (de regressdo, de planejamento ou de andlise de

covariancia) podem ser decompostos em uma parte sistemética e

uma parte aleatdria.

m Todos eles podem ser acomodados em uma estrutura geral que

estudaremos ao longo do semestre.

m Vamos discutir uma possibilidade para cada situagao.
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Exemplo 1: desconsiderando as etiologias cardiacas

Yi=0o+ fixi +&,i=1,...,124
m & - N(0, o2).
m (o, B1,02)" : pardmetros desconhecidos.
m X;: carga a que o paciente i foi submetido (conhecida e ndo
aleatéria).
m Parte sistemdtica: £(Y;) = Bo + Pf1x;.
m Parte aleatéria: &;.
m O modelo acima implica que Y; g N(Bo + Bix;,02), Y; : valor do

consumo de oxigénio do paciente /.
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m [ : é o incremento (positivo ou negativo) esperado no consumo de

oxigénio para o aumento de uma unidade na carga imposta.
m Se for possivel observar x; = 0, carga igual a 0, temos que:

m (3 : valor esperado do consumo de oxigénio para pacientes

submetidos a uma carga igual a 0.

m Caso contrario, podemos considerar o seguinte modelo:

_ . _ 1<
)/i :50+ﬁ1(X,'—X)+£,',I = 17"'7124aX: m;xﬂ

m Neste caso, By € o valor esperado do consumo de oxigénio para

pacientes submetidos a uma carga igual 3 média amostral.
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Exemplo 2: desconsiderando o sexo

Yii = Boi+ Bii(xij—X)+&;j, i = 1,2(tipo de escova); j = 1, ..., 26(crianca),

2 26

X = %sz,jzljs

i=1 j=1
i.i.d. 2
| §,J ~ N(O,(T )

(Bo1, Boz; P11, P12, 02)" : pardmetros desconhecidos.

m x;i: IPB pré-escovagdo da crianga j utilizando a escova do tipo i.
m Parte sistemética: E(Yj) = Boi + Siixij.

m Parte aleatdria: §j.

i

= O modelo acima implica que Yj; g N(Boi + Bri(xj — X),02),

Y :(IPB pds - escovagdo) da crianga j utilizando a escova do tipo i.
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m (1; : é o incremento (positivo ou negativo) esperado no IPB
pds-escovagdo para o aumento em uma unidade no IPB

pré-escovacio quando se utiliza a escova i.

m [o; é o valor esperado no IPB pds-escovacdo para criangas com IPB

pré-escovac¢ado igual a X quando se utiliza a escova i.
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Exemplo 3

Yi = Bo + Bixi + Boxf + &0 = 1,2,...,20
Ild

m& N

(Bot, Boz, P11, P12, 0%) : pardmetros desconhecidos.

N(0,02).

m x; : quantidade de fésforo ministrada a i-ésima parcela.

m Parte sistematica: £(Y;) = Boi + Bixi + Bax?.

m Parte aleatéria: &;.

m O modelo acima implica que Y; £ N(Bo + Bixi + Pax?,02), Y;: é

producao de milho da i-ésima parcela.
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m [3p : valor esperado (média) da produgdo de milho quando a

quantidade de fésforo aplicada é igual a 0.

m A interpretacdo isolada dos pardmetros (31 e 3, é complicada mas,

M1

podemos dizer que 55,

é o maximo do valor esperado da produgio

de milho.
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Notacdao matricial para o MNL

Y—X3+¢
Y1 X111 .- Xip B &
v_ Y X = X1 .. Xop B B2 = &
Y, Xpl - Xpp Bp &n

m Suposicio: &€ ~ N,(0,0°1,) (vetor de erros).

m O indice n da varidvel resposta é geral e pode representar

combinag¢des de indices.
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Continuacao

m X é a matriz de plajenamento (ou delineamento) que define a parte

sistemdatica do modelo (conhecida e n3o aleatdria).
m Y é o vetor associado a varidvel resposta. Assim, temos que
Y ~ Nn(xﬂ702|n)
m Depois dos dados coletados teremos um conjunto y = (yi, ..., y,)' de

observacdes.
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Exemplo 1

Yl 1 X1 § 1
Y2 1 x Bo &
. . 5, .

Y124 1 x4 124
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Exemplo 2
Y 1 (xu—-%X) O 0
v — Yi(26) X = 1 (xe)—X%) O 0 7
Y1 0 0 1 (X21 — ?)
L Yo(26) ] | 0 0 1 (X(26) — X) ]
&n
Bo1
B 126
B= =
Boz &1
| P2
| &2026) |
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Exemplo 3

Yl ]. X1 X12 §1
Y, 1 x x3 o &
Y = X=| B=| B |.€=
) B2
Yoo 1 X0 X5 &20
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Estimacao dos parametros

m Estimador usual para B: minimos quadrados ordinarios (MQO).

m Objetivo: obter 3 que minimiza Q(8) = (Y — XB)' (Y — X3). Em
geral, B € RP. Assim, para efetuar a minimiza¢do, podemos resolver
o sistema de equac¢des definido por %}BB) (chamada de equagdes

normais).

m Logo, temos que resolver o seguinte sistema:

9Q(B)

9B ‘B—B

Prof. Caio Azevedo
Introducdo aos modelos de regressdo normais lineares



m Por outro lado, temos que:

aQ(ﬁ) _ 0 v / I/ _ / /
S5 = 9y - 2YXB+FXXB) = XY +2X'X5
L QB gL, oxiysoxxB=0 ()
9B lo-p
— B=(XX)7'XY

desde que X'X seja inversivel. Como n >>> p, tal inversibilidade

ocorrerad se, o somente se, a matriz X tiver posto coluna completo.

m Isto, por sua vez, ocorre quando o modelo estd identificado (ndo
estd superparametrizado) e/ou quando n3o ha covaridveis que sejam

combina¢des lineares de outras.
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m O sistema de equa¢des definido por (1) é consistente, ou seja,

apresenta pelo menos uma solugao.
m A justificativa ndo formal para isso é relativamente simples:

m Se X'X for inversivel (rank(X) = p), a solugdo tnica.

m Se X'X for no inversivel (rank(X) < p), podemos considerar alguma
inversa generalizada de X’X. Neste caso, o sistema pode apresentar
infinitas solucdes e as funcdes estimdveis passam a ter uma
importancia maior do que os parametros isoladamente.

= No dltimo caso, uma solug3o é dada por 8 = (X'X)” X'Y.

m Em geral, vamos trabalhar com modelos em que a solugdo ¢ Unica.
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Propriedades do Estimador de MQO (exercicio)

= Uma vez que B = (X'X) " X'Y, Y ~ N,(XB,02l,) e pelas
propriedades associados a vetores aleatérios e a distribuicio normal

multivariada, temos que:

m £(B) = (X'X) I XE(Y) = (X'X) ' X'XB = 8. (ndo viciado).

= Cov(B) = (X'X) 1 X' Cov(Y)X (X'X) ! = o2 (X'X) "

B B~ Ny(B,0 (X'X)™") (normalidade).

u BJ ~ No(B;, 7%4;), ¥; é o j-ésimo elemento da diagonal principal da
matriz X'X L.

m Observacdo: sob a suposicdo de normalidade, o estimador de MQO

coincide com o estimador de MV (mdxima verossimilhanga).
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Estimador de o2

m Sob normalidade, o estimador de méxima verosimilhanca de o2 é

dado por

=2 (33) (v 30)
o qual é viciado.

m Na prética considera-se o seguinte estimador:

1 ~\/ ~
52 — —(YfXﬁ) (YfXﬁ)
n—p

m O qual é n3o-viciado. Além disso, pode-se provar que BJ.&z e

% ~ X( _p) (exercicio).
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