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Introducao e motivacao

m Considere que desejamos estimar a proporcio de eleitores que
votardo no candidato A nas préximas eleicOes para governador do
estado de S3o Paulo.

m Assuma que existam dois candidatos A e B e que cada eleitor votara
apenas em um ou no outro (ndo é possivel votos nulos, brancos etc).

m Para alcancar tal objetivo, entrevista-se eleitores (selecionados a
partir de algum plano amostral) e a partir das respostas calcula-se
estimativas pontuais e intervalares.

m Uma possibilidade: utilizar estimadores de méxima verossimilhanca
sob o modelo Bernoulli(§) (considerando um plano amostral AAS,

sob certas condi¢des).
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https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/Material_Amostragem_ME430_2S_2022.htm

Contexto estatistico

m Deseja-mos estimar § € © = [0,1], © (espago paramétrico).

m Dentro do contexto proposto (amostragem aleatdria simples, sem
reposicdo) e sob a inferéncia frequentista, considera-se X, ..., Xj
uma amostra aleatdria de X ~ Bernoulli(#), ou seja
X; "R Bernoulli(6).

m Verossimilhanca (x = £ Y7 | x;)

HP i = x;|0)

Hex;(l _ 0)17)('.]1{0,1}()0) _ 0"}(1 _ Q)n(lfi)
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https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/Material_MI402_2S_2022

Contexto estatistico

m Logverossimilhanca

I(6) =InL(6) = nxInf+n(1—x)In(1—06)

m Os estimadores de mdxima verossimilhanca sdo obtidos
maximizando-se a verossimilhanca, ou, de modo equivalente (e mais

simples) a log-verossimilhanca.
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Exemplo de logverossimilhanga: n = 30 e x = 0, 20
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Estimador de maxima verossimilhanca

m Funcg3o (vetor) escore

o21(0 nx n(l-—%
HO =55 =5~ limap

m Informac3o de Fisher

10) = —E(H()) = 5 +




Estimador de maxima verossimilhanca

m Estimador de maxima verossimilhanca (exercicio: provar que é ponto

de méximo)

5(0):0—>§:Y:% Xi
i=1
m Notacgdo :
m0=X~= L3°7  Xi (estimador). V(é\) = 9(17,7_0)
m0=%~— 157 xi (estimativa). V() =o.

= Temos que f € © = [0,1] e 5(5) =4.

m Note que V(g) = 1=
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Distribuicdes exata/aproximada de 6

m Qual a distribuicdo exata do estimador de MV? Sabemos que
S =37, X; ~ Binomial(n,#). Mas qual a distribuicio exata de
G- 27
n
m Distribuicdo assintética do estimador de MV. Para n suficientemente

grande:

0~ N,1(6)7),

_ 0—0
em que /()71 = w. Ou v/n <A> SN N(0,1).
\/é n— o0
m A partir de que valor podemos considerar n suficientemente grande?
Ou seja, a partir de que valor de n a aproximac3o acima pode ser

considerada satisfatdria?
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Intervalo de confianca para 6

m Como desconhecemos a distribuicdo exata do EMV (estimador de
méxima verossimilhan¢a), uma alternativa é recorrer a distribuigdo
assintdtica de 6 para construir intervalos de confianca e testar

hipéteses.

m Intervalos de confianca:

m IC(6;7): {g—zﬂ 9(175);5—1—2174 @] (aleatério).
2 2

m I1C(0;~): {g—zlj @;5—1—21;7 M] (numérico).
2 2

" P(Z2215)= 52,7 ~ N(0,1).

Prof. Caio Azevedo



Voltando ao exemplo

m Suponha que numa amostra especifica de tamanho n = 30

obtivemos X = 0,05 e fixamos v = 0,95. Neste caso

1C(6;0,95) = [-0,03;0,13]
m Como contornar o problema acima?

m Truncar o intervalo de confianca a esquerda do zero, ou seja
1C(6;0,95) =[0,00;0,13]

m Como interpretar os intervalos (aleatério e numérico) de confianga?
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Mais sobre a verossimilhanca

m Suponha que, para um dado n, X =0 ou X = 1.
m Respectivamente, temos que /(6) = nin(1 — 0) e /(6) = nIn(0).

m Quem seria o emv, em cada um desses casos?

m Entretanto, por convencdo, adota-se, respectivamente, 0=0=0ce
6=0=1.
m Contudo, n3o quer dizer que, de fato, a propor¢do de eleitores seja 0

e 1, respectivamente!
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logverossimilhancas para X € {0,1}
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Testes de hipdtese

m Suponha que queiramos testar: Hy : 0 = 0 vs Hy : 0 > 69, 0

conhecido.
6 — 0,

6o(1—60)
n

m Sob Hy, Z =~ N(0,1), para n suficientemente grande.

m Estatistica do teste: Z =

9 — 6,

[60(1—60) '
n

P(Z > zqyiticolHo) = « e a é o nivel de significancia do teste.

m Procedimento, rejeita-se Hy se z. > z

critico €M que Zc =

p-valor (nivel descritivo): P(Z > z.|Hp). Rejeita-se Hy se

p — valor < a.
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Testes de hipdtese

m Poder do teste 1)(0) = P(Rejeitar Ho|H1) = P(Z > z.,fticolf > fo)-

m Note que, sob H;, Z=~ N <9_9° 1>, para n suficientemente

[09(1—6g) ’

grande.
m Assim,
0_00 9—90
9 = P Z _—_— > e I 9 > 9
(o) \/@ = Zeritico \/@ o
n n
zx e
= P(Z" >z > to)
em que Z* ~ N(0,1) e z* = z_ ftico — b
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Voltando ao exemplo

Suponha que no conjunto de hipdteses anterior, fixemos 6y = 0, 05.
m Para uma amostra n = 30, obtivemos X = 0, 10.

m Neste caso, o poder estimado é ¢(6) = ¥ (Xx) = 0, 3489.

m Mesmo com um teste com boas propriedades (UMP), o poder

associado pode ser baixo.
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Resumindo (limita¢des da abordagem frequentista no

exemplo)

m Dependéncia de resultados assintéticos (tamanho da amostra

suficientemente grande).

m Intervalos de confianga parcialmente fora do espaco paramétrico.

Interpreta¢do do IC numérico n3o € intuitiva (baseada na

possibilidade de repeticdo do processo de inferéncia).
m Mesmo testes com boas propriedades podem apresentar baixo poder.

m Dificuldade de se implementar inferéncia fequentista em modelos

complexos.
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Outro ponto de interesse

m Quase sempre, antes de se realizar experimentos, levantamento de
dados (pesquisa eleitoral), ou algum tipo de estudo, o pesquisador
interessado possui alguma idéia a respeito do resultado esperado

(conhecimento prévio).

m Na andlise estatistica de dados, isso, em geral, se traduz em termos
do possivel valor “verdadeiro” do parametro.

m Na inferéncia estatistica frequentista (paramétrica), essencialmente,
a unica ligacdo entre os dados e o pardmetro é a verossimilhanga.

m Em geral, o conhecimento prévio é incorporado apenas de modo

parcial, através de verossimilhanca, ou n3o o é.
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Questao

m Questdo: como incorporar de modo pleno e/ou para além da

verossimilhanca, algum conhecimento prévio existente?

m Uma solucdo: atribuir (3 priori, ou seja, antes do experimento ser

realizado) probabilidades a cada valor do espaco paramétrico.

m Voltando ao exemplo: é mais provavel que o candidato A ganhe ou

perca a eleicdo?

Prof. Caio Azevedo



Observacoes

m Na abordagem frequentista, os problemas citados podem ser total

ou parcialmente tratados:

m Aproximag¢des assintéticas: podem ser melhoradas através de
métodos de correcdes assintéticas e/ou podemos trabalhar com
aproximagdes empiricas (jacknife, bootstrap).

m Incorporagdo de informag¢des (a priori): por exemplo, trabalhar com
log-verossimilhancas penalizadas.

m Resultados numéricos que n3o pertencam ao espagco paramétrico:
trabalhar com aproximacdes empiricas (jacknife, bootstrap) ou

inferéncia restrita.
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https://www.amazon.com.br/Asymptotics-Statistics-Concepts-Springer-English-ebook/dp/B000PY3OG8/ref=sr_1_2?__mk_pt_BR=%C3%85M%C3%85%C5%BD%C3%95%C3%91&crid=W8AKVN9US3QM&keywords=asymptotics+in+statistics&qid=1677441973&sprefix=asymptotics+in+statistics%2Caps%2C184&sr=8-2
https://www.amazon.com.br/Bootstrap-Methods-Applications-Gerhard-Dikta/dp/303073479X/ref=sr_1_9?__mk_pt_BR=%C3%85M%C3%85%C5%BD%C3%95%C3%91&crid=3NGAKSE0L2R9E&keywords=bootstrap&qid=1677442571&sprefix=bootstrap%2Caps%2C246&sr=8-9&ufe=app_do%3Aamzn1.fos.25548f35-0de7-44b3-b28e-0f56f3f96147
https://www.amazon.com.br/Maximum-Penalized-Likelihood-Estimation-Regression-ebook/dp/B00FB28GLM/ref=sr_1_2?__mk_pt_BR=%C3%85M%C3%85%C5%BD%C3%95%C3%91&crid=BJ50R89IM8S6&keywords=penalized+likelihood&qid=1677442682&sprefix=penalized+likelihoo%2Caps%2C207&sr=8-2
https://www.amazon.com.br/Bootstrap-Methods-Applications-Gerhard-Dikta/dp/303073479X/ref=sr_1_9?__mk_pt_BR=%C3%85M%C3%85%C5%BD%C3%95%C3%91&crid=3NGAKSE0L2R9E&keywords=bootstrap&qid=1677442571&sprefix=bootstrap%2Caps%2C246&sr=8-9&ufe=app_do%3Aamzn1.fos.25548f35-0de7-44b3-b28e-0f56f3f96147
https://www.amazon.com.br/Constrained-Statistical-Inference-Mervyn-Silvapulle/dp/0471208272/ref=sr_1_1?__mk_pt_BR=%C3%85M%C3%85%C5%BD%C3%95%C3%91&crid=1CCEUZG4C945D&keywords=inference+sen&qid=1677442783&sprefix=restricted+inference+sen%2Caps%2C195&sr=8-1&ufe=app_do%3Aamzn1.fos.25548f35-0de7-44b3-b28e-0f56f3f96147

Inferéncia Frequentista (IF) x Inferéncia Bayesiana (IB)

m Inferéncia
m |F: Utiliza estimadores, quantidades pivotais, estatisticas do teste.
Ou seja utiliza-se o suporte das respectivas distribuicdes. Apesar
desses conjuntos (suportes), eventualmente, coincidirem com o
espago paramétrico (pardmetro), eles nunca serdo os mesmos.
m |B: utiliza-se diretamente o espago paramétrico (distribuig3o a

posteriori).

m Interpretagdes
m |IF: baseada na possibilidade de se repetir o experimento e vista em
fun¢do do espago amostral.

m |IB: baseada diretamente no espago paramétrico.
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Inferéncia Frequentista (IF) x Inferéncia Bayesiana (IB)

m Probabilidade
m |F: Vista como o limite das frequéncias relativas de eventos de
interesse quando o nimero de repeticdes do experimento tende a
infinito.
m |B: utiliza-se diretamente o espago paramétrico (distribui¢do a

posteriori).

m Pardmetro

m |F: quantidade n3o aleatéria, geralmente fixa e n3o observavel.

m |B: “quantidade aleatdria”, geralmente fixa e ndo observdvel.
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Inferéncia Frequentista (IF) x Inferéncia Bayesiana (IB)

m Observacdes

m Todos os conceitos (suficiéncia, ancilaridade, completidude etc)
vistos no contexto frequentista, podems er aplicados (adaptados) no
contexto bayesiano.

m Podemos comparar resultados frequentistas e bayesianos em ambos
os contextos (frequentrista: varidncia, eqm, comprimento do IC,
poder do teste etc)

m Matematicamente, os estimadores de maxima verossimilhanga s3o

um caso particular dos estimadores bayesianos.
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Teorema de Bayes

m Em 1763, o Reverendo Thomas Bayes, em seu artigo “An Essay
towards Solving a Problem in the Doctrine of Chances”, postulou o

famoso Teorema de Bayes.

m Suponha que existam n urnas e que, em cada uma existam um total
de B;,i =1,...,n bolas brancas e A;,i = 1, ..., n bolas azuis e que,
dentro de cada urna, cada bola tenha a mesma probabilidade de ser
sorteada. Além disso, considere que cada urna tenha uma

probabilidade P(U;) = p;, i =1, ..., n de ser selecionada.

m Experimento: sorteia-se, ao acaso, uma urna e, dela, sorteia-se uma

bola ao acaso.
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https://zenodo.org/record/1432246/files/article.pdf
https://zenodo.org/record/1432246/files/article.pdf

Teorema de Bayes

m A probabilidade da bola sorteada ser azul é
P(A) =31, P(U)P(A|U;) = >- piP(A|U;) (teorema da
probabilidade total).
m Dado que a bola sorteada é azul, qual a probabilidade de ter sido
selecionada a urna k, k € {1,...,n}?
P(Ui) P(A|Ur) P P(A|Uk)

PUIA) = S5 b0 PeAIU) ~ S, pP(AIUD

Prof. Caio Azevedo



Teorema de Bayes

m Atualizamos nosso conhecimento sobre a probabilidade de

selecionarmos a urna k depois de termos observado uma bola azul.
. A . 1
m Implicitamente, na inferéncia frequentista assume que p; = —.
n

m Paralelo: urnas - espago paramétrico, bola(s) - amostra.
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Voltando ao exemplo inicial

m Suponha que antes de realizarmos o experimento, tenhamos quatro

“conjecturas” sobre as eleicoes.

m Cientista politico 1: n3o faz idéia do resultado.

m Cientista politico 2: acha que é mais provavel que o candidato A
perca.

m Cientista politico 3: acha que é mais provavel que o candidato A
ganhe.

m Cientista politico 4: acha que é mais provavel que o candidato haja

um empate.
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Incorporando a incerteza sobre o problema

m Como incorporar cada um dos pontos de vista acima a analise dos
dados (a verossimilhanga)?

m Probabilidade (frequentista): limite de frequéncias relativas quando
o ndmero de repetices (do experimento) tende ao infinito.
(inferéncia frequentista).

m Probabilidade (subjetivista): quantificacdo da incerteza acerca de
algum fendmeno (experimento aleatério, pesquisa eleitoral etc...)

(inferéncia bayesiana).
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Incorporando a incerteza sobre o problema (cont.)

m Pode-se incorporar a incerteza ao problema (a verossimilhanca)

através de distribuicdes de probabilidade definidas para o parametro.

m No nosso caso 0 € (0,1). Que distribuicdo de probabilidade pode ser

associada ao parametros 07
m Opcgles: beta, simplex, Kumaraswamy, Weibull unitaria dentre

outras.
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https://www.amazon.com.br/Handbook-Beta-Distribution-Applications-Statistics-ebook/dp/B00SC8EYPE/ref=sr_1_1?__mk_pt_BR=%C3%85M%C3%85%C5%BD%C3%95%C3%91&crid=20AWECWHAYVE4&keywords=beta+distribution&qid=1677445798&sprefix=beta+distribution%2Caps%2C231&sr=8-1
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0047259X9190008P?via%3Dihub
https://www.sciencedirect.com/science/article/abs/pii/S1572312708000282?via%3Dihub
https://andrmenezes.github.io/pdf/papers/2018__unit-Weibull-distribution.pdf

Distribuicao a priori

m Dizemos que 6 ~ Beta(a,b) (beta), (a,b) € RT, se sua fdp é da

forma:
1 1 .
PO = 5?07 Ton()
1
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Exemplos de densidade da distribuicao Beta
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Voltando ao problema

m Notacdo:

P(X; = x;|0), caso discreto
p(xil0) =

f(xi0), caso continuo
e x = (x1,...,xn) (vetor coluna).

m Verossimilhanca: L(6) = p(x|0) = HP(X"Q — §7(1 — )"

m Priori: p(f) = L1 —0)P 1 0,1)(0)

1
f(a, b)
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Voltando ao problema (cont.)

m Posteriori :

P(0)p(x10)
Jo P(O)p(x|6)do

m Note que, se p(f) o /0,1)(¢), entdo

p(01x) =

p(0]x) = o p(x|0) = L(6)

(inferéncia frequentista)




Obtendo a posteriori

p(f|x) = B(a 5071 (1 = 0)° " L o,1)(0)0™ (1 — §)n(1—%)
fO ﬂ(a b) ga— 1(1 — e)bil]l(o,l)(a)gn;(l o e)n(liy)de
0nx+a 1(1 o 9)n(1 x)+b71]1(071)(0)

1
/ 9n?+a—1(1 _ 9)n(1—?)+b—1d9
0

B(nx+a,n(1—X)+b)
1 _ =
— 0nx+afl 1-6 n(lfx)+b711|_ 0
B(nx + a,n(1 —X) + b) ( ) o(6)

Ou seja, f]x ~Beta(nx + a, n(1 — X) + b).
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Voltando ao exemplo n=30 e

logvereossimilhanca
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logvereossimilhanga
01234567

—— ver. norm.
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01234567

logvereossimilhanga
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Introducao

m Inferéncia Bayesiana: aprendizado, combinag¢3o entre o
conhecimento prévio e resultados de alguma pesquisa (no sentido
amplo da palavra).

m Parmetro: tratado como varidvel aleatéria (pode ou ndo ser
considerado “fixo”).

m Incerteza: introduzida através da priori e atualizada combinando-a

com a verossimilhanca.
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Definicoes e Notacoes

m Consideramos um modelo estatistico formado por (2, .A, P), (espaco
amostral, sigma algebra de eventos de €2, familia de medidas de

probabilidade).

mP={Py:0c 0O} ©CRP(em geral infinito ndo-enumerdvel).
Basicamente: Py = Fx|o(.) (fda, postulado).

m Realizar inferéncia Bayesiana (estimag3o pontual, intervalar e testar
hipdteses estatisticas) em um dado espago estatistico.

m p* = {py: 0 € ©} (distribuicdo a priori). Os elementos de p* n3o
precisam ser fdp's (fungdo de probabilidade ou fun¢do densidade de

probabilidade).
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Continuacao

m Suporte da fdp:

B Q= {x:fxjo(x) >0}, fxjo(.) é a fdp associada a fda Fxo(.).

Eventualmente os subindices podem ser suprimidos.
m Assim, (Q, ©) passa a ser nosso conjunto de interesse.

m Amostra aleatéria (aa): Xil0, ..., X,|0 sdo condicionalmente
independentes (dado 6) e identicamente distrbuidas segundo
X|0 ~ Fx|o. Eventualmente, as suposi¢des de independéncia e

mesma distribuicio podem ser relaxadas.

m Varidvel aleatdria: X;|f. Valor observado: x;.
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Continuacao

m Se Xil6, ..., Xp|0 é uma aa de X

0, entdo Xy, .., X, serdo
permutdveis (veremos mais adiante). X=X= (X1, ey Xn)-
m Média a posteriori: Estimador §EAP = £(0|X); Estimativa
Oeap = E(0]x).
= Moda & posteriori: Estimador 6y, = Moda(6|X); Estimativa
o = Moda(6)]x).
= Mediana 3 posteriori: Estimador Oy = Med(6|X); Estimativa
Opg = Med(0)]x).
m Medida de precisdo (bayesiana) do estimador (variincia a posteriori):

V(6|x).
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Revisdo de Calculo de probabilidades

m Usaremos, em geral, p(.) para denotarmos fdp's.
m Sejam X, Y e Z va's definidas em um mesmo espaco de

probabilidade.

, sep(y) >0,

0, se p(y)

Zy P(X,y), se y for discreto,

fQ y)dy, sey for continuo

Prof. Caio Azevedo



Revisdo de Calculo de probabilidades

m Ex(X) = Ev(Ex)v(X[|Y)) e
Vx(X) = Ev [Vx iy (XIY)] + Vy[Ex v X Y]]

= p(x,y) = p(xly)p(y) = p(ylx)p(x)

m X e Y sio independentes se e somente se p(x, y) = p(x)p(y)
(= p(xly) = p(x) e p(y|x) = p(y)).

m X e Y s3o condicionalmente independentes dado Z se e somente se

p(x,y|z) = p(x|z)p(y|z) (= p(x|y,z) = p(x|z) e
p(ylx,z) = p(y|2)).




Breve historico

m Teorema de Bayes P(A|B) = %, publicado em 1763, An

Essay towards solving a Problem in the Doctrine of Chances.
m Fundamentos Bayesianos: Bruno de Finetti, Jim Berger entre outros.
m Existems algumas correntes de pensamento dentro da inferéncia
Bayesiana:

m Priori tem de ser completamente especificada usando conhecimento
prévio.

m Priori pode ser total ou parcialmente obtida através dos dados.
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IF x IB

Aspecto Inferéncia Frequentista Inferéncia Bayesiana
Conhecimento verossimilhanca verossimilhanca e priori
basico:

Parametros: quantidades fixas quantidades fixas mas de

carater aleatério ou total-

mente aleatério

Teoria Assintdtica:  Bastante utilizada Pouco utilizada

Métodos compu- Extremamente de- Imprescindivel na grande

tacionais pendente maioria das situagdes

Probabilidade: limite de frequéncias medida de credibilidade
relativas
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Aspecto

Inferéncia Frequentista

Inferéncia Bayesiana

Estimagcdo  pon-

tual:

maxima verossimi-
lhanga, momentos,

minimos quadrados

momentos, quantis da pos-

teriori e risco de Bayes

Estimacdo interva-

lar:

limites s3o aleatérios

parametro é aleatério

Teste de hipdtese:

estatistica, regido

critica, poder, TUMP

probabilidade de cada

hipotese ser verdadeira
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