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Brevissima revisao de cdlculo de probabilidades

m Como usual, denotaremos por uma letra maidscula, e.g. Y, uma
varidvel aleatdria (va) e por uma letra mindscula, y, um valor
observado (realizagdo de um experimento aleatdrio) desta va.

m Um vetor aleatério (vea) Y = (Yi,..., Y,)' é uma colegdo (arranjo)
de varidveis aleatdrias.

m As va's que compdem um vea podem apresentar alguma estrutura
de dependéncia e/ou serem de diferentes tipos (discretas, continuas

ou mistas).
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m Func3o densidade de probabilidade ou funcdo de probabilidade:

r(y)
m Funcgdo de distribuicdo acumulada Fy(y) = P(Y1 < y1,..., Yp < ¥p)-
&) M1
E(Y2 2
m Vetor de médias: p = E(Y) = ( ) =
5(Yp) Hp
07 g12 Ulp
) o~ . 12 U% 02p
m Matriz de covariincias: X = Cov(Y) = _
O1p O02p 0F2’
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m Func3o geradora de momentos:
My(t) = [ ( . (f (f eyltfy(y)dyl) dy2) ) dyp
m Funcgao caracteristica:
ov(e) = J (- (J (S ¥ Rly)dn) d2) ..) dp
m Sejam A e B matrizes n3o aleatdrias, entdo
m E(AY) = AE(Y).
= Cov(AY) = ACov(Y)A’.
= Cov(AY,BX) = ACov(Y,X)B'.
m Se Y = AX + B, entdo My(t) = "B Mx(t'A).
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Distribuicao Normal multivariada

m Dizemos que Y = (Y1, ..., Yp) ~ Ny(u, X) se sua fdp é dada por

) = 2174220 2 ep { <5 0= 1) Ty - 1) 1)

m 4 é o vetor de médias e X é a matriz de covaridncias.

B My(t) = exp {p/t + Jt'Tt}
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Propiedades

m Fechada sob marginalizagdo: Y; ~ N(u;,0?).

mY;LY;Vi#j<s Cov(Y;, Y;)=0;=0.

m Se A(gxp) € B(gx1) forem matrizes ndo aleatdrias, entdo
V =AY + B ~ N,(Ap + B,AZA’).

m Se A(,p) for uma matriz ndo aleatéria, simétrica e idempotente de
rank =p, p=0e X = 02I(pxp), entio
V = LY'AY ~ x?, r = rank(A). Em particular, se A = I, entdo
%Y/Y ~ X%.

m Se A(,p) for uma matriz ndo aleatéria, entdo

E(Y'AY) = tr(AX) + p'Ap.
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Derivadas matriciais uteis

m Sejam A(nxp) € X(nx1) tais que

a1 d12 ... din X1

a1 d» ... ap X2
A - P X =

dmi adm2 --- Aamn Xn
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Derivadas matriciais uteis

m Sejam A(;xn) € X(nx1), € defina y = Ax (A ndo depende de x).

Ent3o:

D k1 AKXk
2221 ak Xk
y =

Dkt AmkXk
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m Logo

ax
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Derivadas matriciais uteis

m Alguns resultados:

OAXx
o oA
Ox'A
= A/
ox
Ox'x
= 2
ox X
/
agfx = (A+A")x

Prof. Caio Azevedo
A Distribuigdo Normal Multivariada



Dem. de que f(.) é uma fdp

m Queremos demonstrar que

I:/RP fy(y)dy:/R/R.../Rfy(y)dy:l

Note que, se ¥ = WW’ (decomposi¢io de Cholesky), temos que:

1

1= [ e en { S ) (w8) (- ) ay

_ 1. r
[ en ep {5 [ - w] () v ) ay
RP
considere a transformacio z=W ' (y — p) &y = Wz + pu.
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Dem. de que f(.) é uma fdp

m Matriz Jacobiana

My on 1
0z1 02> Tt 0z
Oy Oy» Oy
J= @ — 0z; 0z " 0Oz
aZ . . .
Oyn  Oyn Oyn
B 0z1 0z e 0zn |

Oy _ OWz+p __
m Temos que 77 = & = W.
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m Além disso,
] = W] = W2 W2 = (w22 = w2 = |

m Lembrando que [, f(y)dy = [, r(Wz + u)|J|dz

m Assim,

1
| = / |Z|_1/2|Z|1/2(27r)_”/2exp{—z’z}dz
RP 2
p
1 1,
——expy—=z pdzi=1
1_[1/72 Nz p{ 2 }
1
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Obtencao das Marginais

= Note que, para um dado j, My,(t;) = My(t*), em que
t*=[00. _1_ .00
~~
posicao j
2,
= Logo, temos que My (t;) = exp {,ujtj + Jth’}
m A fgm acima corresponde a fgm de uma va com distribui¢do

N(/"J'?U.,'z)'
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Distribuicoes condicionais

m Seja Y = (Y1,Y2), = (py, 1) e

2 Xpp
Ty Xy

z:

em que Xy = X,.

m Entdo Y,|Y, =y, ~ N(z, X), em que

=g+ X055 (Yo — po) i Z = X11 — 135, T

m Estimadores de maxima verossimilhan¢a (dada uma amostra

aleatéria) i =Y = %Z”.’:l Y, eS = %27:1 (Yi 7 7)/ (Yi B V).
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