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Revisao de dlgebra de matrizes

m Uma matriz é um arranjo retangular de elementos (niimeros,

varidveis aleatdrias, letras):

A A A
A(2><3) =
Axn Axn A
m Um vetor é uma matriz com somente uma linha (vetor linha) ou

somente uma coluna (vetor coluna).

A
Anxz) = [ A Az A } Asx)) = | Ax
As1

m Se a matriz tiver apenas uma linha e uma coluna teremos um escalar.
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m Denotaremos uma matriz ou vetor por uma letra maidscula ou
mindscula em negrito.
m Uma matriz é dita ser quadrada se o numero de linhas for igual ao

numero de colunas.

A A Az
AGx3)y = | A Axn Ao
A1 A Asz

m Matriz diagonal: matriz quadrada em que todos os elementos fora

da diagonal principal s3o iguais a 0.

An O 0
A= 0 A22 0
0 0 As;
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m Matriz diagonal inferior: matriz quadrada em que todos os

elementos acima da diagonal principal sdo iguais a 0.

A1l 0 0
A= Ap An 0
A1 Az Asz

m Matriz diagonal superior: matriz quadrada em que todos os

elementos abaixo da diagonal principal sdo iguais a 0.

A A A
A= 0 Axn A
0 0 Az
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m Matriz identidade: matriz diagonal cujos elementos da diagonal

principal sdo todos iguais a 1.

Il
o o =~
o ~ o
= o o

m Matriz simétrica (Aj; = Aji), Vi, j; i # j.

5 -2 3
A=| -2 7 1
3 1 4

Prof. Caio Azevedo
Revisdo de Algebra de Matrizes



Operacdes com matrizes

m Soma de matrizes :

Au A Bii B A+ B A+ B
Ay Axn | T | Ba Bx Ao1 + Bo1 Az + B
Asr Az B3 Bz As1 + B3i A+ B3

m Multiplicagdo de matrizes:

A A A11Bi1 + A12Bo1 A11Bio + A2 By
Bii B

Ay Ax =| AxBi1 + AnBy  AxBio + A»nBx
By Bo

As1 Az A31B11 4+ A2Bo1 A3 Bio + A3 B
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m Traco de uma matriz quadrada: é a soma dos elementos de sua

diagonal principal.

A A A
tr(A) =tr Axy Ax A23 = A1 + Ax + Az
A1 A Asz

m O operador vec cria um vetor coluna, a partir de uma matriz, pela

concatenacdo de suas colunas:

A
Aoy
A A
Asy
vec(A) =vec | Ay Axp | =
A

Azr Az
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m Sejam A(,yp) € B(mxq) duas matrizes quaisquer. O produto de

Kronecker entre elas é definido por:

AnB ApB ... ALB
AnB ApB ... AyB
AgB=| o
AnB ApB ... A,B

m A resultante do produto de Kronecker serd uma matriz C,mx pq)-

m O posto ou “rank” de uma matriz é o minimo entre o nimero de
linhas (posto linha) ou colunas (posto coluna) linearmente

independentes.
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m Matriz transposta (cada coluna da matriz original é transformada

em uma linha) :

1 2
, |1 4 3
A=|4 1| —>A=
2 -1 2
3 2

m Determinante de uma matriz quadrada: é uma fung¢do que associa
um escalar para uma dada matriz quadrada. Existem alguns

métodos para se calcular o determinante de uma matriz. Exemplo:

1 2
|A| = det(A) = det =-1-8=-9
4 -1
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m Inversa de uma matriz : a inversa de uma matriz quadrada A

denotada por Al ¢ tal que:

AA L =A"lA=1

Existem diversos métodos para se obter (numericamente) a inversa

de uma matriz. A solugdo analitica é dada por:

_ 1
Al

em que C é a matriz adjunta de A, ou seja, a transposta da matriz

Al C
que se obtem substituindo cada termo Aj; pelo determinante da
matriz resultante ao se retirar de A a linha / e a coluna j

multiplicado por (—1)™/. Naturalmente, se det(A) = 0 sua inversa

nao existe.
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m Inversa generalizada de uma matriz (ndo necessariamente quadrada),

é uma matriz A™ tal que

AATA=A
m Em principio, uma matriz pode ter infinitas inversas generalizadas.

m Mesmo que o det(A) = 0 sua inversa generalizada pode ser obtida.
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m Autovalores de uma matriz quadrada de dimens3o n: sdo os n

nimeros, digamos A = (A1, A2, ..., \,)’, que satisfazem:

IA— M =0

m Autovetores de uma matriz quadrada de dimens3o n: sdo os n

vetores que satisfazem a seguinte relag3o:

Ae,- = )\,-e,-; = 1, .. n

Os autovalores e autovetores sdo de extrema importancia na

decomposicdo e na verificagdo de certas propriedas de matrizes.
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Tipos de matrizes

m Uma matriz (quadrada) é dita ser idempotente se AA = A.
m Uma matriz (quadrada) é dita ser ortogonal A~! = A’
m Uma matriz (quadrada) é dita ser:

m Positiva definida: se A\; > 0,Vi.
m Positiva semi-definida: se A\; > 0,V/ e 3 pelo menos um \; = 0.
m Negativa semi-definida: se \; < 0,Vi e 3 pelo menos um \; = 0.

m Negativa definida: se A\; < 0, V.

Prof. Caio Azevedo
Revisdo de Algebra de Matrizes



Propriedades

m Se todas as operacdes estiverem bem definidas, teremos:
m (A)t=(ATY).

= (AB) =B'A’.

= (AB)'=B'A"

m tr(A+ B) = tr(A) + tr(B).

tr(aA) = atr(A), a um escalar.

m tr(AB) = tr(BA).
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m det(A) = det(A).

m det(A71) = [det(A)] "

m det(AB) = det(A)det(B) se A e B forem ambas quadradas.
s A (B®C)=(A®B)®C.

ma®A=A®a=aA, a escalar.

m 3A ® bB = ab(A ® B).

s (A®B)(C®D)=AC®BD.

s (A®B) =(A'®B).

s (A®B)1=(A1tgB™).

m tr(A®@ B) = tr(A)tr(B).

m Para A(;xm) € B(nxn), temos que |A @ B| = |A|"|B|"
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Decomposicdao de Cholesky

m Seja X, simétrica e positiva definida (todos os seus auto-valores

sdo positivos).
m Exemplo: Matriz de covaridncias e matriz de correlagdes.

m Definicdo: Dada uma matriz X existe uma matriz L, diagonal

inferior com os valores da diagonal estritamente positivos, X = LL .
m Tal decomposicdo é Unica.

m Existem alguns algoritmos que possibilitam a obtencao de L.
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Exemplo

m Exemplo:

3 1 05
r=| 1 2 08
05 08 4

1,732 0 0

L~ | 0,577 1,291 0
0,280 0,491 1,917
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m Seja X, . Entdo, X pode ser fatorizada como

¥ = EAE’

em que A = diag(A1,....Ap) (autovalores) e as colunas da matriz E
sdo formadas pelos respectivos autovetores orto-normalizados.
m A decomposicao acima também vale se autovetores nao estiverem

ortonormalizados, neste caso, ela é dada por:

Y = EAE!
m Exercicios: pesquisar sobre as propriedades do vec e também
sobre diferenciacao matricial.
m Observacao: basicamente todas as operacées e decomposicoes

matriciais apresentadas estao implementadas no programa R.
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