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Visao geral: inferéncia Bayesiana

m Seja § um pardmetro associado a um determinado modelo p(x|6)

verossimilhanca para o qual assumimos uma priori p(6).

o — __p(x]9)p(0)
m Posteriori: p(0]x) = 7o p(x10)p(0)d0
m Problema (nos modelos mistos): é muito complicado obter as

posterioris marginais de interesse, de forma analitica. Se
0 = (01, 0)' elas seriam dadas por p(f:|x) e p(6|x).

m Distribuicdes condicionais completas: p(61]02, x) e p(62]61, x).

Uma solugdo maximizar a posteriori (marginal) dos pardmetros dos

itens.
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Aplicacao de IB nos modelos estudados

= MMM : pardmetros de interesse (3°,0").

MLM : parametros de interesse (3°, 0%, 805, b*)t.

MLGM : parametros de interesse (3°, 0", ¢, b*)*.

m Usualmente, em IB, trabalha-se com a verossimilhanga completa

(original) ao invés da marginal.
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Aplicacao de IB nos modelos estudados

m Mesmo sob o modelo multivariado marginal (o mais simples) n3o é
possivel obter as distribuicdes a posteriori marginais de interesse
(por conta da estruturagdo das matrizes de covarincia) veja
http://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_Mod_Mult_Marg_
ADL_28_2018.pdf.

m Nem mesmo as algumas das chamadas distribui¢Ses condicionais
completas, possuem forma conhecida.

m Uma forma de obter condicionais completas com forma conhecida
pode ser vista em: https:

//link.springer.com/article/10.1007/s11222-014-9518-5.
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Posteriores: MMM

p(B.0ly) o expd =D (Y;—X;8) LM (Y- X;B) ¢ |E;|~"*p(B,0)

1 _ _
= Pl =5 D (Y= X;8) 57 (Y~ X;8) o [51"p(8)p(6)
X ; = X;(0). Posteriores marginais: calcular a integral para cada
parametro em ¥ = (3%, 0")¢, com relacio as demais componentes, ou
seja:

/9(19k|y)=/19 p(B,0ly)dd
(—k)
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Posteriores: MLM

1 n
p(B,01,02,bly) o exp {—2 (Y= X;B8) £ (Y, - Xjﬁ)} X"
j=1

x p(B,0:1)p(b|W)p(6)
1 ¢ P
= exp {_2 DY =XB) (Y- Xjﬂ)} ="/
j=1

X p(B)p(61)p(b|W)p(6:)
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Posteriores: MLM

X, =X;(01), W= W(0,). Posteriores marginais: calcular a integral para
cada pardmetro em 9 = (3%, 65,05, b*)t, com relagdo as demais

componentes, ou seja:

p(V«ly) :[9 P(B, 01,02, bly)dd 4
(k)

Prof. Caio Azevedo
Inferéncia Bayesiana e algoritmos MCMC



Posteriores: MLGM

n [ k; 1 n ki
p(B3,6.6,bly) o exp {(152 D vl = b(0g) | +D > clvi, ¢)}
j=1 |i=1 i=1 i=

iy

< p(B)p(0)p(6)p(b|W)

= eXp{¢Z z]:yijeij_b(eij) +ZX:C(YU7¢)}




Posteriores: MLGM

W = W(0,). Posteriores marginais: calcular a integral para cada
pardmetro em ¥ = (8%, 0", ¢¢, b')*, com relacio as demais componentes,

ou seja:

p(Ixly) = /ﬂ p(8,0. 6, bly)dd_
&)
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Prioris

m g~ Np(ﬂﬂa Ws).

m 01,0,,0: depende da estrturua adotada. AR(1) -
02 ~ gama(ag2, By2), p ~ U(0,1); ARH(1) 02 ~ gama(a,2, B52),
i=1,2,.., T(kj), mesma priori para p.

B ¢~ IG(ag, Be)-

m b; ~ N,(0, W) (outras opgdes como t de Student multivadairada,

normal assimétrica multivariada, mistura de escala (skew) normal).

n V¥~ IWq(V\u, W\u)
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Obtenc3o das posterioris

m Como visto, n3o é possivel obter, analiticamente, as distribuices
marginais.
m Alternativa: emprego de algum método numérico.

m Algoritmos MCMC.
m INLA (Integrated Nested Laplace Approximation).

m Maximizagdo (obtengdo da moda a posteriori).
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Exemplo da normal bivariada

m Seja Y = (Y1, Y2) ~ Ny(p, X). Desejamos estimar as fdp's
marginais de Y7, Y2, com p e X, conhecidos.

m Sabemos que Y; ~ N(uj;,0?),i =1,2.

m Suponha, no entanto, que saibamos apenas que:
Yily2, 1, X ~ Ny(fig,53), em que Jiy = iy + 012 (03) " (y2 — ia)
72 = 0% — (012)? (03) .
Yalyr, . E ~ Ny(Fip, 53), em que iy = piz + 012 (03) " (1 — pua) e
73 =03 — (o12)? (J%)il.

m As distribuicoes condicionais podem ser utilizadas para estimar as

distribuicdes marginais?
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Simulag3o iterativa

(1)

m Simule y;7’ ~ N(0,1), por exemplo. Com este valor, simule
1), (1
vl x.
m Repita o passo acima R vezes, obtendo-se

1 (1 R
(.y( )7.)/2 ))7( ( ay2 )7 ( ( )7.)/2 )
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Histograma das amostras MCMC
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Graficos das trajetdrias (Trace plots) das amostras MCMC
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ACF das amostras MCMC
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Cadeias de Markov

m Estudo de sequéncias (conjuntos) de varidveis aleatérias que

guardam alguma estrutura de dependéncia entre si.

m Exemplo: seja Xi, X3, ... um sequéncia de Bernoullis que representam

resultados de langamentos de duas moedas (0, cara ; 1, coroa).

m Caso X; =0, lanca-se uma moeda com probabilidade de cara igual a

0,55, caso contrario lanca-se uma moeda com probabilidade de cara

igual a 0,35.




Exemplo: lancamento de moedas

m Matriz de transi¢cao

P(X; = 0lxi-1 =0) P(X; = 1|x-1 = 0)
P(Xi=0xi-1=1) P(Xi=1lxi1=1)

0,55 0,45
0,35 0,65

m Distribuicdo estaciondria: x = Px.
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Exemplo: lancamento de moedas

m Resultado: Se a Cadeia de Markov (definida pela matriz de

transigdo), for reversivel, a distribui¢do estaciondria existe e ¢ lnica.

m Distribuic3o estaciondria: Obtida através de observacdos da cadeia

de Markov, x = P", para n suficiente grande.

m Neste caso x = [0,45; 0, 55]
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Exemplo: normal bivariado

m No exemplo da normal bivariada, a matriz de transi¢do (que possui
um nidmero infinito n3o enumérdvel de elementos) é definida pelas

densidades de transicdo (distribuices condidionais completas):

Yily2, o, X; Yalyr, u, X
m Neste caso, faz sentido calcular P(Y; € alys, 1, X) e
P(Y> € b|y1, u, X), em que a, b s3o intervalos da reta.
m Resultado: se a Cadeia de Markov, com matriz de transicdo definida
pelas condicionais completas, for reversivel, sua distribui¢3o
estaciondria serd Unica e convergirad para as distribuicGes marginais

de interesse.
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Algoritmos de Monte Carlo via Cadeias de Markov

m O conjunto de algoritmos que permitem simular varidveis aleatdrias
(iterativamente) a partir das distribuicdes condicionais completas é
conhecido como algoritmos de Monte Carlo via Cadeias de Markov
(MCMCQ).

m Monte Carlo (resolver integrais) Cadeias de Markov (gera cadeias de

Markov).

m AplicagBes: obter distribuicdes (marginais, condicionais, conjuntas)

de interesse. Em particular: Inferéncia Bayesiana.
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Aplicagbes em Inferéncia Bayesiana

m Distribuicdo inversa gama X ~ IG(r,7):

r

Vo —x/yo—(r
P(X) = me /7 x—=( +1)Il(0,oo)(x)

m Distribuicdo normal-inversa gama (X, Y) ~ NIG(u, v, r,~)

Xly ~ N(up,y/v)
Y ~ IG(r,7)
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Continuacao

m Densidade conjunta

v 1v(x — u)?
p(X, y) = \/\/2;”_)/_1/2}/_(”_1) exp <—’;> exp {_(2,&)}

X ]].(0,00)(}/)]1(—00700)()()

m Distribuicdo marginal de X, X ~ t5, (p, N )

rv

p(x) = (() ())(\ﬁa) [1+ 55857 1 ()

2=z

rv
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Aplicagbes em Inferéncia Bayesiana

m Seja X110, ..., X,|0,0 = (1, 0?) uma amostra aleatdria de
X|0 ~ N(p, 0?).
m Familia conjugada (normal inversa gama)
plo® ~ N(a,o?/r)

o? ~ 1G(v,5)
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Continuacao

m Posteriori conjunta

* _n
r=s+r.
m Além disso, p|x ~ t(o.+) (a*, rjy*)

m Assim, as posterioris marginais s3o: ju[X ~ t(o,+) (a*7 gw) e

a?|x ~ 1G(r*,v*).
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Continuacao

m Pode-se provar que (distribuicdes condicionais completas):

,u|x,02 ~ N(Oz*,0'2/l/*)

oP|x, o~ 1G(r )

em que

sk n+1 2

_ v 2
r X—p) +%(p—a) +3(n-1)s2+7y

ZI:I (Xi - Y)z'

+

X = 121 IX"S -

Prof. Caio Azevedo
Inferéncia Bayesiana e algoritmos MCMC



Histograma das amostras MCMC
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Graficos das trajetdrias (Trace plots) MCMC
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ACF das amostras MCMC
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Definicao geral dos algoritmos MCMC

m Seja p(0]x) x p(x|0)p(6) a distribuicio a posteriori de interesse
(com forma analitica intratavel).

m Considere a seguinte particdo para o (vetor) p-paramétrico
0 =(61,0,,...,0,), k < p.

m Sejam 0;10_j), x,i = 1,2,...,k em que 6(_j) denota o vetor
paramétrico € menos a componente 8;, as distribuicdes

condicionais completas.
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Definicao geral dos algoritmos MCMC

m Inicie a cadeia com um conjunto de valores apropriados (respeitando
0 espago paramétrico).

m Parar=1,2,..,R, j=1.2,..ksimule 6! de ¢, |9 J) X

m A partir de algum B > 1 (burn-in), retenha os valores a cada t

(espagamento) itera¢des (para evitar a presenca de autocorrela¢do).

m Os valores retidos, se a cadeia tiver alcan¢ado a convergéncia,
corresponderd a uma amostra aleatéria das posteriories

(distribuicBes) de interesse.
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Questdes de interesse (verificacdo da convergéncia)

Como simular de 6; caso a distribuigdo condicional completa ndo

seja conhecida ou possivel de simular diretamente?
Como verificar a convergéncia da cadeia gerada?

Como determinar B, t, R?
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Ferramentas para verificacao de convergéncia

m Simular diferentes cadeias, a partir de valores iniciais diferentes.

m Colocar, num mesmo gréfico, as trajetdrias (trace plots) de todas as
cadeias, para cada pardmetros (B,t,R).

m Gréficos de autocorrelagdo (t).

m Acompanhar, visualmente, a evolugdo de momentos e/ou quantis,
calculados desde o primeiro valor gerado até a iteragdo r, para cada
valor de r (B,R).

m Estatistica de Geweke: teste de igualdade de médias para
sub-amostras disjuntas de uma dnica cadeia (B,R).

m Estatistica de Gelman-Rubin: anélise de varidncia entre as cadeias

geradas (B,R).
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Estatistica de Geweke (EG)

m Considere uma Unica cadeia (para cada pardmetro).

m A primeira metade da cadeia é subdividade em b intervalos disjuntos
(com aproximadamente o mesmo tamanho).

m Selecionam-se amostras de tamanho ny e ny, da primeira e segunda

metades respectivamente.

Seja 01 = =Y, 60\ e 6, = 3 65" (valores simulados).

_ _ 0:-6,
m EG= 5200 %00
n n

em que 52(0) é a variancia da amostra calculada pela estimativa

consistente da densidade espectral na frequéncia zero (por causa de

possivel existéncia de autocorrelagdo), da amostra i.




Estatistica de Geweke (EG)

m Repete-se o processo acima, descartando-se o primeiro subintervalo

da primeira metade da cadeia.

m Repete-se, uma segunda vez, descartando-se os dois primeiros

subintervalos da primeira metada da cadeia.
m Repete-se o processo até ficar-se com somente o (ltimo subintervalo.

m Espera-se, se a cadeia tiver convergido, que a partir de um

determinado “descarte”, as estatisticas ndo sejam mais significativas

(estejam entre (-2,2)).




Estatistica de Gelman Rubin (EGR)

m Consiste em uma andlise de variancia considerando M diferentes

cadeias para cada pardmetro.

m Defina
M R R
_ 1 2. 2 1 " _3\° .7 _ 1 ()
W25 ror o (0 =0) =5 20
M M
R 2 = 1 _
Ve o (U-0) 0= 200
j=1 j=1
— 1 M+1 d + 3 Var(6)
Var() = (1— = | W+ ———V,R. =/ =
ar(0) ( R) + R Vi Re R
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Estatistica de Gelman Rubin (EGR)

s E possivel provar que R. > 1. Em geral, se R. < 1,2, ent3o a cadeia
convergiu.

m Na pratica: cada cadeia (para cada pardmetro) é subdividida em
intervalos. Calcula-se a estatistica R, utilizado o primeiro intervalo
(descartando-se a primeira metade) de todas as M cadeias. Depois,
calcula-se R utilizando-se os dois primeiros intervalos
(descartando-se a primeira metade do intervalo resultante), depois
os trés primeiros (descartando-se a primeira metade do intervalo
resultante), assim por diante.

m Analisa-se o comportamento da estatistica (calculando-se um

intervalo de confianga) ao longo desse processo.
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Modelo gama

m Exemplo: posteriori associada ao modelo gama(r, A).

m Suponha uma amostra aleatéria de tamanho n de

X|ry A ~ gama(r, A), com r conhecido.

1 —X r—
'D(X‘r) = Arr(r)e /)\X lﬂ(O,oo)(X)

m Priori: p(r) alguma fdp com suporte em R*.

m Verossimilhanca:

p(x|r) = W e/ HX
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Priori e posteriori

m Priori (r ~ gama(a,v) e A ~ 1G(8, ¢)).

1
_ — —r/y 0471]1
p(r,A) = p(r)p(A) T P (0.00)(r)
X ¢6 ei¢/)\>\7671]l(0700)(>\)
r(¢)
m Posteriori
—nx/\ r=1 7r/ a—1
p(r, Alx) )\"’F " Hx Tr

X e_‘z’/A/\ o= 1Il(o,oo)(f)Il(o,oo)(/\)
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Distribuicoes condicionais completas

m Condicionais completas

n

1
p(r|A, x) « () ,.1;[1)(;_1 « e~ /vl

p(\|r, x) ox e~ (F+0)/A \—nr—o-1

m Note que: A|r,x ~ IG(nr 4 §, nx + ¢) mas r|\, x n3o corresponde a
nenhuma distribuicao catalogada.
m Algoritmo: simular, iterativamente, valores para (r, \) através das

duas distribui¢des acima.
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Simulac3o das distribuicdes condicionais completas

m Se todas as distribuicdes condicionais completas forem conhecidas e
faceis de simular, teremos o algoritmo do amostrador de Gibbs
(“Gibbs sampling™).

m Como no exemplo anterior da distribuigdo normal.

m Ponto importante, identificada a distribuicdo condicional completa,
eg, normal, inversa gama, t de Student, devemos escolher algoritmos
apropriados para simular delas (eg, transformada inversa, rejeicdo,

rejeicdo adaptativa, amostragem por importincia).
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Simulac3o das distribuicdes condicionais completas

m Caso alguma(a) distribuigdo(8es) condicional(is) completa(s) ndo
seja(m) “conhecida(s)”, algum algoritmo auxiliar para simular
valores dela tem de ser usado: Metropolis-Hastings, rejeicao

adaptativa, amostragem por corte etc.
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Amostrador de Gibbs

m Inicie as cadeias com valores iniciais conveniente.
m Simule, para r=1,2,...,R:

68 de 617165 041 60N x

o8 de 6871687, 60 60D x.

6§ de 657167, 6%, ..., 6001 x.

@ 6 de 67167, 6), ..., 60 x

k—12X-

Prof. Caio Azevedo
Inferéncia Bayesiana e algoritmos MCMC



WinBUGS

m Programa WinBugs: permite ajustar modelos complexos usando
diversos algoritmos do tipo MCMC.

m Em geral, basta apenas fornecer o modelo (verossimilhanga) e prioris.

m LimitagBes no uso de prioris imprdprias (Jeffreys).

m DispSe de mecanismos para inserir verossimilhanc¢as e prioris que nao
sdo padrdo (ndo constam em seu banco de dados).

m Pode ser utilizado de modo mais simples através do pacote
R2WinBUGS do R.

m O diagndstico de convergéncia pode ser facilmente realizado através

do pacote coda, disponivel no programa R.
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Algoritmos para simular das cond.(tradu¢do do manual)

m Condicional completa continua
m Conjugada (conhecida): amostragem direta usando algoritmos
padrdo.
m Log-cdncava: Rejeicdo adaptativa de derivacdo livre (Gilks, 1992).
m Espago paramétrico restrito: Amostragem por corte
(“slice-sampling™), Neal, 1997.
m Espaco paramétrico irrestrito: Metropolis-Hastings (adaptativo).
m Condicional completa discreta
m Limite superior finito: transformada inversa.

m Poisson deslocada: amostragem direta usando algoritmos padrao.
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Comparagao de modelos

m Seja h(0) = —2In p(x|0), 6 = (04, ...,0x) (quanto menor, melhor o

ajuste do modelo).

m Seja 0(1),0(2) 0(5), uma amostra MCMC vilidade de tamanho s.
Defina: 8 = (01, ...,0«), em que 8, = 137, OJ(-r),j =1,2,..k.

m Defina ainda: Deviance = D = 1 3°_ h(8®)) e D = h(8).

m Estatistica de comparacdo de ajuste de modelos: Deviance,

pp=D—DeDIC=D+ pp.
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Comparagao de modelos

m Quanto maior o valor de pp e menor os valores do Deviance e do

DIC melhor o ajuste do modelo. O WinBUGS calcula ambos.

m Ateng3o: mesmo o modelo que apresenta o melhor ajuste (segundo
os critérios acima) pode n3o estar bem ajustado aos dados. Faz-se
necessario, sempre, a verificacdo de qualidade de ajuste do modelo

eleito por anadlise de residuos, distribuicdo preditiva, etc.
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Voltando ao exemplo da poténcia das turbinas de avides

m Prioris r ~ gama(0,01;1/0,01),E(R) =1,V(R) =100 e
A ~1G(0,01;0,01) (vaga).

m Algoritmo WinBUGS para o ajuste do modelo.

ComTurb
gamamodel<-function(){
for (i in 1 : N){
¥[1]~dgamma(r,1ambdaa)

r~dgamma(0.01,0.01)
Tambdaa~dgamma(0.01,0.01)
1ambda<—pow(1ambdaa,—1)




Traceplots para os trés conjuntos de cadeias geradas
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Autocorrelacées para um dos conjuntos de cadeias
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Grafico das medianas acumuladas para um dos conjuntos

de cadeias
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Grafico da estatistica de Geweke para um dos conjuntos de

cadeias
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Grafico da estatistica de Gelman-Rubin utilizando os trés

conjuntos de cadeias
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Histograma da amostra valida para um dos conjuntos de

cadeias

densidade
00 02 04

0.8

0.0

Posteriori - r

[ —

T T T 1
5 6 7 8

valores

Posteriori = A

T T 1
3 4 5

valores

Prof. Caio Azevedo
Inferéncia Bayesiana e algoritmos MCMC



Estimativas Bayesianas para um dos conjuntos de cadeias

m Resumo
Estatistica Parametro
r A
EAP 3,92 2,66
EPAP 0,76 0,59

ICs(95%) [ 2.55;5,47] [1,75; 4,15]
HPD(95%) [2,47;539] [1,62:3,87]

m Modelo gama: Deviance = 295,7, pp = 2,1; DIC = 297,7. Modelo
exponencial Deviance = 331,0; pp = 1,0; DIC = 332,1.
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Voltando ao exemplo do nimero acidentes

m Modelo proposto para analisar os dados: Considere (i =1, ano de
1961, i=2, ano de 1962). Lembrando que: 1961 (sem limite de

velocidade) 1962 (com limite de velocidade), temos

Y;ilB ind: Poisson(p;),i=1,2,j=1,....,43

Inp;g = p+a,a;=0

em que B = (u, az)’. Assim, conclui-se que £(Yj|3) = et
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Medidas Resumo

Ano Média Var. DP CV(%) Min. Med. Max.
1961 26,06 8266 9,09 3491 8,00 2500 47,00
1962 18,05 44,71 6,69 37,05 7,00 17,00 41,00
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Boxplots do nimero de acidentes por ano
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Histogramas do nimero de acidentes por ano
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Traceplots para os trés conjuntos de cadeias geradas
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Autocorrelacées para um dos conjuntos de cadeias
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Grafico das medianas acumuladas para um dos conjuntos

de cadeias
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Grafico da estatistica de Geweke para um dos conjuntos de

cadeias
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Grafico da estatistica de Gelman-Rubin utilizando os trés

conjuntos de cadeias
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Histograma da amostra valida para um dos conjuntos de

cadeias
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Estimativas Bayesianas para um dos conjuntos de cadeias

m Resumo
Parametro EAP DPAP 1C5(95%) HPD(95%)
i 325 003  [3.20;332] [3,20 ; 3,32]
@ 037 005 [-046;-028  [-0,46 ; -0,28]

w1 = exp(u) 26,06 0,79 [24,58 ; 27,58] [24,58 ; 27,58]
o = exp(i+az) 1804 067 [16,73;19,30] [16,68;19,22]

m Modelo com «;: Deviance = 654,8,pp = 1,8; DIC = 656,6. Modelo
sem «p: Deviance= 716,7 pp = 1,0; DIC =717, 8.
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Posterioris das médias de cada grupo

densidade

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

0.0

Posteriori - pl e p2

1961
1962

T T T T
15 20 25 30

N =1000 Bandwidth = 0.1755




Valores observados e distribuicoes preditivas

Frequencias observadas e preditas sob cada uma das prioris
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Outro modelo para analisar o exemplo do nimero acidentes

m Modelo proposto para analisar os dados: Considere (i =1, ano de

1961, i=2, ano de 1962). Lembrando que: 1961 (sem limite de

velocidade) 1962 (com limite de velocidade), temos

Y;8, b " Poisson(uy), i =1,2,j =1,....,43

Inp; = p+aoij+b,a;=0

b "X N(0,0?)

em que B8 = (u,az,0%)".
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Outro modelo para analisar o exemplo do nimero acidentes

m Se b; ~ N(0,02), entdo e” ~ log-normal(0, o2)
m Neste caso,
E(Yy1B,0°) = E(Vy) = E(E(Yylby)) = eFig(eh) = e Toie /2 > eirte
e
V(Yy) = V(E(Yilby) + EMV(Yylby) = eHHodV(e) + ertig(eh)
_ e2(u+ai)(eaz _ 1)602 + eu+a;e02/2 > ehtai

m Assim, o modelo em quest3do consegue contemplar uma variancia
maior do que aquela apresentada pelo modelo de regressdo de

Poisson.
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Traceplots para os trés conjuntos de cadeias geradas
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Autocorrelacées para um dos conjuntos de cadeias
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Grafico das medianas acumuladas para um dos conjuntos

de cadeias
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Grafico da estatistica de Geweke para um dos conjuntos de

cadeias
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Grafico da estatistica de Gelman-Rubin utilizando os trés

conjuntos de cadeias
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Histograma da amostra valida para um dos conjuntos de

cadeias
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Estimativas Bayesianas para um dos conjuntos de cadeias

m Resumo
Parametro EAP DPAP 1C5(95%) HPD(95%)
I 3,22 0,05 [3,12; 3,33 [3,11 ; 3,31]
an -0,37 0,08 [-0,51 ; -0,22] [-0,51 ; -0,23]
o2 0,08 0,02 [0,05;0,13] [0,05 ; 0,13]

pp =ele”’ /2 2607 143  [23,46;29,10]  [23,50 ; 29,10]
[ip = elte2eo®/2 1810 0,99 [16,26 ;20,16 ] [16,24 ; 20,00 ]

m Deviance = 505,3,pp = 55,30; DIC = 560,6. Modelo sem efeito
aleatdrio: Deviance = 654,8,pp = 1,8; DIC = 656, 6.
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Valores observados e distribuicoes preditivas

Frequencias observadas e preditas sob cada uma das prioris
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Recursos Computacionais

® Implementar o modelo diretamente em R.

m Implementar o modelo diretamente nos programas: WinBUGS,
OpenBUGS, JAGS, Stan; ou fazé-lo através dos respectivos pacotes
que permitem usé-los diretamente no R, R2WinBUGS
(WinBUGS/OpenBUGS), rjags, R2jags (JAGS), rstan (Stan).

m Pacotes no R: blme, MCMCglmm, MCMCpack, brms (modelos

previamente implementados).
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