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Introducao

m A inferéncia bayesiana (IB) é baseada, essencialmente, no teorema
de Bayes, que é uma consequéncia da definicdo de probabilidade
condicional (e o teorema da probabilidade total).

m Com efeito, se A e B s3o dois eventos do mesmo espaco amostral,
entao:

P(BJA)P(A)
P(B)

m Os alicerces da IB s&o (slide seguinte):

P(A|B) =
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Introducao

a) Assumir que @ ¢ aleatdrio, em certo sentido, (va, para modelar a
incerteza que temos sobre ele), com suporte © C RK

b) A descricdo desse comportamento aleatério (incerteza) é
especificado através da distribuicdo a priori (7(.)) (ndo
necessariamente uma distribui¢do de probabilidade).

c) O modelo estatistico é especificado por fx(.|0) = fx(.,8), cuja
interpretacdo é a distribuicdo de X|6 (X dado que 6 assume o valor
0. Isto é, Vx € X, isto é

fx10(x|0) = fx|H=6(x|0)

em que: H:Q — ©.
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Introducao

m Além disso, fy(0) = 7(0) é a distribui¢do a priori, enquanto que a
distribuicdo de H|X = x, m(0]x) = fx|x=x(0|x) é a distribuicdo a
posteriori. Das relacGes anteriores, temos que

m()x) = fux=x(8]x) = fer(x.0) _ fxju=a(x10)fx(6)

fX(X) fx(x)
_ fxI0)f(0) _ £(x|0)7(0)
fx(x) f@ fX\H:g(X|9)fX(9)d9
_ fo)(6)
Eo(f(x|H))
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Introducao

won

m Portanto, m(0|x) o f(x|0)7(#), em que o simbolo “x" denota que
os membros da relagdo acima s3o proporcionais em relacdo a 6. Isto
¢, 3 uma constante ¢ que n3o depende de 0, tal que:

w(0|x) = cf(x]0)7(0)
c = / f(x|0)w(0)d6
e

m Especificacdo do modelo bayesiano: X6 ~ fx(.|6).
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Introducao

m Exemplo: Seja X|0 ~ Bernoulli(6), 6 € (0,1) e assuma
6 ~ beta(a, 8), @ e 8 conhecidos.

m A distribuicdo a posteriori é dada por:

_ f(x10)m(9)
m(0b) = 1o F(x[0)m(6)do

Prof. Caio Azevedo



Introducao

m Ent3o,
m(@]x) o O (1—0)"X0* (1 —0) 1 01)(0)
9x+a—1(1 _ 9)5_”1_1]1(071)(9)

m Logo, 0| X = x ~ beta(a+ x, 5 — x + 1).

m Exemplo: Seja Xi, ..., X, uma aa de X|0 ~ Bernoulli(#), encontre a

posteriori, sob 8 ~ beta(c, ). Temos que:

fx(x; 0) = 0215 (1 — 0)" == T Lgo,1 ()
i=1
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Introducao

m Assim, vem que:

m(0]x) o F(x|0)(0)
= X1 = 0)" 207 (1 - 0)P Mg ) (0)
ot x,-—l(l _ 9)ﬁ+nfz,":1 xi—1 (1)

que corresponde ao niicleo de uma distribuicdo (parte que depende
de 0) beta(a+ >, x;, B+ n— >, x;). Logo,

0)x ~ beta <a+ix,-,ﬁ+ n— ix,-) .
i=1 i=1
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Introducao

m Note, portanto, que o “estimador” bayesiano é a prépria distribuicdo

a posteriori.

m Por exemplo, dela podemos obter :
m Estimativas pontuais (média, moda e mediana a posteriori).
m Intervalo de credibilidade (quantis de interesse).
m Calcular as probabilidades de ocorréncia de hipdteses (testes de

hipStese).
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Introducao

at> T X
a+pB+n —
x1=x2=x3=0ea=p=1. Assim, teriamos Oy, =0 e

m Por exemplo, §EAP =E&(0)1X) = . Suponha que observemos

aEAp = 1/5. Qual estimador é melhor?

m No exemplo vimos que priori(beta(a, 3)) — posteriori(beta(a*, 5*)).
Ou seja, a priori e a posterior pertecem a mesma familia.

m Nesse caso, dizemos que o modelo Bernoulli (verossimilhanga) é

conjugado ao modelo beta.

m Isto ocorre, nesse caso, porque

L(g) o 92?:1 Xi(]_ — 9)”_21"’:1 Xi
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Introducao

m Suponha que a distribuicdo de X é dada por:

k

fx(x;0) = h(x)exp {Z ci(0)t; + d(O)} ,0 € © C Rk

j=1
em que Q = {t € R*"1, w(t) < oo}, 6 = (61,...,0¢),
£ =t ti1) e w(t) = [exp {1, 604 + tisad(6) } 6.
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Introducao

m Teorema: A familia exponencial k + 1 paramétrica. Note que:

k
exp{ > G(0)t + tii1d(6)

j=t

w(0|t) = 7(0) = ()

a priori, é a distribuicdo conjugada de f(x|@) (dado anteriormente),
ou seja: f(x]0) — w(0) — 7(0]x)
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Cont.

m Exemplo: Seja X|0 ~ N(6,5?), o conhecido.

1 X2 0x 62
= h(x)exp c1(0)t1(x) + d(0)
ti(x) = x, d(0) = — 2

em que ¢;(0) = 2

o2 T 207
m Aplicando o resultado do teorema acima (k=1), temos que:
1 0ty 92t2
O|t1, t. = —e&Xpy—H5 — =5
(0t t2) w(t, ta) p{ o2 202

—t (5 ty t t2
= - g2 ot 1
exp{ o2 ( tr + to + 20’2t2
_¢2 y_h 2
X expy—=—5 |0——
P 202 tr
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Cont.

m Assim,

tl o?
9|t1, 5~ N
t bt

m Ou seja, nesse caso a familia conjugada é N(n, o?).

m Obs: a) O Teorema anterior também vale sob aa, ou seja, ou seja

fx(x|0) = h(x)exp Zc,(e Z (xi) + nd(09)

i=1

m Ent3o se,

w(0|t) = exp Z (0)tj + ti1d(0)

é a distribuigdo a priori (familia conjugada) de 6.
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Cont.

m Logo, de acordo com o teorema, a distribuicdo a posteriori é dada

por:

W(G‘X) =7 <0|t1 + Z tl(X,'), tr + Z tg(X,'), cony b1 + n>
i=1 i=1

m Exemplo: Seja Xi, ..., X, uma aa de X|u ~ N(u,0?) com o2,

conhecido.
m Seguindo o exemplo anterior, temos que:
n
w(0)x) = n(0]t1 + Z ti, ta + n) (ou seja)
i=1

i+ i,x o° )

tb+n 't+n

Prof. Caio Azevedo

mx:xNN(



Cont.

m Por exemplo,

t n X,' t- '.L i
E0|X) = %(esﬁmador); E0|X) = %(estimativa)
2 2

m A priori de § é N(n,72), em que:

t1 - o? o? 77(72
= —7T"=—outbh=—out=—
" tr to 2 72 ! T2
m Dessa forma:
n02 n 2 2 —
) X o°/T nx
5(9‘X) —_ T2 = Zl—l 1 — (02/ )T] + —
7z =AU L

= an+px,a+pf=1
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Cont.

m Exemplo: Sejam Xi, ..., X, aa de X|o? ~ N(6,0?), § conhecido.
Assim:

1 1<
2y _ _ § : . 0)?
fX(X|U ) - (27'('0'2)”/2 exp{ 252 r— (XI 9) }
m Sejam ¢y =02 es =3 (x —6)> Assim

F(xlb) o exp {—w} /2

m Vamos considerar que a priori de v é dada por:

m(v) o™ Wexp{ 2w}

em que k e sy sdo conhecidos.
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Cont.

n Entéose)\:%—m/):f Logoﬂ——%,

m Portanto,

S0\ ~k/2 55
m(A) (X) e A/zp

o AK/2=25=2/2 _ \(k—8)/24=)/2

m Seja agora, X ~ gama(a,1/8), fx(x) = %xo‘_le_ﬁx.
mSea=k/2e3=1/2, entdo

1
2T (k/2)

Prof. Caio Azevedo

xk/2=1g=x/2 x X2
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m Entdo, se v = k — 2, temos que:

71_()\)0()\/(/271 —\/2 _ )\IJ/2 1 7A/2 )‘NXV

] Notequewz%—mbfv;—g.

m Assim,

m(A )_fA()\)@Oﬂﬁ /2= g=s/v
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Cont.

m Ou seja

(1) = cp-W2 D5/t ¢ _ / T w2 g/ gy
0
m Portanto, a distribuicdo a posteriori de i) é dada por

m(|x) o F(x[W)m(ih) o e/ 2y~ (/27D gm0 /20
_ z/,—(n+v)/2—1e—(w/2)(s+s<a)

s+sp
2

n+v

m Dessa forma: ¢|X = x ~
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m Logo,

sot+s s+ (xi—0)?

n+v-—2 n+v-—2
So n ~2

n+yf2+n+1/f2

memque 52 =137 (x; — 0)?

m Exercicio: No exemplo anterior, usando o teorema visto, obtenha a

E(Y1X)

distribuicdo a priori de 0 que seja conjugada com respeito a
N(B,0?)
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Introducao a Teoria da Decisao

m Seja X = (Xy,..., X,) um vetor aleatério com fdp fx(.|0),
0 c 0 C Rk
m Os elementos basicos da Teoria da Decisdo s3o:
© : espago paramétrico (estado da natureza).
A : é o conjunto das possiveis acdes que podem ser tomadas
(exemplos):
B A: {é o conjunto dos estimadores pontuais}.
B A: { é o conjunto das fun¢des de teste}.
Uma fungdo de decisdo definida por d : X — A, (x — d(x)) que é
formulada para se obter informacdes sobre 8. Notagdo:
D : {classe de todas as fun¢des de decisdo}.
Para avaliar a escolha de uma fung¢&o de decisdo (d € D), vamos

considerar o conceito de fungdo perda.
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Funcao de perda

m A fungdo de perda (as vezes chamada de fungdo perda) é definida
por:

L(d,0) = L(d(x),0)
(D,©) — RT

satisfazendo as seguintes propriedades:
a) L(0,d)>0,Yd € D,0 € ©.
a) L(0,d) =0, sed=20.

m Note que considerarmos d = d(X) entdo L(d(X),0) é uma va.
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Exemplos de funcao de perda

Ly = (d — 0)? (perda quadratica).

L, = |d — 0| (perda modular ou perda absoluta).

[ 1, se|d—0]>¢€e>0
> 1o, se |d—0] <e

(perda (0-1)).

A d—10
L4:{ , sel > ee>0 (perda (0 - A)).

0, se|ld—0<e
Ls = p(0)|d — 0|, p(0) > 0,¥0,r > 0 (perda generalizada).
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Perda esperada (risco frequentista)

m Para uma dada fungdo de perda, o risco frequentista é definido como
sendo o seu valor esperado em relagdo a distribuicdo de X6, ou seja

Z L(d f(x|0), se X for discreto
/ L(d(X),0)f(x|6)dx, se X for continuo
X

m Exemplo [Erro quadratico médio (frequentista)]: Exo[(d(X) — 6)?].
m Em geral, na inferéncia frequentista, busca-se o estimador que

minimiza o risco acima definido (restrito a uma determinada
subclasse de estimadores).
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Perda esperada (risco frequentista)

m Obs: Se L(#,d) = (6 — d)?, entdo

R(0,d) = Exjo[(0—d)?] = EQMe(d)
= V(d) + Bj(d)

m Exemplo: Seja Xi, ..., X, uma aa de X ~ N(u,o
classe de estimadores de o2 dada por dy(X) = 5, = bS2, em que
52 =L 5" (X; — X)? e b é constante.

m Temos que: £(S?) =02, V(5?) = 5%41 Seja

2) e considere a

R(6,5)) = R(0%35) = Vy2(Sp) + ggz(§b—a2)2}

2b%0* 2b%0*

- +(bo® —0?)? = —— + (b= 1)’0" = g(b)

n—1




Perda esperada (risco frequentista)

m Portanto, o estimador da classe S, que tem menor risco
(considerando perda quadratica) é dado por:

s n-lg, 1 N oo
5b_n+15_m§(x’_x)

m Obs: considere as decisdes:

n—1
dl(x) = n+152(R(97d1))7
h(X) = S*R(0,d)),

ds(X) = *(R(0,ds))
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Compar. de riscos (n=5, veja também Casella & Berger
(2006))

R(0. d)

R(6. d) I

R(A, d)
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Perda esperada (risco frequentista)

m Considere agora a funcio perda (Exercicio: mostre que é uma

L(e,d):%dqn (d>

funcdo perda):

o2
m Ent3o
~ Sh Sh
R(o? = — —1—-In—
(0%, Sb) EX|o? <02 n 02>

52
= ;€X|gz(52) —1—-In(b)+¢& (— In 02>
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Perda esperada (risco frequentista)

m Def: Dizemos que um procedimento d; é melhor do que um
procedimento d, se

R(0,d1) < R(d»,0),V9 € © e
R(8,d1) < R(6, d), para pelo menos um 6.

m Se d; e d, s3o tais que: R(d1,0) = R(d,0),V0 € © dizemos que dy
e d» sdo equivalentes.
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Risco de Bayes

m O risco de Bayes ¢ definido como a perda média do risco

frequentista, a priori, em relagdo a #, ou seja

r(m, d) = /e R(d,0)x(0)d6

m Em principio, tal medida considera (explicitamente) apenas a priori.

m Como introduzir a distribuicdo a posteriori no risco de Bayes?
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Risco de Bayes (cont.)

m Note que

r(m,d) = | R(6,d)n(0)do
_ / L(o, d(x))f(x|t9)dx} 7(0)do
LJ X

0

A
A

_ /e _ /X (0, d(x)) L1 )f(x)dx} do
/.

! f(x)
/ Lo, d(X))7r(9|x)d9] F(x)dx
L/ ©

RB(ﬂ‘,d)




Risco a posteriori (ou integrado)

m Em geral, Rg(m,d) :/ L(0,d(x))m(0]x)d0 = Egx (L(0,d(x))) é
e
chamado de risco integrado ou a posteriori de Bayes.

m O estimador Bayesiano (d™) que minimiza Rg(d, p) é chamado de

estimador de Bayes. Ou seja,

r(m,d™) = ding r(m, d) (2)

m Encontrar o estimador de Bayes significa minimizar £y x(L(0, d)).
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Risco a posteriori

m Obs: Segundo a definicdo acima, pode ocorrer que:

m N3o exista d” em D que satisfaga (2).
m Pode existir mais de um estimador de Bayes.

m A priori n3o precisa ser uma distribuicao de probabilidade, tampouco
ser prépria ([o m(0)d6 = c0).
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Estimadores Bayesianos associados a funcoes de perda

especificas

m O estimador EAP é o estimador de Bayes para a funcdo de perda
Ly = (d —6)>.

m O estimador MeAP (mediana a posteriori) é o estimador de Bayes
para a funcdo de perda L, = |d — 6|, em que A é uma constante.

m O estimador MAP (moda a posteriori) é o estimador de Bayes para

A seld—0|>¢ce>0

a funcdo de perda Ly = { 0, se|d—0]<e
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Demonstragdo para a funcdo de perda L; = (§ — 0)>

m Queremos minimizar g(d) = /(d — 0)?7(0]x)df em relacio a d.
e

Por outro lado, note que:

g(d) d2/ep(9|x)d9—2d/eap(a|x)d9+/ea2p(9|x)d9

= d?—2dE(0]X) + E(0%X)

m Derivando a expressdo acima com relacdo a d, igualando a expressao
resultante a 0 e resolvendo-a em relagio a d, temos que

d = Opayes = E(0]X).

m Obs: Se 7(6) é uma fungdo de 6 com distribui¢do a priori 7(.),
entdo, sob perda quadratica, o estimador de Bayes é
d™(X) = E(T(0)| X = x).
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Exemplo

m Seja Xi, ..., X, uma aa de X|6 ~ Poisson(f), com
0 ~ gamma(a, 1/b) (familia conjugada).

m Temos que

7(0]x)

R

f(0]x)m(6)
e—neeniea—le—be

= 92"":1X’+a_1e_("+b)9]1(o,oo)(9)
m Assim, 0| X = x ~ gama(>.7_; x; + a,1/(n+ b)). Logo,
nX a

b+n+b+n

£(0|1X) =
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Exemplo

m Qual seria o estimador de Bayes, de 7(6) = 62, sob perda
quadratica? Temos que

E(6?|X) = V(0|X)+ E*(0]X)
S Xi+a nX a
(n+ b)? * b+n+b+n

_ Z('nlJrXbH <1+ZX +a>

2
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Exemplo

m Func3o de Risco frequentista. Temos que : d™(X) = Egzﬂr):)“ (sob

perda quadratica). Assim

R(0,d™) = 5[(W—9>2]

b+n
n n 2
_ V(Z;_1Xi+a)+ [5 <Zi_1xi+a)_9:|
b+ n b+ n
o (a-b0 2 nO+a® —2ab+ b —6?
(n+ b)? b+n) (n+ b)?

=G _: by? [a> + b°6° + (n — 2ab)0)]
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m Cont.:

R(0,d™) = E£QMy(d™) =

1 [az b?0% (1 Zab)e]
(n+b)2/n

n n n
1 [az p?0?  (1-— 2ab)9}
= SR
n n n

) 2
(% +v7)
m Logo, lim,, . R(6,d™) = 0.

m Assim, d™(X) é um estimador consistente.
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Exemplo

m Risco de Bayes: temos que:

K d™) = /e R(0, d™)r(0)d0 = £, (R(6, d™))

= b (2 RE) + (n—2ab)EO))

(b+n)?
= 1 2>+ b? iJra—z + (n—2ab)—
~ (b+n)2 b2 p? b
a n a
~ (b+n) <1+E ~ b(b+n)




Teorema

m Seja X um vea com fdp 7x().|0, 6 € © C Rk e T uma estatistica
suficiente para 8. Se 7(.) é a priori para 8, o estimador de Bayes de
0 é funcdo de t, isto é:

d" = G(T(X))

m Exercicio: demonstre que a posteriori também depende de T.

m Exemplo: Seja X, .., X,, uma aa de X ~ N(0,02) e 0 ~ N(u,72),
com o2, i1, 72 conhecidos. Considerando perda quadratica, temos
que:
d™(X)=E(O)X) = -2 X +

2
2, 0
T+ n
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Procedimento Minimax

m Dizemos que d* é uma regra (estimador) minimax se

supgeoR(0, d*) = infyepsupycoR(0, d) ou

supgecoR(0,d") < supycgR(6,d),Vd € D
m Teorema: Suponhamos que d™ é um estimador de Bayes e
R(0,d™) < r(m,d™),V0 € ©.

Entdo d™ é uma regra (estimador) minimax.

m Teorema: Seja 7 uma priori para 6 e d™ o estimador de Bayes tal

que R(6,d™) n3o depende de #. Entdo d™ é um estimador minimax.
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Procedimento Minimax

m Exemplo: Seja Xi, ..., X, uma aa de X ~ Bernoulli(),
0 ~ beta(a, b) (a,b) conhecidos e considere a perda quadratica.

Obtenha o estimador minimax.

m Temos que (estimador de Bayes):

nX + a
n+a+b

L
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Procedimento Minimax

m Neste caso, temos que

nX +a 2
R(dﬂ’e) = Sx|9 (W — 9) ]
— — 2
nX + a nX + a
= e e
ng(n—i-a-l—b)Jr{g(n—i-a-i—b )]
1
— - - AZ_B 2
(nragpp A BI+
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Procedimento Minimax

mem que A= ((a+ b)2—n) e B=(2a(a+ b) — n). Assim, d™ é

minimax < A = B = 0, ou seja, & a = b= 4",

m Portanto, )
RO,7) = ——rrs
0.9%) = 27 vy ©
~ nX++/n/2
d=—""-—
n++/n
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Conjuntos (intervalos) de credibilidade

m Def: um conjunto de credibilidade de nivel y =1 — « é um
subconjunto C de ©, (C C ©), tal que:

P(@eClx)>1—a«

em que

> occ ™(0|x), se O for discreto
Jem(0]x)df, se 6 for continuo

P(0 € Clx) = {

m Seja © C R¥, entdo um "boa” regido de credibilidade é um
subconjunto C de © que tem o menor “tamanho” (comprimento,
area, volume). Por exemplo, se © C R e C =[L,S], entdo C é um
“bom” intervalo de credibilidade se tiver menor comprimento

possivel.
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Conjuntos (intervalos) de credibilidade

m Se © C R, entdo podemos ter as seguintes situagdes:

i) C=]LS].
i) C=1a89].
i) C=1[L,b].

em que a e b sdo, respectivamente, o limite inferior e superior do
espaco paramétrico.

m Usualmente, no caso acima, calculamos

P(ti(x) < 0 < ta(x)[x) = 5

m Exemplo: Seja Xi,..., X, uma aa de X ~ Poisson(f) e
0 ~ gama(a, 1/b). Entdo 0|x ~ gama(a+ > ., x;,1/(n+ b))
(exercicio).
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Conjuntos (intervalos) de credibilidade

m Portanto, 2(n+ b)f|x ~ X;(a+2" )
i=1%i

m Desse modo temos que:

Plqn <2(n+b)bd < qp) =1—a =17
01 Q2

P<2(n+b)§9§2(n+b)>‘1‘“‘”

m Portanto, ICg[0,7] = [ﬁ, %}, emque P(Y < q1) = §,

PY > @) = 5. Y ~ Xy )
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Testes de hipdtese

m Considere as hipéteses Hy : 8 € ©p vs H; : 8 € ©; = ©F. Entdo, do
ponto de vista cldssico (frequentista), a mensuracio da qualidade é
feita em termos dos erros do tipo | e |l e a decisdo é tomada de
acordo com as priporiedades da regido critica (embora também se
possa avaliar a qualidade dos testes bayesianos através de critérios
frequentistas).

m Do ponto de vista Bayesiano, temos que decidir entre Hy e H;
considerando as informagdes a priori de 8(x(.)) e a distribui¢do a
posteriori (m(.|x)).

m Dada a distribuicdo a posteriori, podemos calcular, por exemplo:

P(Ho|x) = P(6 € ©¢|x) = P(Hp é verdadeira|x)
P(Hi|x) = P(6 € ©1]|x) = P(H, é verdadeira|x)
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Testes de hipdtese

m Podemos, assim, rejeitar Hp se ﬁgmig > ¢, c€(0,00), em que ¢

deve ser escolhido de forma conveniente.

m Em termos dos conceitos de testes de hipdteses frequentistas a RC é
da forma
RC={xec X :P(0cOfx)>c}

m Consequentemente, RC€ = {x € X : P(0 € ©§|x) < c}

m Essencialmente, a abordagem acima é (til para testar hipéteses do
tipo 0 < (<)90, 0> (>)00, 0 e (90,91), 0 < (<)00 ou > (>)01.
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Testes de hipdtese

m Para outras formas de testar hipSteses (do ponto de vista bayesiano)
e para hipdteses precisas (6 = 6p) veja aqui.

m Exemplo: Seja Xi, ..., X, uma aa de X ~ N(0,02%) e 6 ~ N(u,7?),
com 1,72, 0% conhecidos. Considere as hipéteses: Hp : 6 < 6 vs
Hy: 6 > 6.

m Neste caso, temos que: 0|X = x ~ N((1 — n)X + nu, nT2),

J— ag
= 252
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Testes de hipdtese

m Por outro lado, n3o se rejeita Hy se

P € ©glx)>c = PO <6bx)>c

B <90— (1-n X—77,u>

_ 00(1\[7-)X77.UJ (C)

- x> 0o +np +oL(c)

m Assim, a RC é dado por:

RC:{XER":x>HO_n’u+¢_1(C)}
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