Familia exponencial

Prof. Caio Azevedo

Prof. Caio Azevedo



Introducao

m H3 basicamente trés aspectos inferenciais relativos ao pardmetro (6)

m Estimagdo pontual: produzir uma estimativa pontual (ndimero) para
f, a mais acurada possivel.

m Estimag8o intervalar: produzir uma estimativa intervalar (intervalo
numérico) para 6, a mais acurada possivel. Pode ser estendido para
intervalos de confianga simultdneos e regides de confianga.

m Teste de hipdtese: propor um mecanismo de decisdo para escolher
uma entre duas hipdteses, da forma mais acurada possivel. Pode ser
estendido para trés ou mais hipdteses no total, escolhendo-se pelo

menos duas.
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Familias especiais de distribuicdes de probabilidade

m Existem varias familias de distribuicdes de probabilidade que

apresentam diversas propriedades de interesse.

m Algumas dessas propriedades (de algumas dessas familias) permitem
encontrar resultados (sub-)6timos, em relacdo a elementos de
Inferéncia Estatistica.

m Exemplos de familias especiais: familia exponencial, familia de
distribuicoes elipticas, familia de localizacdo-escala, familia de
mistura de escala, familia de mistura de localizagdo-escala, familia

Tweedie, familia de modelos exponenciais de dispersdo entre outras.
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Familias especiais de distribuicdes de probabilidade

m Nos focaremos nas seguintes familias:

m Familia exponencial (FE).
m Familia de localizag¢do (FL).
m Familia de escala (FES).

m Familia de localizagdo-escala (FLE).
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Familia exponencial

m A FE é de extrema importéncia no estudo dos modelos (de

regress3o) lineareas generalizados (aqui).
m Congrega tanto distribuiges discretas quanto continuas.

m Apresenta diversas propriedades que facilitam/permitem a
demonstragdo/obtencio de resultados inferenciais (muito)

importantes.
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http://www.ime.unicamp.br/~cnaber/Material_MLG_1S_2016.htm

Familia exponencial

m Dizemos que a distribuicdo de uma va X pertence a familia
exponencial k-paramétrica (nota¢do: X ~ FE,(6)) se sua fdp é da

forma:
f(x:8) = h(x) e 3 6(0)5(x) + d(6) p La(x)

em que @ = (01, ..,0k) € © C R¥,

h: R — RT (ndo depende de ), ¢; : R — R (n3o depende de x),
t; : R — R (n3o depende de ), d : R — R, (n3o depende de x),
j=1,2,...,k, A€ R (ndo depende de 0).
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Familia exponencial

m Caso particular de grande importancia: familia exponencial

bi-paramétrica (aqui)

m (Algumas) Formas alternativas:
= £(xi0) = h(x)a(6) exp {7, 6(0)5() } La()
2(8) = exp{d(0)}.
n fx(x:0) = exp {1 6 (0)5(x) + d(8) + g(x) } La(x),
£(x) = exp {In h(X)}.
" f(x:0) = exp { L, 6(0)50) + £ } a(6) L)
2(6) = exp{d(8)} e g(x) = exp {In h(X)}.



http://www.ime.unicamp.br/~cnaber/Aula_FE_MLG_1S_2016.pdf

Exemplo 1: Bernoulli (6),6 € (0, 1)

m Temos que:

i(x:0) = 6(1—6)""113(x)
= exp{xInf—xIn(1—-0)+In(1—0)} Lg,13(x)

exp {Xln <1 2 9> +In(1— 0)} L0,13(x)
= h(x)exp {c(8)t(x) + d(8)} Ta(x)

em que c(6) = In (%), t(x)=x,d@)=In(1l—-0), h(x) =1e

A ={0,1}. Assim, X ~ FE().




Exemplo 2: X ~ N(u,0c?)

m Temos que ((u,0%) € R x R desconhecidos, 8 = (u,0?)) e:

(22| 1
exp{ 252 1r(x)

1 2 2
= Ir(x)exp {—X XA, 0}
o

fx(x; 6)

Var

em que ci1(0) = —55, @(0) = 4, ti(x) = X%, t(x) = x,
d(6) = — 4% —Ino, h(x) = - lr(x) e A=TR. Assim, X ~ FEx(6).
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Outros exemplos

m Outras distribui¢des que pertencem a familia exponencial.
m binomial(n, 0), n € Nt (conhecido) e 6 € (0, 1).
m Poisson(), 8 € R".
m gama(r,0), (r,0) e R" x R™.
m geométrica(d),0 € (0,1).
m beta(a, b),(a, b) € R* x R*.
m multinomial,(n, @), n € N, 8 = (61,0, ...,0,-1),
0; € (0,1),i=1,2,...,p—1, >P7"6; € (0,1), veja mais aqui.
m Ny(p, X), p € RP, X: positiva definida, veja mais aqui.
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Exemplos de distribuicbes que nao pertencem a FE

m Distribuigdes cujo suporte (conjunto A) depende de 6.
s U(0,6), 0 € R*.
m fx(x;0) = ef(xfg)II.(g,oo)(x), 0eR".

m Cauchy(p,0?), p€ Red? € RY,

1 1
fx(x;0) = —— 1 )
X(X ) TO 1 4+ (x;u)2 R(X)
m Exercicio: apresentar, pelo menos, trés (outras) distribuicdes que

nao pertencem a familia exponencial.
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m Resultado: Seja Xi, ..., X, uma aa de X ~ FE,(0), 6 € © C R¥.
Ent3o a distribuicdo de X = (X, .., X,;)" pertence a FE.(6).

m Demonstracgao:

fx(x; 0)\:’/ H x(x;; 6)

i

Q.
I
L
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Teorema

m Dessa forma X ~ FE,(0) (se cada va pertence 3 FE entdo, a

distribuigdo conjunta também pertence a FE).

m Do resultado (slide) anterior, note que, se k = 1, ent3o:

i (x: 0) = b (x) exp {c(6)t" (x) + 0" (6)} La(x)

em que t*(x) = >.7_, t(x;) e as outras quantidades s3o como no
slide anterior.

m Teorema: Seja Xi,.., X, uma aa de X ~ FE(0), § € © C R. Entdo
a distribuicdo de T = t(X) = >_"_, t(X;) também pertence a FE(0).
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Transformagdo (Teorema): Caso discreto

T=t(X)
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Teorema

m Demonstracdo: 1) Caso discreto.

fr(t0) = Po(T=t)= Y. Pe(X=X)

x:t(x)=

Z h(x) exp {c(9 t(x) + d(6)} La(x)

x:t(x)=t

= Z h(x)exp {c(0)t + d(0)} Lg(t)

x:t(x)=t

= exp{c(O)t+d(0)} 1a(t) >  h(x)

x:t(x)=t

= g(t)exp{c()t +d(0)} Lp(t)

Assim T ~ FE(6).




Transformagdo (Teorema): Caso continuo

T=(t(X) X, ... X,)
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Teorema

m Demonstracdo: 2) Caso continuo.

m Utilizaremos o método do Jacobiano. Suporemos que a

transformacdo t é 1 a 1, ou seja, T; = t(X;) < X; = t~1(T7).

m Para usar o método do Jacobiano, vamos definir as seguintes

transformagdes:
Y., = T= t(X,') = t(Xl) + Z t(X,')
i=1 i=2
Y, = X,j=23,..,n
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Teorema

m Dessa forma, como a transformacdo é 1 a 1, as transformacdes

inversas sao dadas por

X = Y,j=23,..,n
t(X1) = Yi— Y t(Y) = Xa=t'(Vi- > t(Yi) =t (W)
=2 =2
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Teorema

m Por outro lado, temos que o Jacobiano é dado por:

O Ox ox1
Oyr Oy> " Oyn
O Ox 9%
J = 3_X — | on Oy2 T Oy
Oxn  Oxa Oxn
| 9 Oy2 "7 Oyn |
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Teorema

m Em que
8X,' 1, se ,:J S {27 ceny n}
dy; 0, sei#jc{2,....n}
-1
ox atavgw), sej=1
7. - —1 w) & /i .
ay; ,MTME)%};) ,sej€{2,...,n}
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Teorema

m Dessa forma:

0Ax
J=—
ox
[ ot™'(w)  8t7'(w) 8t(w) 8t~ (w) 8t(w) 9t (w) at(w) ]
ow dy2 0y2 y3 ow tU OYn OYn
0 1 0 0
= 0 0 1 0
| 0 0 0 1 ]
Portanto, |J| = ‘%;7}”’)‘.

Prof. Caio Azevedo



Teorema

m Logo (lembrando que t(x) = Y7 t(x;) = »1):

fr(y;0) = [Jfx(T y);0)1s(y)
=)
— 8t8VEW) h(x)exp{c(0)t(x) + d(0)} 1g(y)

at—1(w)

P EUCRON | L)
i=2

x exp{c(@)yr +d(0)} La(y)




Teorema

m Assim, temos que:

fvy(y1;0) = / /fv(y )dya...dy,
= exp{c( y1+d(9)}]1(y1)

< V 175 o \[h(t ))f!h(yl')]d)@---dyn

= b)) = fT(tv 0) = h(t) exp{c(0)t + d(0)} 1c(t)




Teorema

m Em que

bn) = ho= [ | \W(W)\ (e ) T Hmldb-n

n i=2

Portanto, T ~ FE(0).




Cont.

m OBS: Se a transformac3o n3o for 1 a 1, o resultado ainda vale.
Basta dividir X em tantas regides quantas forem necessarias de

modo a se obter transformacdes 1 a 1, em cada uma delas.

m Outros resultados:
m (vetor aleatério) Se X; = (X1, ..., X,)' ~ FE«(8),0 € © C R,
i=1,2,....n, entdo:
m (aa de X) X = (X/,..., X,) ~ FE.(6).
mSek=1 T=1tX)=37",t(X;)~ FE().
m (vetor aleatério) Se X ~ FE((0) e X = (X4, ..., X,)" é uma aa de X,
entdo T = (t1(X), t2(X), ..., t(X))" ~ FE(O).
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Cont.

m Outros resultados (Cont.):

m Se (X, Y) ~ FE((0) n3o, necessariamente, implica que as marginais
pertencerdo a FE,(0).
m Exemplo: Seja (X, Y) " N(0,1) e defina U= £ e V = Y|, entdo

pelo método do Jacobiano, temos:

% 2, 1)2
o (uv) = 5o D T Irme (u,v)
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m Definaainda Z=p+oclUeW=0V,peR,0c e R".

m Nesse caso, pode-se provar que (Z, W) ~ FE;(u, o). Contudo,

1 1

fz(z) = El—l— (%)2

m Ou seja, Z ~ Cauchy(u,0) — Z # FE(0).

Prof. Caio Azevedo



Mais resultados FE

m Se X ~ FE(0), ent3o:

/X h(x) exp {c(0)t(x) + d(0)} dx = 1
Led) = { /X h(x) exp{c(&)t(x)}dx}

m Esse resultado também & vélido se X (ou X)~ FE(@), bem com

para os respectivos casos discretos.
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Parametrizacao Candnica ou Natural

m Seja X ~ FE((0),0 € © C R¥, Definan; = ¢(0), j =1,2,..., k,
n=(m,....nk) e do(n) = d(n), assim

fx(x; 0) = h(x)exp Zn, )+ do(m) $ La(x),ACR

é chamada de parametrizacdo candnica. Seja

c(0) = (c1(0), ..., ck(0))’, entdo

F:{neRK / eXp{Zn,, }dx<+00}

€ chamado de espaco paramétrico natural.
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Parametrizacao Candnica ou Natural

m Se 7); for uma transformagdo 1 a 1, entdo (V j) do(n) = do(c (1))
(verificar).
m Teorema: Seja X ~ FE(#), ent3o.

fgm: Mr(s) = exp{do(n) — do(s +n)}, Vs € (—h, h), para algum
h>0.
E(T) = —Ldo(n) e V(T) = —L3do(n), em que T = t(X).
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Demonstracao

m 1) Temos que (t = t(x)):

Mr(s) = S(e“):/ et h(x)et T gx
x
= ed"(")/ e* h(x)e" dx
x

_ bl gh(n+9) / )+ (145) () i
X

=1,porque ¢ a integral de uma fdp na reta
—  g%(n)—do(n+s)
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Demonstracao

m 2) Temos que:

em) = L) em)= Lmrs)
e _— T ; —_ T
ds s=0 d52 s=0
Por outro lado,
d A ) —do(nts)] — _ ado(m)—do(nts) | 9
EMT(S) = % [e } =—e dsdo(U‘FS)

= r(s) | Sl )
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Demonstracao

m Agora, note que

d . do(n+s+h)—do(n+s)
g+ = lim fim h
— lim fim o014 s 4+ h) — do(n + 5)
h—0 s—0 h
i o(n+h) —do(n) _ d
N llino h ~dn dol()

Portanto, temos que

Mr(0)' = EMT(S)

_=-wr(0) [ d do(n)} — <L) = £(T)
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Demonstracao

m Por outro lado, temos que

:—;MT(S) = % [jSMT(s)] = % |:—MT(5) (:SdO(TH-S)ﬂ

d 2

= - l:dSMT(S) <jsdo(17 + S)> + Mr(s) (C(Iigdo(ﬁ + 5))]

- [—MT(S) (:sdo(n + s))2 + Mr(s) (jszdo(n + 5)>




Demonstracao

m Assim

Mz(s)'l—g = —zMr(s)

_ [_ (0) ((;;do(n)>2 + Mr(0) (j;do(n)ﬂ

2 2
<jndo(n)> - AL sdh(n) = E(T?)

|
<
s'

Logo, V(T) = &(T?) — (&(T))* = —dd—;do(n). Exercicio: demonstrar
que Lrdo(n+5) = 2> do(n).




Teorema

m Se X ~ FE(0),0 € © C R, entio:
m 1) Mr(s) = exp{do(n) — do(n + s)}, Vs uma bola aberta de raio h,
para alguma h > 0.
" 2) &(Tj) = —5;db(n). Cou(Ti, Ty) = — 575 doln),
i,j €{1,2,...k}, em que T = (t2(X), ..., (X)) e s = (s1, .., 5)-
m Prova exercicio.
m Os resultados também valem, de forma andloga, quando temos uma

aa de X(,x1) ~ FE(0) (ou FE«(9)).
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Exemplo (Poisson)

m Seja X; . Poisson(6), i =1,2,....n,, § € R*. Temos que

e—neen? n

Lo 009
fx(X;e) = HTHRN(Xi)ZWHHN(XI)
i=1 =170

i=1

= 1(x) <Hx,-!> exp {nxIn(6) — n6}
= h(x)exp{c(0)t(x) +d(0)}

em que T(x) = [T, Tn(x), A=N", h(x) = ([T x!)
c(8) = In(0), t(x) = nx e d(#) = —nf. Dessa forma, temos que
n=c(0) =In(0) — 0 =e" — dy(n) = —ne"




Cont.

m Portanto, temos que

E(T) = (n) = ne” = né

d
_Tndo

d2 d n n
V(T) = —d772d0(77) = dfnne = ne" = nb
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Exemplo (Normal)

m Seja X; 5 N(0,0?), i=1=2,...,n, 02 € R". Temos que

n

fx(x;0) = H{\/Qljme;i]ln(xi)}

i=1

_ (277)—"/2 02_”/26‘ﬁ S x? H Ir(x)
i=1
= L(x)h(x)e 27 DX 3o’

= exp {c(0?)t(x) + d(c?)} h(x)

em que h(x) = (2m)™"/2, 1(x) = [\~ Lr(x), A=R", c(0?) = — 5%

202"
t(x) =" 1 x? e d(6®) = =5 In(0?). Dessa forma, temos que
n=—5s = 0? :—%%do(n):—iln (—%)
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Exemplo (Normal)

m Dessa forma, temos que

N=—5s 02 = —ﬁ — do(n) = =5 1In (—ﬁ)
m Portanto:
d nd n
g0 = 5 g () ~ ()] = s = o = £(T)
d? n
—Tnz (1) ﬁ = 2”(‘72)2 =V(T)

m Exercicio: repetir os desenvolvimentos em questdo considerando

X; % N(p, o).
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Familia exponencial curvada

m Def: Se a fdp de X (#x(.,0),© C R, d < k), (8 = (04, ...,04)"),

puder ser escrita como

K
fx(x; 0) = h(x) exp ch x) 4+ d(0) p La(x),

A C R (ndo depende de 0), dizemos que X pertence a familia

exponencial curvada d paramétrica (FECy).
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Familia exponencial curvada

m Exemplo X ~ N(6,6?),0 € R. De fato, temos que

\/21?9 exp{—(xz_af)z} e (x)

exp {X2 px_ L (9)} (2r)~

fx(x;0) =




Familia exponencial curvada

m Observacdo 1: Se X; i FEC4(0), i=1,2,...,n (familia exponencial
curvada d paramétrica), entdo X = (X, ..., X,,)’ ~ FEC4(0).

m Observacdo 2: Se d = k temos a familia exponencial completa

(FEK(8)), vista anteriormente.
m DemonstracBes das observacdes 1 e 2 (exercicio).

m Em nosso exemplo, temos o grafico a seguir:
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