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Faḿılia exponencial



Introdução

Há basicamente três aspectos inferenciais relativos ao parâmetro (θ)

Estimação pontual: produzir uma estimativa pontual (número) para

θ, a mais acurada posśıvel.

Estimação intervalar: produzir uma estimativa intervalar (intervalo

numérico) para θ, a mais acurada posśıvel. Pode ser estendido para

intervalos de confiança simultâneos e regiões de confiança.

Teste de hipótese: propor um mecanismo de decisão, para escolher

uma entre duas hipóteses, da forma mais acurada posśıvel. Pode ser

estendido para três ou mais hipóteses no total, escolhendo-se pelo

menos duas.
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Faḿılia exponencial



Faḿılias especiais de distribuições de probabilidade

Existem várias faḿılias de distribuições de probabilidade que

apresentam diversas propriedades de interesse.

Algumas dessas propriedades (de algumas dessas faḿılias) permitem

encontrar resultados (sub-)ótimos, em relação aos elementos de

Inferências Estat́ıstica.

Exemplos de faḿılias especiais: faḿılia exponencial, faḿılia de

distribuições eĺıpticas, faḿılia de localização-escala, faḿılia de

mistura de escala, faḿılia de mistura de localização-escala, faḿılia

Tweedie, faḿılia de modelos exponenciais de dispersão entre outras.
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Faḿılias especiais de distribuições de probabilidade

Nos focaremos nas seguintes faḿılias:

Faḿılia exponencial (FE).

Faḿılia de localização (FL).

Faḿılia de escala (FE).

Faḿılia de localizaçã-escala (FLE).
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Faḿılia exponencial

A FE é de extrema importância no estudo dos modelos (de

regressão) lineareas generalizados (http:

//www.ime.unicamp.br/~cnaber/Material_MLG_1S_2016.htm).

Congrega tanto distribuições discretas quanto cont́ınuas.

Apresenta diversas propriedades que facilitam/permitem a

demonstração/obtenção de resultados inferenciais (muito)

importantes.
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Faḿılia exponencial

Dizemos que a distribuição de uma va X pertence à faḿılia

exponencial k-paramétrica (notação: X ∼ FEk(θ)) se sua fdp é da

forma:

fX (x ;θ) = h(x) exp


k∑

j=1

cj(θ)tj(x) + d(θ)

 11A(x)

em que θ = (θ1, .., θk)′ ∈ Θ ⊆ Rk , h : R → R+(não depende de θ),

cj : Rk → R(não depende de x), tj : R → R(não depende de θ),

d : Rk → R, não depende de x , j = 1, 2, ..., k , A ∈ R (não depende

de θ).
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Faḿılia exponencial

Caso particular de grande importância: faḿılia exponencial

bi-paramétrica (http:

//www.ime.unicamp.br/~cnaber/Aula_FE_MLG_1S_2016.pdf)

Formas alternativas:

fX (x ;θ) = h(x)a(θ) exp
{∑k

j=1 cj(θ)tj(x)
}

11A(x),

a(θ) = exp{d(θ)}.

fX (x ;θ) = exp
{∑k

j=1 cj(θ)tj(x) + d(θ) + g(x)
}

11A(x),

g(x) = exp {ln h(X )}.

fX (x ;θ) = exp
{∑k

j=1 cj(θ)tj(x) + g(x)
}
a(θ)11A(x),

a(θ) = exp{d(θ)} e g(x) = exp {ln h(X )}.
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Exemplo 1: Bernoulli (θ), θ ∈ (0, 1)

Temos que:

fX (x ; θ) = θx(1− θ)1−x11{0,1}(x)

= exp {x ln θ − x ln(1− θ) + ln(1− θ)} 11{0,1}(x)

= exp

{
x ln

(
θ

1− θ

)
+ ln(1− θ)

}
11{0,1}(x)

= h(x) exp {c(θ)t(x) + d(θ)} 11A(x)

em que c(θ) = ln
(

θ
1−θ

)
, t(x) = x , d(θ) = ln(1− θ), h(x) = 1 e

A = {0, 1}. Assim, X ∼ FE (θ).
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Exemplo 2: X ∼ N(µ, σ2)

Temos que ((µ, σ2) ∈ R×R+ desconhecidos, θ = (µ, σ2)) e:

fX (x ; θ) = exp

{
−(x2 − 2xµ+ µ2)

2σ2

}
1√
2πσ

11R(x)

=
1√
2π

11R(x) exp

{
− x2

2σ2
+

xµ

σ2
− µ2

2σ2
− lnσ

}
=

1√
2π

11R(x) exp

{
− x2

2σ2
+

xµ

σ2
− µ2

2σ2
− lnσ

}

= h(x) exp


2∑

j=1

cj(θ)tj(x) + d(θ)

 11A(x)

em que c1(θ) = − 1
2σ2 , c2(θ) = µ

σ2 , t1(x) = x2, t2(x) = x ,

d(θ) = − µ2

2σ2 − lnσ, h(x) = 1√
2π

11R(x) e A = R. Assim, X ∼ FE2(θ).
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Outros exemplos

Outras distribuições que pertencem à faḿılia exponencial.

binomial(n, θ), n ∈ N+ (conhecido) e θ ∈ (0, 1).

Poisson(θ), θ ∈ R+.

gama(r , θ), (r , θ) ∈ R+ ×R+.

geométrica(θ), θ ∈ (0, 1).

beta(a, b), (a, b) ∈ R+ ×R+.

multinomialp(n,θ), n ∈ N , θ = (θ1, θ2, ..., θp−1),

θi ∈ (0, 1), i = 1, 2, ..., p − 1,
∑p−1

j=1 θj ∈ (0, 1), veja mais http:

//www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_DPD_ADD_1S_2017.pdf.

Np(µ,Σ), µ ∈ Rp, Σ: positiva definida, veja mais http://www.

ime.unicamp.br/~cnaber/aula_DNM_Ana_Multi_2S_2017.pdf.
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Exemplos de distribuições que não pertecem à FE

Distribuições cujo suporte (conjunto A) depende de θ.

U(0, θ), θ ∈ R+.

fX (x ; θ) = e−(x−θ)11(θ,∞)(x), θ ∈ R+.

Cauchy(µ, σ2), µ ∈ R e σ2 ∈ R+,

fX (x ;θ) =
1

πσ

1

1 +
(
x−µ
σ

)2 11R(x).

Exerćıcio: apresentar, pelo menos, três (outras) distribuições que

não pertençam à faḿılia exponencial.
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Resultado: Seja X1, ...,Xn uma aa de X ∼ FEk(θ), θ ∈ Θ ⊂ Rk .

Então a distribuição de X = (X1, ..,Xn)′ pertence à FEk(θ).

Demonstração:

fX (x ;θ) =︸︷︷︸
iid

n∏
i=1

fX (xi ;θ)

=
n∏

i=1

h(xi ) exp


k∑

j=1

cj(θ)tj(xi ) + d(θ)

 11A(xi )


=

n∏
i=1

h(xi ) exp


K∑
j=1

cj(θ)
n∑

i=1

tj(xi ) + nd(θ)


n∏

i=1

11A(xi )

= h∗(x) exp


k∑

j=1

cj(θ)t∗j (x) + d∗(θ)

 11A∗(x)

Prof. Caio Azevedo
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Teorema

Dessa forma X ∼ FEk(θ) (se cada va pertence à FE então, a

distribuição conjunta também pertence à FE).

Seja X1, ..,Xn uma aa de X ∼ FE (θ), θ ∈ Θ ⊆ R. Então a

distribuição de T = t(X ) =
∑n

i=1 t(Xi ) também pertence à FE (θ).

Do resultado anterior, note que, se K=1, então:

fX (x ; θ) = h(x) exp {c(θ)t(x) + nd(θ)} 11A(x)
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Transformação (Teorema): Caso discreto

T=t(X) 
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Teorema

Demonstração: 1) Caso discreto.

fT (t; θ) = Pθ(T = t) =
∑

x :t(x)=t

Pθ(X = x)

=
∑

x :t(x)=t

h(x) exp {c(θ)t(x) + d(θ)} 11A(x)

=
∑

x :t(x)=t

h(x) exp {c(θ)t + d(θ)} 11B(t)

= exp {c(θ)t + d(θ)} 11B(t)
∑

x :t(x)=t

h(x)

= g(t) exp {c(θ)t + d(θ)} 11B(t)

Assim T ∼ FE (θ).
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Transformação (Teorema): Caso cont́ınuo

T=(t(X),X
2
,…,X

n
)
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Teorema

Demonstração: 2) Caso cont́ınuo.

Utilizaremos o método do Jacobiano. Suporemos que a

transformação t é 1 a 1, ou seja, Ti = t(Xi )↔ Xi = t−1(Ti ).

Para usar o método do Jacobiano, vamos definir as seguintes

transformações:

Y1 = T =
n∑

i=1

t(Xi ) = t(X1) +
n∑

i=2

t(Xi )

Yj = Xj , j = 2, 3, ...., n
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Teorema

Dessa forma, como a transformação é 1 a 1, as transformações

inversas são dadas por

Xj = Yj , j = 2, 3, ...., n

t(X1) = Y1 −
n∑

i=2

t(Yi )→ X1 = t−1(Y1 −
n∑

i=2

t(Yi )︸ ︷︷ ︸
W

) = t−1(W )
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Teorema

Por outro lado, temos que o Jacobiano é dado por:

J =
∂x
∂y

=


∂x1

∂y1

∂x1

∂y2
. . . ∂x1

∂yn

∂x2

∂y1

∂x2

∂y2
. . . ∂x2

∂yn
...

...
. . .

...

∂xn
∂y1

∂xn
∂y2

. . . ∂xn
∂yn
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Teorema

Em que

∂xi
∂yi

=

 1, se i = j ∈ {2, ..., n}

0, se i 6= j ∈ {2, ..., n}

∂x1

∂yj
=


∂t−1(w)
∂w , se j = 1

−∂t
−1(w)
∂w

∂t(yj )
∂yj

, se j ∈ {2, ..., n}
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Teorema

Dessa forma:

J =
∂Ax
∂x

=



∂t−1(w)
∂w −∂t

−1(w)
∂y2

∂t(w)
∂y2

−∂t
−1(w)
∂y3

∂t(w)
∂w . . . −∂t

−1(w)
∂yn

∂t(w)
∂yn

0 1 0 . . . 0

0 0 1 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . 1


.

Portanto, |J | =
∣∣∣∂t−1(w)

∂w

∣∣∣.
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Faḿılia exponencial



Teorema

Logo:

fY (y ; θ) = |J |fX (T−1(y); θ)11B(y)

=

∣∣∣∣∂t−1(w)

∂w

∣∣∣∣ .h(x) exp {c(θ)t(x) + d(θ)} 11B(y)

=

∣∣∣∣∂t−1(w)

∂w

∣∣∣∣ .[h(t−1(w))
n∏

i=2

h(yi )]

× exp

{
c(θ)y1 + c(θ)

n∑
i=2

t(yi ) + d(θ)

}
11B(y)
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Teorema

Assim, temos que:

fY1 (y1; θ) =

∫
...

∫
fY (y ; θ)dy2...dyn

= exp {c(θ)y1 + d(θ)} 11c(y1)

×

[∫
...

∫ ∣∣∣∣∂t−1(w)

∂w

∣∣∣∣ [h(t−1(w))
n∏

i=2

h(yi )]

× exp

{
c(θ)

n∑
i=2

t(yi )

}
dy2...dyn

]
→ fY1 (y1; θ) = fT (t; θ) = h(t) exp {c(θ)t + d(θ)} 11c(t)
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Teorema

Em que

h(y1) = h(t) =

∫
...

∫ ∣∣∣∣∂t−1(w)

∂y1

∣∣∣∣ [h(t−1(w))
n∏

i=2

h(yi )]

× exp

{
c(θ)

n∑
i=2

t(yi )

}
dy2...dyn.

Portanto, T ∼ FE (θ).
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Cont.

OBS: Se a transformação não for 1 a 1, o resultado ainda vale.

Basta dividir X em tantas regiões quantas forem necessárias de

modo a se obter transformações 1 a 1, em cada uma delas.

Outros resultados:

(vetor aleatório) Se X i = (X1, ...,Xp)′ ∼ FEk(θ),θ ∈ Θ ⊆ Rk ,

i = 1, 2, ..., n, então:

(aa de X ) X = (X ′1, ...,X
′
n)′ ∼ FEk (θ).

Se k = 1, T = t(X ) =
∑n

i=1 t(X i ) ∼ FE(θ).

(vetor aleatório) Se X ∼ FEk(θ) e X = (X1, ...,Xn)′ é uma aa de X ,

então T = (t1(X ), t2(X ), ..., tk(X ))′ ∼ FEk(θ).
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Cont.

Outros resultados (Cont.):

Se (X ,Y ) ∼ FEk(θ) não, necessariamente, implica que as marginais

pertencerão à FEk(θ).

Exemplo: Seja (X ,Y )
ind.∼ N(0, 1) e defina U = X

Y
e V = |Y |, então

pelo método do Jacobiano, temos:

f(U,V )(u, v) =
v

2π
e−(u2+1) v2

2 11R×R+ (u, v)
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Cont.

Defina ainda Z = µ+ σU e W = σV , µ ∈ R, σ ∈ R+. Temos que

Nesse caso, pode-se provar que (Z ,W ) ∼ FE2(µ, σ). Contudo,

fZ (z) =
1

σπ

1

1 +
(
z−µ
σ

)2

Ou seja, Z ∼ Cauchy(µ, σ)→ Z 6= FE2(θ).
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Mais resultados FE

Se X ∼ FE (θ), então:

∫
X
h(x) exp {c(θ)t(x) + d(θ)} dx = 1

→ ed(θ) =

[∫
X
h(x) exp {c(θ)t(x)} dx

]−1

Esse resultado também é válido se X (ou X )∼ FEk(θ), bem com

para os respectivos casos discretos.
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Parametrização Canônica ou Natural

Seja X ∼ FEk(θ),θ ∈ Θ ⊆ Rk , Defina ηj = cj(θ), j = 1, 2, ..., k,

η = (η1, ..., ηk)′ e d0(η) = d(η), assim

fX (x ; θ) = h(x) exp


k∑

j=1

ηj tj(x) + d0(η)

 11A(x),A ⊆ R

é chamada de parametrização canônica. Seja

c(θ) = (c1(θ), ..., ck(θ))′, então

Γ =

{
η ∈ RK :

∫
X
h(x)exp

{
k∑

i=1

ηi ti (x)

}
dx < +∞

}
é chamado de espaço paramétrico natural.
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Parametrização Canônica ou Natural

Se ηj for uma transformação 1 a 1, então (∀ j) d0(η) = d0(c−1(η))

(verificar).

Teorema: Seja X ∼ FE (θ), então.

fgm: MT (s) = exp {d0(η)− d0(s + η)}, ∀s ∈ (−h, h), para algum

h > 0.

E(T ) = − d
dη

d0(η) e V(T ) = − d2

dη2 d0(η), em que T = t(X ).
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Demonstraçao

1) Temos que (t ≡ t(x)):

MT (s) = E(est) =

∫
X
esth(x)eηt+d0(η)dx

= ed0(η)

∫
X
esth(x)eηtdx

= ed0(η)e−d0(η+s)

∫
X
e(η+s)t+d0(η+s)h(x)dx︸ ︷︷ ︸

=1,porque é a integral de uma fdp na reta

= ed0(η)−d0(η+s)
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Demonstraçao

2) Temos que:

E(T ) =
d

ds
MT (s)

∣∣∣∣
s=0

; E(T 2) =
d2

ds2
MT (s)

∣∣∣∣
s=0

Por outro lado,

d

ds
MT (s) =

d

ds

[
ed0(η)−d0(η+s)

]
= −ed0(η)−d0(η+s)

[
d

ds
d0(η + s)

]
= −MT (s)

[
d

ds
d0(η + s)

]
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Demonstraçao

Agora, note que

d

ds
d0(η + s)

∣∣∣∣
s=0

= lim
s→0

lim
h→0

d0(η + s + h)− d0(η + s)

h

= lim
h→0

lim
s→0

d0(η + s + h)− d0(η + s)

h

= lim
h→0

d0(η + h)− d0(η)

h
=

d

dη
d0(η)

Portanto, temos que

MT (0)′ =
d

ds
MT (s)

∣∣∣∣
s=0

= −MT (0)

[
d

dη
d0(η)

]
= − d

dη
d0(η) = E(T )
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Demonstraçao

Por outro lado, temos que

d2

ds2
MT (s) =

d

ds

[
d

ds
MT (s)

]
=

d

ds

[
−MT (s)

(
d

ds
d0(η + s)

)]
= −

[
d

ds
MT (s)

(
d

ds
d0(η + s)

)
+ MT (s)

(
d2

ds2
d0(η + s)

)]
= −

[
−MT (s)

(
d

ds
d0(η + s)

)2

+ MT (s)

(
d2

ds2
d0(η + s)

)]
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Demonstraçao

Assim

MT (s)′′|s=0 =
d2

ds2
MT (s)

∣∣∣∣
s=0

= −

[
−MT (0)

(
d

dη
d0(η)

)2

+ MT (0)

(
d2

ds2
d0(η)

)]

=

(
d

dη
d0(η)

)2

− d2

dη2
d0(η) = E(T 2)

Logo, V(T ) = E(T 2)− (E(T ))2 = − d2

dη2 d0(η). Exerćıcio: demonstrar

que d2

ds2 d0(η + s) = d2

dη2 d0(η).
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Teorema

Se X ∼ FEk(θ),θ ∈ Θ ⊆ Rk , então:

1) MT (s) = exp {d0(η)− d0(η + s)}, ∀ s uma bola aberta de raio h,

para alguma h > 0.

2) E(Tj) = − ∂
∂ηj

d0(η), Cov(Ti ,Tj) = − ∂2

∂ηi∂ηj
d0(η),

i , j ∈ {1, 2, ..., k}, em que T = (t1(X ), ..., tk(X ))′ e s = (s1, .., sk).

Prova exerćıcio.

Os resultados também valem, de forma análoga, quando temos uma

aa de X ∼ FE(θ) (ou FEk(θ)).
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Exemplo (Poisson)

Seja Xi
iid∼ Poisson(θ), i = 1, 2, ..., n,, θ ∈ R+. Temos que

fX (x ; θ) =
n∏

i=1

e−θλxi

xi !

n∏
i=1

11N (xi ) =
e−nθθnx∏n

i=1 xi !

n∏
i=1

11N (xi )

= 11(x)

(
n∏

i=1

xi !

)−1

exp {nx ln(θ)− nθ}

= h(x) exp {c(θ)t(x) + d(θ)}

em que 11(x) =
∏n

i=1 11N (xi ), A = N n, h(x) =
(∏n

i=1 xi !
)−1

,

c(θ) = ln(θ), t(x) = nx e d(θ) = −nθ. Dessa forma, temos que

η = c(θ) = ln(θ)→ θ = eη → d0(η) = −neη
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Cont.

Portanto, temos que

E(T ) = − d

dη
d0(η) = neη = nθ

e

V(T ) = − d2

dη2
d0(η) =

d

dη
neη = neη = nθ
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Exemplo (Normal)

Seja Xi
iid∼ N(0, σ2), i=1=2,...,n, σ2 ∈ R+. Temos que

fX (x ; θ) =
n∏

i=1

{
1√
2πσ

e−
x2
i

2σ2 11R(xi )

}

= (2π)−n/2
σ2−n/2

e−
1

2σ2

∑n
i=1 x

2
i

n∏
i=1

11R(xi ) = h(x)e−
1

2σ2

∑n
i=1 x

2
i − n

2 lnσ2

= exp
{
c(σ2)t(x) + d(σ2)

}
h(x)

em que h(x) = (2π)−n/2, 11(x) =
∏n

i=1 11R(xi ), A = Rn, c(σ2) = − 1
2σ2 ,

t(x) =
∑n

i=1 x
2
i e d(σ2) = − n

2 ln(σ2).

Dessa forma, temos que η = − 1
σ2 → σ2 = − 1

2η → d0(η) = − n
2 ln

(
− 1

2η

)
.
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Exemplo (Normal)

Dessa forma, temos que

η = − 1
σ2 → σ2 = − 1

2η → d0(η) = − n
2 ln

(
− 1

2η

)
.

Portanto:

− d

dη
d0(η) =

n

2

d

dη
[− ln(−η)− ln(2)] =

n

2η
= nσ2 = E(T )

− d2

dη2
d0(η) =

n

2η2
= 2n(σ2)2 = V(T )

Exerćıcio: repetir os desenvolvimentos em questão considerando

Xi
iid∼ N(µ, σ2).
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Faḿılia exponencial curvada

Def: Se a fdp de X (fX (.,θ),Θ ⊆ Rd , d < k), (θ = (θ1, ..., θd)′),

puder ser escrita como

fX (x ;θ) = h(x) exp


k∑

j=1

cj(θ)tj(x) + d(θ)

 11A(x),

A ⊆ R (não depende de θ), dizemos que X pertence à faḿılia

exponencial curvada d paramátrica (FECd).
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Faḿılia exponencial curvada

Exemplo X ∼ N(θ, θ2), θ ∈ R.

De fato, temos que

fX (x ; θ) =
1√
2πθ

exp

{
− (x − θ)2

2θ2

}
11R(x)

= exp

{
− x2

2θ2
+

x

θ
− 1

2
− ln(θ)

}
(2π)−1/2

= exp


2∑

j=1

cj(θ)tj(x) + d(θ)

 h(x)

em que c1(θ) = − 1
2θ2 , c2(θ) = 1

θ , t1(x) = x2, t2(x) = x ,

d(θ) = −
(
ln(θ) + 1

2

)
e h(x) = (2π)−1/211R(x).
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Faḿılia exponencial curvada

Observação 1: Se Xi ∈ FECd(θ) (faḿılia exponencial curvada d

paramétrica).

Observação 2: Se d = k temos a faḿılia exponencial completa

(FEk(θ)), vista anteriormente.

Em nosso exemplo, temos o gráfico a seguir:
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Espaço paramétrico (N(θ, θ2))
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