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Faḿılia Conjugada

Sejam

F = {p(x|θ); ∀ θ ∈ Θ}, uma faḿılia de modelos estat́ısticos

(verossimilhança).

p∗ = {p(θ|η) ≡ p(θ.);∀ η ∈ B}, uma faḿılia de prioris, em que η

são os hiperparâmetros associados.

Dizemos que a faḿılia p∗ é cojugada à faḿılia F , se

∀p(x|θ) ∈ F e p(θ) ∈ p∗ → p(θ|x) ∈ p∗ .

Na prática, em geral, identificar a verossimilhança em θ como sendo

correspondento ao núcleo de alguma faḿılia de distribuições (em

geral essa faḿılia é chamada de conjugada natural).
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Faḿılia Conjugada na faḿılia exponencial

Dizemos que uma variável aleatória X |θ pertence à faḿılia

exponencial (k paramétrica) se sua distribuição puder ser escrita

como

p(x |θ) = exp


k∑

j=1

cj(θ)tj(x) + d(θ)

 a(x)11A(x)

em que A não depende de θ.

Seja Xi |θ
i.i.d∼ X |θ, i = 1, ..., n, então

p(x|θ) = exp


k∑

j=1

cj(θ)
n∑

i=1

tj(xi ) + nd(θ)


n∏

i=1

a(xi )11A(x)
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Faḿılia Conjugada na faḿılia exponencial (cont.)

Neste caso, a faḿılia conjugada de prioris é dada por

p(θ) = exp


k∑

j=1

cj(θ)αj + βd(θ)

 k(β,α)11Θ(θ)

Consquentemente, a posteriori será dada por (exerćıcio):

p(θ|x) = exp


k∑

j=1

cj(θ)

[
αj +

n∑
i=1

tj(xi )

]
+ (β + n)d(θ)

×
× k(β + n,α, t)11Θ(θ)
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Uso sequecial do teorema de Bayes

Sejam x = (x1, ..., xn) e x′ = (x1, ..., xm) amostras de X |θ, tomadas

sequencialmente e defina x∗ = (x, x′).

Dessa forma, temos que

p(θ|x) =
p(x|θ)p(θ)

p(x)
, p(x) =

∫
Θ

p(x|θ)p(θ)dθ

Por outro lado, temos que

p(θ|x∗) =
p(x∗|θ)p(θ)

p(x∗)
, p(x∗) =

∫
Θ

p(x∗|θ)p(θ)dθ

Prof. Caio Azevedo
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Uso sequecial do teorema de Bayes (cont.)

Agora, note que p(x∗|θ) = p((x, x′)|θ) = p(x′|θ, x)p(x|θ). Logo,

vem que

p(θ|x∗) =
p(x′|θ, x)p(x|θ)p(θ)

p(x∗)
=

p(x′|θ, x)

p(x∗)

p(x)

p(x|θ)p(θ)

p(x)

=
p(x′|θ, x)∫

Θ
p(x′|θ, x)

p(x|θ)p(θ)

p(x)
dθ

p(θ|x)

=
p(x′|θ, x)∫

Θ
p(x′|θ, x)p(θ|x)dθ

p(θ|x) =
p(x′|θ, x)p(θ|x)

p(x′)
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