Introducao a estimadores regressao
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Motivacao

m Vimos que, quando hd informagdes (em nivel populacional) sobre
uma varidvel auxiliar (x;) e que a relacdo desta com a varidvel de
interesse (y;) puder ser expressa como uma reta passando pela
origem (além de outros fatores: magnitude dos coeficientes de
variacdo e da correlacdo entre as duas varidveis), estimadores razio

podem ser mais apropriados do que os estimadores usuais.

m Tal abordagem também pode ser (til quando n3o conhecemos, por

exemplo, o tamanho da populagdo (N).
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Cenario

m Exploraremos, agora, estimadores que sdo mais apropriados quando
a relagcdo entre tais varidveis puder ser expressa como uma reta que
ndo passa pela origem, ou seja: y; = a+ x; + & (nivel
populacional) Y; = a 4+ 8X; + E; (nivel amostral).

m Consideraremos as mesmas notagdes e suposicdes (acerca dos
pardmetros populacionais da varidvel x) feitas para o estimador

razao.
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Cenario

m O estimador regressdo para a média é definido como:

ﬂReg://I"i_b(Mx_Y)

em que b é uma estimativa apropriada de 3 (slide anterior).
Consideraremos, portanto, em principio, que b n3o é aleatdrio) e
i-v.

m Note que se b > 0 e X é pequeno com relacdo a uy entdo, devido a
linearidade entre y e x, a diferenca entre Jiges € [i também é

pequena.
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Propriedades dos estimadores

m Note ainda que o estimador fires faz uma “corre¢do” em fi, isto é,

adiciona a i uma quantidade proporcional a y, — X, ou seja,

b(MX - X)
m O estimador regressdo para o total populacional é dado por
TReg = NliReg-
m Consideraremos, inicialmente, que b = by (é um valor conhecido).

m Note que, nesse caso, temos duas varidveis aleatérias no estimador

[ireg, nomeadamente fi(= Y) e X.
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Propriedades dos estimadores

m Temos que
E(fireg) = E [+ bo(px—X)] = E(@) + bo [1x — E(X)]
=y +bo (ke — px) = py

m Para o célculo da varidncia, defina D; = Y; — by (X; — px),

i=1,2,...,n e note que

ﬁReg - %Z\/lfbo <;I;ZX ,U,X> Z[Y 7b0 )]

Il
S|
S
|
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Propriedades dos estimadores

m Defina agora d; = y; — bo(x; — ux). Note que
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m Além disso:
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Propriedades dos estimadores

= (Cont.) Em que 02 = § E, L (i — 11,)° (analogamente para s2),
0ny = Covlx,y) = 5 201ty (6 — 1) (i = 11y )-

m Portanto, temos que

2
94

Va,(lireg) = Va (D)= -4
. — s3
Va,(lireg) = Va(D)=(1- f);d

em que f = 8, 53 =52 — 2bys,, + b3s2, s2 = iy o (vi — 1y)°

(analogamente para s2) e s, = 715 Zi:l (xi — ) (Vi — 1y )-
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Propriedades dos estimadores

m Estimadores n3o viciados para as varidncias anteriores sdo dados por:

Va, (lireg) = %d = ﬁ Z [(Y; = V) = bo(X; — X))

% (62 — 2b45,, + B252)

17A2(l7Reg) = (l_f)grcyl:MZ[(W_Y)—bo(X;—X)f

i—1
1—-1 N .
= - (sy2 — 2boSy, + bsy)
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Propriedades dos estimadores

m Emqued?=53=-Y", (D' - ﬁReg)2,
0y =5 = 12, LY== = Y, (G- X) e
Gy =S = 57 i (Yi—Y) (X" - X).

m Prova: Basta utilizar algumas propriedades do valor esperado e

lembrar que £, (02) = 02, €a, (02) = 02, €, (57) = 02,

gAz (fs\g) = J>2<' 5A1 (8Xy) = Oxy, gAl (/S\Xy) = Sxy-
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Otimalidade do estimador regressao

m O valor de by que minimiza Vag, (fireg) é dado por

S = iy) (i — k) oy
By = &4 = 1
’ SV (0 — )’ o2 @

2
= Além disso, para o by acima, Va,(min)(fireg) = =2 (1 — p?[x, ¥]),

plx,y] = oy /(0x0y).
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m Prova: Seja by = By + ¢, ¢ € R. Tem-se, entdo, para este by que

1
n
1
n

VAl (ﬁReg)

[0}2, —2(By + €)oxy, + (Bo + ¢)?07]

X X

1 2 Uiy 2 2

o2 o2
2 xy xy 2 2
0, —2— —2¢cox, + — +2cox + c70}

que é minimo quanto ¢ = 0, lembrando que

Pxy = P[XJ/] = ny/Uny-
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Cont.

m Como na pratica ndo é possivel utilizar By (pardmetro), devemos

considerar um estimador apropriado, ou seja:

f L SL (V) (6-X)
0 — .
27:1 (Xi_X)

m Como estimador para Va, (fireg) consideramos
~ 1 /. ~ ~
VA1(:“Reg) = n (0)2/ —2Byoyy + ngi)

m Note que, neste caso, tal estimador n3o é, necessariamente, nao

viciado.
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m Considere uma populagio formada por trés domicilios, U = {1,2,3}

e que se observam as seguintes varidveis: nome (do chefe), sexo,
idade, fumante ou n3o, renda bruta (mensal em saldrios minimos)

familiar e nimero de trabalhadores.

m Considere que o objetivo é estimar f a média da renda bruta familiar.

Prof. Caio Azevedo



https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_Amostra_Intro_2S_2021.pdf

Prof. Caio Azevedo

Variavel Valores Notacao
Unidade 1 2 3 i
nome do chefe Ada Beto Ema aj
sexo (0: F, 1:M) 0 1 0 Xi
idade 20 30 40 Vi
fumante (0: N, 1:5) 0 1 1 g
renda bruta familiar 12 30 18 f;
n° de trabalhadores 1 3 2 t;




m Considere um plano AASc e n = 2. Além disso, defina Fr = ju;

e Freg = F + Bo(ue — T) (para By, veja slide seguinte)

m Dessa forma, temos que:

s 11 12 13 21 22 23 31 32 33
F 12 21 15 21 30 24 15 24 18

T 10 20 15 20 30 25 15 25 20

Freg 210 21,0 195 21 210 195 195 195 18,0

P(s): 1/9 1/9 1/9 1/9 1/9 1/9 1/9 1/9 1/9

m De onde obtemos que E(Freg) = 20, V(Freg) = 1, E(Fr) = 20,27,

V(FRr) =~ 2,52.
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Cont.

m Neste caso temos que EQM(Freg) = 1 < EQM(Fg) = 2,59 (este
lltimo obtido em aqui, pagina 9. Em geral, tal resultado é valido.
m Podemos ainda obter a varidncia do estimador regress3o utilizando a

férmula obtida anteriormente. Note que p; = 2, ur = 20,
S it =138, 30 £2=1368, 3.7, t2 = 14. Assim,

SN fiti—NFT 18
BO — : N > 5 = 7 = 9
Yo i — Nt
m Também, com by = By =9, 0% =56, 02 =2/3 e o = 6, tem-se,
para n = 2, que

— 1
V(F Reg) = = (07 — 2bgo + bo7) = 1.
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Comparagao entre os estimadores razao e regressao

m Considerando By dado em (1) e sob AAS,, temos que
V(iireg) < V(i)-
V(lireg) < V(iir).
m Prova: Temos que V(1) = 075 e V(lireg) = 0—"5 (1 - plx, y]?)
= V(&) (1 — p[x, y]?), de onde segue o item 1), pois
0 < ppx,y? <1.
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Comparagao entre os estimadores razao e regressao

m Por outro lado, temos que
V(iig) ~ L (0}2, — 2p[x, yloxoy, + r?o?)
m Portanto, vem que
2 2 2

N N o 2 1 o o
V(iir) = V(fires) =~ 2 = ~plx,yloxoy + ~rfol — X+ Lplx, yP?

1
= - (p2[x7y]a)2, —2rp[x, yloxo, + r’o?)

1
= = (pboyloy — ro) 20

De onde se conclui o item 2).
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Comparagdo entre os estimadores raz3o e regressao (para

o total populacional)

B Temos que E(Treg) = E(Niireg) = NE(Lireg) = Nty = 7y

m Variancias do estimador: Va,(Treg) = N*Va, (Jireg).
Vo (Freg) = N2 € Vi, (Freg) = (1 — F)N2L,

m Estimativas da variincia do estimador: )7A1(7A'Reg) = Nza—f e
Vs (Freg) = (1 — F)N2L.

m Intervalos de confianga, testes de hipdtese, e tamanho de amostra
podem ser obtidos de forma semelhante aos estimadores usuais

(para a média e total) sob AAS. e AAS;.
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Comentarios

= A rigor, portanto, o estimador regressdo (para a média) é dado por:
heg = 1+ Bo (11x = X)

m Note que as maioria das expressdes (esperanca e variancia dos
estimadores regressdo) foram obtidas considerando-se by(By) fixo
(no aleatério). Como B, % By (link 1, link 2), entdo os

N—n—oco

resultados sdo vélidos, para n (N-n) suficientemente grandes.

m Ou segja,

~ —~ P
Hkeg — HiReg| === 0

N—n— o0

m Assim, Epa(fikeg) ~ EPa(lireg) € VPa(IiReg) = Vra(lireg)
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Resumo para AAS; (para AAS. é andlogo)

m Se b= by for conhecido, entdo: ireg = i + bo (11x — X),
VA2 (/’ZReg) = 1-f (S)% — 2b05xy + bgsf),
Va, (ﬁReg) = 1;f (?}% - 2b0§><y + b(%?f),

E'DA2 (ﬁREg) =V VAz (ﬁREg)VE’DAz (ﬁReg) =YV 9/42 (ﬁReg)

m Se b = by for desconhecido, usa-se Eo dado em (2), ent3o:
Fkeg = 1+ Bo (s — X),
Va, (ﬁ}eg) =21 (s2 - 2Bys,y + BEs?) = =L (1—p2)),
9A2 (ﬂf*eeg) f (S}% — 2BOSXy + 52/\2) _ 1;’7f (1 B ,3)2()/)v

EPa, (Tikeg ) = \/ Ve (Tikeg ) EP (Tieg ) = 1/ Ve (Tieg)

L5 = \/?)2( es, = \/ET? O andlogo vale para

5
Iquuery—g

TReg — N HReg-
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Teoria assintotica

m Para n e N suficientemente grandes, a convergéncia em distribuicdo
para a normal padrdo é vélida, de modo semelhante ao caso dos
estimadores usuais sob AAS. e AAS, (PA: indica um plano amostral
apropriado).

m Portanto, sob certas condi¢cGes, em relagdo a estimacao da média,
temos que (vélido, de forma andloga, para ﬁ;}eg)

//ZReg — K D
— N(0,1
EPpa(fires) v ©.1)

fiReg — 1t ® . NO,1)
EPPA(ﬁReg) Nn e

Prof. Caio Azevedo




Intervalos de confianca

m Analogamente aos casos anteriores, temos que dois intervalos
assintdticos, com coeficiente de confianga de aproximadamente -,

sdo dados por:

IC(,LLa 7) ~ {ﬁReg - z’yEPPA(ﬁReg); ﬁReg + zy EPPA(ﬁReg)}

IC(1,7) ~ [fikeg — 7,EPpA(ies )i Tires + 2/EPPaliiie)|

m Erro da estimativa: ZWETDPA(ﬁReg) (ZWEI\DPA(/T,Qeg))_
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Testes de Hipétese

m Hipdteses usuais (1o conhecido)

Ho: = po vs Hi: < po.
Ho:p= o vs Hi: > po.
Ho : = po vs Hi: pw # po.

/EReg_UO .
EPPA(ﬁReg)
m Sob Hp, vimos que Z; ~ N(0, 1), para n e N-n suficientemente

m Estatistica do teste Z; =

grandes.
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Testes de Hipétese

m Defina z; = £R«—H 4 valor calculado da estatistica do teste e z.
PPA(ﬁReg)
o(s) valor(es) critico(s).
m Defina ainda Z ~ N(0,1). Os mecanismos de tomada de decisdo
sdo basicamente aqueles descritos nas paginas 20 a 23 dos slides

m O andlogo pode ser feito considerando ﬁ*,‘?eg a0 invés de [iRreg.
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Determinacao do tamanho amostral

m Estabelece-se algum critério de interesse acerca da acurdcia/precisdo
na estimativa da média populacional.

m Sob o estimador proposto, calcula-se o tamanho da amostra, com
base em sua distribuicdo assintética obtida e critério estabelecido.

m Erro de estimativa: ZVEI\DPA(ﬁReg). Fixa-se um erro de estimativa de
interesse.

m Probabilidade do médulo da diferenca P (|figeg — 11| < ) > 7,
§>0,v€(0,1).
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Determinacao do tamanho amostral: erro da estimativa

0'3 Z,%O'g,
0=z —=n= >
n )

Em geral, o (um) valor de 0% é obtido através de pesquisas anteriores ou

de uma amostra piloto, de tamanho apropriado.
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Determinacao do tamanho amostral: erro da estimativa

5 (- (1 1 2181
= Z _— -_— = = — _ = — —
" n n N 2,353 n 2,353 N

1 0°N+22s; Nz3s? 1

-, i*_l
5523{ N

= 2.2 ) 22
n Nzws 6N+zvsd

Em geral, o (um) valor de s3 é obtido através de pesquisas anteriores ou

de uma amostra piloto, de tamanho apropriado.

Exercicio: Construir IC's e testes de hipétese para o total populacional.
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Sob amostragem estratificada

m Se a populacdo estd estratificada, podemos considerar uma
combinacdo dos resultados obtidos, anteriormente, sob AE, com os

resultados obtidos para o estimador raz3o.
m A estrutura é a mesma daquela apresentada aqui.

m Defina: Yy, Xy, pixn, as médias amostrais das varidveis y e x e a

média populacional da varidvel x, respectivamente, no estrato h.
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Sob amostragem estratificada

m Como estimadores para a média e o total populacionais, podemos

considerar, respectivamente:

H

H
[iReges = Z Wi [Fin + bon (pxn — Xn)] = Z WhiiRegh
h=1 h=1

H

?Reges =N //J/Reges = § NhﬁRegh
h=1
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Sob amostragem estratificada

m Usando resultados anteriores, temos que:

H 2
~ g
Vag,(fires) = Y Wi—%
h—1 M
H 2
VMAEz(//ff\Res) = Z Wh2(1 - fh)ni:
h—1

_n 2 _ 1 Np 2 2 2
em que f, = 1, 05, = e > (O'yh — 2bg Ty + b00x> e

Np

2 > 2
Sih = Ny — 12 (Syh_2b05xyh+bo‘7xh)-
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Sob amostragem estratificada

m Estimadores para as varidncias s3o obtidos sustituindo-se as

quantidades desconhecidas por estimadores apropriados, ou seja

H
Vag (HRres) = ZW2U‘”’
h=1
- H 2
Vag,(firess) = > WZ(1—1) ::
h=1

~ _ o _ 1 mo (2 < 222
em que 0, = S5, = 73 > (syh — 2bgSiyn + bosxh>.
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Sob amostragem estratificada

m Exercicio: desenvolver as férumlas das variancias e dos estimadores
das varidncias para o estimador do total populacional Treges.
m O comportamento assintético dos estimadores sdo semelhantes

aquele relativos aos estimadores usuais sob AE.

m Intervalos de confianca e testes de hipdtese podem ser desenvolvidos

de modo semelhante ao exposto anteriormente.
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Alocacao 6tima

m Sob alocagdo 6tima e AAS, dentro de cada estrato, como visto aqui,

temos que:

N Nwodn/~/Ch
Sy Nuoan/ /S

np =

m Raciocinio andlogo pode ser considerado sob AAS; dentro de cada

estrato.
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Compracao entre os estimadores razao e regressao

m Duas varidveis (y-resposta, x-auxiliar) foram simuladas considerando

N=100.000 em dois cendrios: Y; =1,2X; 4+ E; (cendrio 1),
Y; = 100 + 1,2X; + E; (cendrio 2), X; "% N(1.000, 10.000) e
E; "% N(0,10.000).

m Objetivo: estimar p,.
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Compracgao entre os estimadores razao e regressao

m R= 1.000 amostras foram selecionadas, sob diversos tamanhos
n = (10,50, 100, 500, 1.000, 2.000, 5.000)".

m Foram calculados a média, vicio, variancia e raiz quadratica do erro
quadratico médio dos estimadores razao e regressio
(respectivamente em preto e vermelho nos dois graficos a seguir).
As linhas em cinza representam o valor verdadeiro de p, (primeiro

gréfico) ou o valor zero (graficos restantes).
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Cenario 2

2
E3N
3 I <
g7 ! <
|
= {
g 2]t w
E & ¢ 7
g - | e
8 '
.
T T T T T T T T T
o 1000 2000 3000 4000 5000 1000 2000 3000 4000 5000
tamanho da amostra tamanho da amostra
g g
g 8 e ¥
& g
s 8- -
8
o - - -

Prof. Caio Azevedo

T
2000 3000

tamanho da amostra

T
4000

T
5000

T T
2000 3000 4000 5000

tamanho da amostra



Aplicagdo: Exercicio 6.11, Bolfarine & Bussab (2005)

m Uma fabrica de suco de laranja quer estimar quanto um caminho
com (7x =) 1.000 kg de laranja produzird de suco natural. Para isso,

selecionaram-se 10 laranjas, com os seguintes resultados:

Laranja 1 2 3 4 5 6 7 8 9

10

peso (g) (x) 150 130 140 120 160 160 130 170 140
suco(ml)(y) 60 55 50 40 70 60 45 65 55

150
65
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Comentarios

m Consideraremos que a selecdo fora feita segundo um PA: AAS..

m Como n3o dispomos de N (tamanho da populagio), e com os

recursos vistos até o momento, sé poderiamos usar o estimador

razao.

m Contudo, vamos estimar N através de N =

Ix
x

~ 6897, a fim de

poder utilizar os estimadores regressdo (estes slides) e expansio.
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Medidas resumo

Prof. Caio Azevedo

medida resumo  peso suco
média 145,00 56,50

dp 1581 9,44
variancia 250,00 89,17
cv(%) 10,90 16,71
minimo 120,00 40,00
mediana 145,00 57,50
maximo 170,00 70,00
curtose -1,42 -1,27

ca 0,00 -0,30




Grafico de dispersdo entre as variaveis

o
= L]

60
|
[}
[}

suco
55
|
(]
(]

45

(=3
=

Prof. Caio Azevedo

120 130 140 150 160 170

peso




0L 9 09 55 s S or

0ns

Ve

@
()
>
@®

0.1 09T 04T vt 0€T 0cT

0sad

Boxplot das vari

o
-]
5
s
9]
N
g
=
G
o
B
2
o




QQ plot das variaveis
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Resultados

m Os tesde de normalidade de Kolmogorov-Smirnov (KS) e Shapiro -
Wilks (SW) n&o rejeitaram a normalidade: KS - peso : 0,13
(0,9964); suco : 0,15 (0,9850); SK - peso : 0,97 (0,8486); suco :
0,97 (0,8353).

m A correlagdo amostral de Pearson (estimativa (erro-padrdo))
resultou em 0,874 (0,172). O teste para nulidade da correlagdo de
Pearson resultou em t = 5,10 (0,0009). Estes resultados indicam
que as varidveis sdo significativa (e positivamente) correlacionadas.

m Usando modelos de regressao apropriados temos que a relagdo entre
as duas variaveis parecer ser “adequadamente” representavel por
uma reta passando pela origem, (p=0,2340), (modelo de regressio
normais lineares homoceddsticos). Isso pode indicar um melhor
desempenho do estimador razao, em relacdo aos outros dois.
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http://repositorio.ufc.br/bitstream/riufc/58706/1/2013_art_mmlopes.pdf
http://www.uel.br/projetos/experimental/pages/arquivos/Shapiro.html
http://www.uel.br/projetos/experimental/pages/arquivos/Shapiro.html
https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_Inferencia_DNM_Ana_Multi_Parte_1_2S_2021.pdf
https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/Material_Reg_POS_1S_2021.htm

Resultados

m Estimativas dos estimadores razdo e regressdo (estes slides) podem

ser obtidos usando as fun¢des “calibrate” e “predict” (link).

m Em geral, no pacote “survey” os erros-padrdo sido estimados usando
o método de Horvitz?Thompson (HT) (link 1, link 2, link 3) que,
em geral, sdo mais robustos que os estimadores usuais (presentes em
vérios livros, como aqueles que apresentamos ao longo do curso).
Isso se aplica, em particular, ao estimador regress3o.

m De uma certa forma, as estimativas dos erros-padrdo via HT levam
em consideracdo, de uma forma mais ampla, as incertezas
associadas a estima¢ao dos parametros.

m Vamos apresentar as duas estimativas do erro-padrao para tal

estimador.
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https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_Erazao%20Amost%202S%202021.pdf
http://r-survey.r-forge.r-project.org/survey/html/calibrate.html#:~:text=Description,reduce%20the%20estimated%20standard%20errors.
https://www.rdocumentation.org/packages/survey/versions/4.1-1/topics/svyglm
https://rstudio-pubs-static.s3.amazonaws.com/178965_fb60a0f7bbb44a6ea219713fb1a89a22.html
https://www.rdocumentation.org/packages/survey/versions/4.1-1/topics/svyglm
https://www.jstor.org/stable/2280784?seq=1#metadata_info_tab_contents
https://djalmapessoa.github.io/adac/capplanamo.html#por-que-estimar-variancias
https://www.sciencedirect.com/topics/computer-science/horvitz-thompson-estimator
https://online.stat.psu.edu/stat506/lesson/3/3.3

Comentarios

m Se se fosse utilizar a modelagem classica (distribuicio dos dados)
uma escolha usual (Graduagio) seria a distribuicdo normal.

m Com efeito, as andlises indicam que tal suposicdo parace ser razodvel
para as duas varidveis, (QQ-plots e testes de normalidade).

m Neste caso, andlises inferenciais exatas (sob normalidade) sdo
possiveis e, como (também) a presente abordagem (modelagem
probabilitisca), utiliza resultados assintéticos, aquela pode ser
melhor do que esta.

m Em geral, quanto mais as suposi¢cdes de uma determinada
abordagem forem vélidas (para um dados problema) melhor é seu
desempenho em relacdo a abordagens que demandam menos

suposi¢oes.
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https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_Amostra_Intro_2S_2021.pdf
https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_Amostra_Intro_2S_2021.pdf
https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_Amostra_Intro_2S_2021.pdf

Resultados (estimativas)

m Estimativas dos totais (em ml):

Estimador  Estimativa EP 1C(95%)

Expansdo  389.680,50 20.580,05 [349.344,34 ; 430.016,66]
Razdo 389.655,17 10.979,25 [368.136,24 ; 411.174,11]

Regressdo  389.646,56  9.984,52  [370.077,26 ; 409.215,85]

m A estimativa do EP de HT (estimador regressdo) foi igual a 9.983,91
(préximo do estimador usual, acima).

m As estimativas pontuais s3o préximas. Contudo, a precisdo relativa
ao estimador regressdo é a maior (o que coaduna com o resultado

destes slides, pag. 20).
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