Introducao a estimadores razao e do tipo razao
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Motivacao

m Além da construcdo/utilizagdo de planos amostrais apropriados, uma
outra forma de melhorar o processo de inferéncia é utilizar
informacdo de varidveis auxiliares (covariaveis).

m O objetivo é produzir estimadores mais precisos (vicio, variincia,
eqm).

m Uma outra situacdo de interesse consiste em nao se dispor de certas
informagdes necessarias para se utilizar os estimadores vistos até o
momento.

m Nos focaremos nos planos AAS. e AAS.. Contudo, os

desenvolvimentos aqui apresentados poderdo ser estendidos para

outros planos.
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Motivacao

m Suponha que seja de interesse estimar a quantidade de agtcar que
pode ser extraida de um caminhdo carregado de laranjas. As

unidades populacionais s3o (as) laranjas.

m Seja, entdo, y; a quantidade de aclicar extraida da laranja i, i =

1,...N.
m Tem-se interesse em estimar 7, = S . y;
y = 2ui=1Yi

m O estimador natural seria o estimador expansdo, 7, = N, .
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Motivacao

m Mas tal estimador n3o pode ser utilizado, pois ndo se conhece o
nimero de laranjas no caminh3o.

m Por outro lado, sabe-se que o peso da laranja i, x;, é forte (e
positivamente) correlacionado com y;, i =1,...,N.

m Pode-se ent3do definir a razdo, quantidade média de agticar por

unidade de peso

Ty K

r = X -
Tx Hx

w
=Ty = rTX:—yTX

X
em que [iy, [ix € Tx S30, respectivamente, a quantidade média de

aclcar, o peso médio e o peso total das laranjas do caminh3o.
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m Além da média e do total, muitas vezes, a prépria razdo (r) é um

parametro de interesse.

m Tais situagles ocorrem, por exemplo, quando se tem interesse em se

comparar determinadas quantidades em periodos sucessivos.

m Exemplo especifico: razdo de vendas de automdveis entre dois anos

consecutivos.
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Cont.

m Podemos, entdo, definir os seguintes estimadores:

Foo Y

x X
o= Ty (1)
HR = Thx (2)

Naturalmente, nos casos (1) e (2), teremos de conhecer 75 e pux.
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m Considere uma populagio formada por trés domicilios, U = {1,2,3}

e que se observam as seguintes varidveis: nome (do chefe), sexo,
idade, fumante ou n3o, renda bruta (mensal em saldrios minimos)

familiar e nimero de trabalhadores.

m Considere que o objetivo é estimar f a média da renda bruta familiar.
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Variavel Valores Notacao
Unidade 1 2 3 i
nome do chefe Ada Beto Ema aj
sexo (0: F, 1:M) 0 1 0 Xi
idade 20 30 40 Vi
fumante (0: N, 1:5) 0 1 1 g
renda bruta familiar 12 30 18 f;
n° de trabalhadores 1 3 2 t;
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Cont.

)

il

m Considere um plano AASc e n = 2. Além disso, defina Fr= Lot (

m Dessa forma, temos que:

s 11 12 13 21 22 23 31 32 33

F 12 21 15 21 30 24 15 24 18
T 1 2 1,5 2 3 25 15 25 2
Fr 24 21 20 21 20 192 20 19,2 18

P(s): 1/9 1/9 1/9 1/9 1/9 1/9 1/9 1/9 1/9
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m Da tabela anterior, (exercicio) temos que £(F) = 20, V(F) = 28,
5(?;?) ~ 20, 27, V(fR) ~ 2, 52, B(F) = O, 27,
EQM(Fr) = V(Fr) + B(Fr)? = 2,52 + 0,272 — 2,50,

m Note que, apesar de Fg ser viciado,
EQM(FRr) = 2,59 < EQM(F) = 28.
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m Em geral, as distribuicOes exatas dos estimadores razdo e do tipo

razdo (7, 7r, [ir) sdo dificies de serem obtidas e, além disso,

assimétricas.

m Em geral, tais estimadores s3o viciados, embora tais vicios tendam a

0 com o aumento do tamanho da amostra (n).

m Para amostras grandes, as distribuicdes aproximam-se da normal.
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Propriedades dos estimadores razao

m Consideraremos, como mencionado, os planos AAS. e AAS;.
m Note que Ea, (F) = €, (%) i=1,2. Como se espera que X e Y
sejam dependentes, ent3o Ep, (%) #En (Y) En, (%)
m De qualquer forma, calcular &4, (
qualquer plano amostral).

m Consideraremos, portanto, um calculo aproximado baseado em

expansoes séries de Taylor.
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https://machinelearningmastery.com/a-gentle-introduction-to-taylor-series/

Propriedades dos estimadores razao

m Vamos obter, primeiramente, as esperancas de 7, [ig e Tg.

m Note, num primeiro momento, que

m Agora, vamos considerar a expansao em séries de Taylor de
torno de f1x):
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Propriedades dos estimadores razao

m Portanto, de (4) em (3), vem que

VX (Y=rX)(X-p)

i IT:

m Considerando-se a expansdo de primeira ordem, temos que:

5(?—r)%5[y_rx} — My T _g
fix fix

m Note que este resultado vale para os planos AAS. e AAS..

m Exercicio: calcular as esperancas de £(fig) e E(TR).
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Propriedades dos estimadores razao
Assim, do resulato anterior, concluimos que o estimador razao é
aproximadamente n3o viciado (para n suficientemente grande).

m Contudo, para amostras pequenas ou moderadas, ele pode
apresentar um viés de magnitude razodvel.

m O viés pode ser calculado considerando-se o truncamento na
expansao em série de Taylor, a partir do termo de interessante.

m Quanto maior a ordem do truncamento, mais preciso (acurado) é o
resultado.

m A drea da Estatistica que lida com célculo do viés, correcdo de
estimadores etc é a Teoria Assintotica.

m Para calcular (estimar) o viés vamos considerar o segundo termo de

(5), assim (préximo slide)
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%{rg X (X —m)] =€ [Y (X = )]}

ui {rv — Cov[X, Y]}
NX ET] DP(X DP(Y)
reV2 [X] - p [X, T (Y)ny

V(Y
rCVZ[_]—PrﬂCV V(Y)r
rcv2ﬂ{ —p[Y,X] ?\i[;}




Cont.

m Em que CV[Y] = DP[Y]/u,, CV[X] = DP[X]/ux (coeficientes de

variagdo).

m Além disso, DP[Y] = ,/02/n, DP[X] = \/02/n (AAS.), e

p[X, Y] D/CD"V[X’Y]
[X]DP[Y]
N
Cov[X,Y] = EXY)-EX)EY) = iNZ — 1)

m Exercicios: provar as férmulas acima e verificar como elas ficam no
caso AAS;.
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Cont.

m Vamos explorar um pouco mais o resultado obtido.

m Sob os planos AAS, temos que
V- X)X -1)] oy cvp]
.z =rCV*(X) 31— plx,y] VI

em que CV [x] = CV[y]
plyl =38 1( Naa ) —PTT

m Pode-se, por outro lado, provar que,

£

E(F-r)~ % [r0? — plx.y]oxy} (6)

X

m Exercicio: obter expressdes para os vicios de [ig e Tg, usando (6).
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Cont.

m Podemos provar que a expressdo (6) pode ser escrita como:

E(F-n = },{m;—“yp[ ]}

Uy Mx Hx Hy
— % {rCVIx]® — rp[x, y]CVIy]CV[x]}

e a2}

Assim, para que o vicio seja pequeno, devemos ter p[x, y] CVM ~1
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Calculo da variancia dos estimadores

m Todos os desenvolvimentos serdo feitos considerando-se “n”

suficientemente grande.

m Primeiramente, vamos calcular a variancia do estimador razio

(usando-se a aproximacdo de primeira ordem (5)):

V() ~ EQM(R) =& [(F— )] = =€ [(V - iX)] = ;125 ik
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Cont.

m Em que D =137 D, é a média amostral das varidveis

di=yi—rx;,i =1,2,...,N. Note que (exercicio)

N
d=003= =3 d
] diN ]
i=1

sdo, respectivamente, a média e a variancia populacionais das

variaveis d;.
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Cont.

m Assim, temos que £(D) = 0 (provar) e

V() = Miis (0°) = Miivm)

m Sob os planos AAS. e AAS, temos, respectivamente, que

N 1 N O’d B 1 UR
VAI (r) = M>2< VA1(D) = M)Q( /’Lx " (7)
1 — 1 s2 1 s
) = SVu0)==1-f)2=(1-F)7F
VAI (I’) ,U,)2(VA2( ) M)z(( ) n ﬂi( ) n (8)

_ 2 2 _ 1 N 2 2 — _
emque f =n/N, o5 =0p=px>,,d es;= _N 12,1 i
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Cont.

m Das expressdes (1), (2), (7) e (8), vem que

N e 1 02 o2

Va (i) ~ V(7)== =% 9)
~ 2 > 1 512? 5/2?

Va(iR) ~ VA =i 1-NE —1-nT ()
R - 1 o2 o2

Va, (TR) ~ 12V(7) = 73—27’? = N2TR (11)

2
Va,(Fr) ~ V(R =1 E(l—f)sR N(1- )% (12)

Os respectivos erros-padrdo correspondem a raiz-quadrada positiva das

expressoes acima.
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Cont.

m Estimac¢ao da variancia populacional.
m Das equagdes (9) - (12), notamos que, essencialmente, precisamos
de um estimador apropriado para 0%, s3, para estimarmos as
variincias de 7, [ig, 7.

m Um estimador apropriado (aproximadamente n3o viciado), é

m Se N for desconhecido, ndo se pode calcular p, (em geral). Nesse
caso substiuti-se ux por X. Sob tais circunstancias, o vicio, em geral,

tende a aumentar.
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Cont.

m Portanto, estimadores apropriados para as variancias do estimadores

sao dados, respectivamente, por:

S a S 1 6% 07
Va(fR) ~ V(@) = gt =1

2n n
- - 1 52 52
SN 20 2 R _ R
P in) = V) = g (1= N = (1= )
s - 1 52 o2
Va, (Tr) =~ T2V(7) :7'3*27'? = N27R
(= 2% 21 Sk 2 Sk
V(i) ~ V) = (1= N = - NT

Estimadores para os erros-padrao correspondem a raiz-quadrada positiva

das expressdes acima.
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m Tais estimadores também s3o viciados mas, em geral, o vicio diminui

a medida em que n aumenta.

m Contudo, conforme discutido em Cochran (1977), os estimadores
para as variancias sao consistentes, para N e n suficientemente

grandes.

m Também é possivel estimar as variancias via bootstrap.
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Cont.

m Comparagdo entre os estimadores razdo (7g) e expanséo (7) para o
total populacional.

m Resultado: Se n for sucifientemente grande, o planejamento adotado

for AAS, e

ox/px  CVIx]
ooyl > 20,/ny  2CV]y]

entdo V[7gr| < VI[7]
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Cont.

m Temos que

N N
Va(Tr) =~ §NZ(yi—rXi)2 Z{(yl y) = (% — 1)}
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Cont.

m Por outro lado, ja vimos que
s
V7] = 705 (15)
m Assim, de (14) e (15), temos que V[Tr] < V[7], se e somente se

0}2, + r?o2 = 2rp[x, yloxo, < 0}2, < 2rplx, yloxa, > r’o?

desde que r > 0, donde o resultado segue.

m Note que CV[x] = o,/px € CV[y] = 0, /1, sdo os coeficientes de

variacdo das varidveis x e y.

Prof. Caio Azevedo




Cont.

m Para ganhos maiores de [ig com relagdo a i, CV[x]/CV][y] deve
estar entre 0,5 e 1,3 e p[x, y] e p[x, y] deve ser maior do que 0,6
(Kish, 1995).

m Portanto, se a varidvel x for mais homogénea do que y, basta uma
baixa correlagdo entre as varidveis para que se tenha vantagens em

se usar o estimador do tipo razdo.

m Exercicio: pesquisar sobre como realizar inferéncia para a proporcio

populacional, usando o estimador razao.
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Propriedades assintéticas dos estimadores

m Para n e N suficientemente grandes, a convergéncia em distribui¢do
para a normal padr3do é vélida, de modo semelhante ao caso dos

estimadores usuais sob AAS. e AAS..

m Portanto, sob certas condi¢cGes, em relagdo a estimacao da média,

temos que
HR — D
— N(0,1
EPpa(lir) Wi ©.1)
LRI ® . NO,1)

— 00

EPpa(fir) 7%
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Propriedades assintéticas dos estimadores

m Em que EPpa(fig) e EPpa(fir) sdo, respectivamente, o erro-padrio
e um estimador do erro-padao, associados a um determinado plano

amostral (PA), relativos a [ig.
m Note, entretanto, que a forma do estimador para p pode mudar.
Vide, por exemplo, o planejamento AE (amostragem estratificada).
m Resultados semelhantes podem ser obtidos para o total () e para a

razdo (r) (Exercicio).
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Intervalos de confianca

m Analogamente aos casos anteriores (link 1, link 2), temos que um
intervalo assintético, com coeficiente de confianca de

aproximadamente ~y, é dado por:

IC(1,7) ~ |fin — 2,EPpa(ji);: fir + 2, EPpa(jir)]

m Erro da estimativa: ZWETDPA(,&R).
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Testes de Hipétese

m Hipdteses usuais (1o conhecido)
Ho: = po vs Hi: < po.
Ho:p= o vs Hi: > po.
Ho : = po vs Hi: pw # po.

m Estatistica do teste Z; = _BRr—po_
EP ea(ie)

m Sob Hp, vimos que Z; ~ N(0, 1), para n e N-n suficientemente

grandes.
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Testes de Hipétese

m Defina z; = =£B=H0_ 5 valor calculado da estatistica do teste e z
Pa(Fir)
o(s) valor(es) critico(s).
m Defina ainda Z ~ N(0,1). Os mecanismos de tomada de decisdo sdo

basicamente aqueles descritos nas paginas 29 a 31 dos slides: link
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Determinacao do tamanho amostral

m Estabelece-se algum critério de interesse acerca da acurdcia/precisdo

na estimativa da média populacional.

m Sob o estimador proposto, calcula-se o tamanho da amostra, com
base em sua distribuicdo assintética obtida e critério estabelecido.

m Erro de estimativa: Z,YETDPA(,[/;R). Fixa-se um erro de estimativa de
interesse.

m Probabilidade do médulo da diferenca P (|fig — | < 6) >, 6 >0,
v € (0,1).
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Determinacao do tamanho amostral: erro da estimativa

2 2 2

(o2 Z.0p
5227\/>R_>n: ’72
n )

Em geral, o (um) valor de 0% é obtido através de pesquisas anteriores ou

de uma amostra piloto, de tamanho apropriado.
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Determinacao do tamanho amostral: erro da estimativa

5 -HF (1 1 2121
= Z —_— —_—— — = —_—— P —
v n n N 22s% n 22 N
1 &N+ 235,2? sts2 1
— _= — — N = —=
n Nz2s2 #N+22sp 241

Em geral, o (um) valor de s3 é obtido através de pesquisas anteriores ou
de uma amostra piloto, de tamanho apropriado. Exercicio: Construir IC's

e testes de hipétese para o total populacional.
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Sob amostragem estratificada

m Se a populagdo estiver estratificada, podemos considerar uma
combinacdo dos resultados obtidos anteriormente, sob AE, com os

resultados aqui obtidos para o estimador razdo.
m A estrutura é a mesma daquela apresentada aqui.

m Defina: Yy, Xy, pixn, as médias amostrais das varidveis y e x e a

média populacional da varidvel x, respectivamente, no estrato h.
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Sob amostragem estratificada

m Como estimadores para a média e o total populacionais, podemos

considerar, respesctivamente:

H H
HiRes = Z Wh*,uxh Z Wi Thpixh = Z Whiirn
h=1 h=1

H

?Res = N//ZRes = Z Nh//ZRh
h=1
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Sob amostragem estratificada

m Usando resultados anteriores (estimador razdo e AE), temos que:

2
20 Rh
Wy —
np

¢
M=

VAEl (ﬁRes)

>
Il

1

2 5I2?h
Wi(l — f)—=2
np

M=

Vg, (fires) =~

>
Il

1

2 1 N, 2
em que fp = §F, 0gy, = 7 Dizy (Vhi — MhXhi)”,

2 _ — Myh _ Tyn
SRh = Np— 12, "y (Yhi thh/) €rh = o = T
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Sob amostragem estratificada

m Estimadores para as variancias sao obtidos sustituindo-se as

quantidades desconhecidas por estimadores apropriados, ou seja:

. Ho 52
Vag(firess) =~ »_ W7-rh
h=1 it
. S 32
VAE, (Hires) =~ Z Wi (1 — f,) Rh
h=1 M
em que f, = /?Thh Orn = Sgn = n;,lfl >y (Yhi — ?hth)zv Th= 3"
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Sob amostragem estratificada

m Exercicio: desenvolver as férmulas das variancias e dos estimadores
das variancias para o estimador do total populacional Tges.

m O comportamento assintético dos estimadores sdo semelhantes
aquele relativos aos estimadores usuais sob AE (link).

m Intervalos de confianca e testes de hipdtese podem ser desenvolvidos

de modo semelhante ao exposto anteriormente (link).
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Alocacao 6tima

m Sob alocagdo 6tima e AAS, dentro de cada extrato, como visto

aqui, temos que:

Nhorn/ e
np =

n— "RV
"N
> het Nooriy e
de acordo com Bolfarine & Bussab (2005), as vezes temos que
ORh X +/lixh OU ORp X pixp. De qualquer forma, seria necessario

ter-se uma “estimativa” para pgs.

m Raciocinio analogo pode ser considerado sob AAS; dentro de cada

extrato.
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https://redeabe.org.br/site/livro/elementos-de-amostragem

Comentarios finais

m Em linhas gerais, quanto maior for a correlacdo entre y e x, melhor
serd o desempenho do(s) estimadores razio em relacdo aos usuais

(visto até o presente momento).

m Conforme verificado em Cochran (1977) e Rodrigues e Bolfarine
(1984), quando a relagdo entre y e x for explicada (de forma
apropriada) pelo modelo y; = 8x; + & (Y; = Bx; + &;), ou seja, um
modelo de regressao linear com intercepto nulo, entao os
estimadores raz&o serdo os “melhores” (menor varidncia)

estimadores na classe dos (aproximadamente) n3o viciados.
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Exercicio

m Considere o Exercicio 5.2 do Livro Bolfarine e Bussab (2005), que
consiste em estimar o nimero de arvores mortas de determinada
espécie em uma reserva florestal. A reserva fora dividida em 200
areas de 1,5 hectare. O nimero de drvores mortas fora avaliado por
fotografia drea (X - “foto aérea”) nas 200 dreas, apresentando uma
contagem total de aproximadamente (7x =)15.600 arvores mortas,
da espécie. Em 10 das 200 &reas, o niimero de drvores mortas, além
da avaliagcdo por fotografia aérea, fora também avaliado por

contagem terreste (Y - “in loco”).

m Vamos comparar os estimadores expansido e razdo do total (estes
slides) (7,), sob AAS

Prof. Caio Azevedo



https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_AAS%20sem%20reposicao%20parte%201%20Amost%202S%202021.pdf

Dados: foto aérea e in loco s3ao as “variaveis”

Area foto aérea in loco

1 12 18
2 30 42
3 24 24
4 24 36
5 18 24
6 30 36
7 12 14
8 6 10
9 36 48
10 42 54
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Férmulas

m As respectivas férmulas s3o dadas:
m Estimador expansdo: link.
m Estimador razdo: nestes slides.
m Faremos andlises descritivas e inferenciais.
m A correlagdo amostral de Pearson (estimativa (erro-padrdo)) resultou
em 0,972 (0,082). O teste para nulidade da correlagdo de Pearson
resultou em t = 11,92 (< 0,0001). Estes resultados indicam que as

varidveis sdo significativa (e positivamente) correlacionadas.
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https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_AAS%20sem%20reposicao%20parte%201%20Amost%202S%202021.pdf
https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_Inferencia_DNM_Ana_Multi_Parte_1_2S_2021.pdf

Medidas resumo

Medida resumo  foto aérea in loco

média 23,40 30,60
dp 11,47 14,85
var. 131,60 220,49

cv(%) 49,02 48,53

minimo 6,00 10,00
mediana 24,00 30,00
maximo 42,00 54,00
curtose -1,41 -1,57

ca 0,04 0,12
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Grafico de dispersdo entre as variaveis
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entre as variaveis
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QQ plot das variaveis

<
=
B
7y
2]
©
S 8
< =2 o
s 8 = ¥
k=3 <
= S
=l =]
o B
Q o
R 2
S =2
B 8
%] S
= f= <
= ] =
= =
= 8
£
S
g = s g
=3 S
o
=
=
wn —
quantil da distribuicdo de Poisson quantil da distribuicdo de Poisson

Prof. Caio Azevedo




Comentarios

m As duas varidveis sdo positiva e significamente correlacionadas.

m Se se fosse utilizar a modelagem classica (distribuicio dos dados)
por se tratar de contagem, pensar-se-ia em considerar a distribuicao
de Poisson. Contudo, ha indicios de superdispersdo (média <
varidncia). Com efeito, apesar de todos os pontos estarem dentro
das bandas de confianca dos QQplots, um teste para presenca de
superdispersdo (link, pag. 115), acusou sua presenca (estatistica
(p-valor)) para ambas as varidveis: 64,85 (<0,0001) (foto aérea) e
64,85 (<0,0001) (in loco).

m Por outro lado, apesar de se basear em resultados assintéticos, a
presente abordagem (modelagem probabilitisca), prescinde de

suposicdes sobre a distribuicdo dos dados.
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https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_Amostra_Intro_2S_2021.pdf
https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_MDC_MLG_1S_2016.pdf
https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_MDC_MLG_1S_2016.pdf
https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_MDC_MLG_parte_4_1S_2016_SuperDipersao_1S_2016.pdf
https://www.amazon.com/Analysis-Regression-Multilevel-Hierarchical-Models/dp/052168689X/ref=sr_1_fkmr1_1?dchild=1&keywords=Gelman+and+Hill+%282007%29&qid=1634656482&sr=8-1-fkmr1
https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_Amostra_Intro_2S_2021.pdf

Estimativas

m Temos os seguintes resultados:
Estimador Est. EP I1C(%)
Expansdo (EE) 6120,00 915,35  [4325,96 ; 7914,04]
Raz3o (ER) 20400,00 714,06 [19000,46 ; 21799,54]

m EPA = ‘i’*z((”)) —0,610.
2

m Temos claras diferencas entre os dois conjuntos de estimativas

(pontual e intervalar). Com relagdo ao EPA, o ER apresenta grande

vantagem em rela¢do ao EE.

m Mesmo em se comparando o EQM, o vicio do ER (pag. destes

QW (7r) _ ¢ 610.

slides) é pequeno, de modo que
ides) ¢ pequ que e )
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Comparacdo entre as estimativas

m Usando modelos de regressdo apropriados (veja também a pag. 45
destes slides), temos que a relagdo entre as duas varidveis parecer
ser “adequadamente” representavel por uma reta passando pela

origem (modelo de regressdo normais lineares homoceddsticos).

m Além disso, segundo critérios de superioridade do estimador razao
em relacdo ao estimador usual (expanso) (pag. 27 destes slides)

temos que %}{i}/m =1,926 > 1.
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https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/Material_Reg_POS_1S_2021.htm

