Decomposi¢coes Matriciais

Prof. Caio Azevedo

Prof. Caio Azevedo
Decomposicoes Matriciais



Introdugdo

m Reescrever uma matriz (que atenda certos requisitos) como produto

(em geral) de outras matrizes com certas propriedades de interesse.
m Utilidade:

m Demonstracioes (obten¢des) de resultados tedricos (propriedades).
m Melhor desempenho de outros algoritmos computacionais
(integragdo, maximizagdo, simulag3o).
m DecomposicBes importantes:

m Cholesky.
1 QR.

m Valor singular (e espectral).
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Cholesky

m Seja X, simétrica e positiva definida (todos os seus auto-valores

s30 positivos).
m Exemplo: Matriz de covariancias e matriz de correlages.

m Definicdo: Dada uma matriz X existe uma matriz L, diagonal

inferior com os valores da diagonal estritamente positivos, X = LL'.

m Tal decomposi¢do é dnica. A demonstragdo pode ser feita via

decomposicdo LU.

m Existem alguns algoritmos que possibilitam a obtan¢do de L.
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Estrutura

m De um modo geral
2

o] o12 T1p h1 0 0 h1 b1 /zp

J12 0’; 02p /21 122 0 0 122 /pz
2 = . =

O1p 02 0’?, b1 I Iop 0 0 0
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Exemplo

m Exemplo:

3 1 05
r=| 1 2 08
05 08 4

1,732 0 0

L~ | 0577 1,201 0
0,280 0,491 1,917
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Aplicagoes

m Métodos (algoritmos) de estimac3o:

m Em geral, sempre que o método envolver inversdo de matrizes
positivas definidas. A inversdo de LL’ é mais estavel.

m Minimos quadrados generalizados (resolu¢do de sistemas lineares).

® Minimos quadrados reponderados.

m Méxima verossimilhan¢a (utilizagdo de algoritmos de maximizag3o:

Newton-Raphson, Escore de Fisher, BFGS).
m Andlise de componentes principais.

m Simulacdo Estocastica.
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Sistemas lineares

m Considere o sistema Ax = b.
m Caso a seja inversivel a solugdo é dada por x = A 'b.

m Inverter a matriz A pode ser muito despendioso
computacionalmente.
Por outro lado, se a matriz A for diagonal superior ou inferior, a

solugcdo torna-se mais simples.
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A diagonal inferior

m Considere

a1l 0 cee 0 X1 by
do1 a2 eee 0 X2 b2
a1 ap2 - app Xp b,

i-1
b — Zj:l ajjXj

ajj
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A diagonal superior

m Considere

dil  daoi e azp X1 b1
0 dano e ap2 X2 b2
0 o .. 0 Xp b,

. P vy
bi — Zj:i+1 aijXj

ajj
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Aplicacao da decomposicao de Cholesky

m Ao invés de calcular x = A7 b resolve-se o sistema em duas etapas.

m Primeiro Ly = b, depois L'x = y. Mutiplicando-se esta ltima por L
recupera-se Ax = b.

m Algoritmo

Resolver Ly = b.

Depois, resolver L'x =y.
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Aplicacao no modelo de regressao normal linear

m Modelo
Y=X3+¢
Yl 1 Xll le 51
Y- 1 X X 13
Y — 2 X = -21 2p = 2
Y, 1 X1 oo Xop &n

m Suposicio & ~ N,(0,021,).

m Estimador de minimos quadrados de 3, minimizar
(Y — XB)'(Y — XB3), equivale a resolver (X'X)3 = X'Y.
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m Solugdo natural B = (X'X)~IX'Y. Em geral X'X ¢é positiva definida.

m Seja L, a decomposicio de Cholesky de X'X. Entdo, pode-se fazer:

Resolver Lyy = XY
Depois, resolver L, 3 = ~

m Pode ser bastante (til quando a dimens3o de X'X for grande e/ou

for muito instavel sua invers3o.
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Estimacao por mdxima verossimilhanca

iid

Seja Xla"'7Xn ~ Xv X ~ FX(79)

Verossimilhanga L(0) =[]\, fx(x;; 0).

m Logverossimilhanga /(0) = Y"1, In fx(x;; 6).
m Exemplo, X ~ gama(r,A),E(X) = r.

m Verossimilhanca

1
r(r)?

L(0) _ )\nrefn?/)\ Hxl_rfl
i=1
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m Maximizar /(6) em relagdo a 6.

-~

m Resolver S(9) = 0.
m Em geral, ndp hd solucdo analitica explicita.
m Algoritmo Escore de Fisher.

m Fazer, m= 0,1,2,... até que algum critério de convergéncia seja

satisfeito.

ol — g(m 4 1(g(m)s(6(™)

m 1(0) = —E(H(O)), informagdo de Fisher.
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m Seja L a decomposicdo de Cholesky de 1(8).

= Temos que 1(9)~1 = (L')~1L71.
m A inversdo da informac3o de Fisher pode ser instavel, principalmente

em relagdo a L

m A inversio de matrizes diagonais inferiores/superiores é menos

dispendiosa computacionalmente.
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Aplicacao em modelos lineares generalizados

m Seja

yi ~ FE(ui,¢)
pi = g {(XiB)
X; é uma determinada linha de X.
m Estima¢do por maxima verossimilhanca: minimos quadrados
reponderados.
5(m+1) _ (X/W(m)x)—lxlw(m)z(m)

m=1,2,.... (até obter-se convergéncia).
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Analogamente ao caso anterior, pode-se considerar a decomposicao

de Cholesky (L) de (X'WX), em cada passo do processo iterativo.

A inversdo de L, em cada passo do algoritmo.

Mais rapidez e estabilidade.

Quando a matriz X é composta de varidveis correlacionadas

(Pearson), as matrizes (X'X) e (X'"WX) pode n3o ser inversiveis.
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Simulacao de uma Normal multivariada

m X~ Ny(pt,T), pp € RP, X > 0.
m Sabemos que X = WZ + p, W = Cholesky(X),
Z=(Z,...2,),Z "% N©,1),i=1,...p.

mx=WF )+ pou= (g, .., up).
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Decomposi¢cdo QR

Definicao

m Seja X, p, com as colunas linearmente independentes.

m Exemplo: matriz de planejamento num modelo de regressio (sem
multicolinariedade).

m Definicdo: dada uma matriz X existem duas matrizes, Q e R, tais
que as colunas de Q s3o vetores ortonormais e R é uma matriz
triangular superior.

m Algoritmo bdsico:

Gera-se Q através das colunas de X através do processo de
ortnormalizacdo de Gram-Schimdt.

Calcula-se R=Q'X = QX =Q'QR =R =Q'X.
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m Seja

—0,196
0,588
—0,784

Q~

1 -1
X=13 4
4 5
0,977
—5,100 —6,079
-0,188 | iR~
0 —2,224
—-0,102
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Aplicagoes

m Métodos (algoritmos) de estimac3o:

m Minimos quadrados generalizados (resolu¢do de sistemas lineares).
m Minimos quadrados reponderados.
m Méxima verossimilhan¢a (utilizagdo de algoritmos de maximizag3o:

Newton-Raphson, Escore de Fisher, BFGS).
m Anélise de componentes principais.

m Simulagdo MCMC.
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Minimos quadrados

m Do modelo linear normal, temos que o EMQ pode ser reescrito como

(X'X)8 = XY= ((QRYQR)3=XY = (RR)3=RQ'Y
R1Q'Y

I
I
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Minimos quadrados reponderados

m A expressio, dado W = LL’ é pode ser reescrita como

(X'LL'X)"IXLL'z = ((X*)'X*)"}(X*)'L'z

)
|

(R/QIQR)—IR/QILIZ _ (R/)—].Q/L/Z
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Simulacdo de Monte Carlo via Cadeias de Markov

m Simular iterativamente

Z; ~ Np (BB, 07).
B ~ Ny((X'X)"'X'Z, ¥).
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Decomposicdo do valor singular

Simulacdo de Monte Carlo via Cadeias de Markov

m Simular iterativamente

Z; ~ Np (BB, 07).
B ~ Ny((X'X)"'X'Z, ¥).
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Decomposicdo do valor singular

Definicao

m Seja A(; ), entdo podemos escrever :

A = UAV’

em que
U : colunas formadas pelos autovetores (ortonormalizados) de AA’.
V : coluna formadas pelos autovetores (ortonormalizados) de A’A.
A : matriz diagonal com sua diagonal dada por (A1, A2, ... Amin(1,1))"s
que s3o as raizes quadradas positivas dos autovalores maiores que
zero, obtidos a partir das matrizes AA" ou A’A (os autovalores

maiores que zero s3o iguais).
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Aplicagoes

m Redugdo de dados (vaidveis e observacdes) (ACP, AF).

Minimos quadrados.
® Minimos quadrados reponderados.
m Andlise de correspondéncia.

m Processamento e compressao de imagens

Deteccao de outliers.
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