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Motivagio

Notacoes

m Seja X = (X, ..., X,) uma amostra iid de X ~ F(,8), § € © pode

ser vetor.

m Seja x = (xi, ..., Xp) 0s valores observados da amostra definida

acima.
= Estimador : 6 = f(X), estimativa :0 = f(x).

m Varidncia: Var() e erro-padrio: EP() = y/ Var(8) associados ao

estimador.
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Motivagio

Notacoes cont.

m Estimadores para a varidncia Var(0) e o erro-padrio

-~

E_I\D(é\) = @(9) associados ao estimador.

m Estimativas para a varidncia Var(6) e o erro-padréo

1:373(5) = V;r(é\) do associados ao estimador.
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Motivagio

Exemplo N(u,o?)

m Seja Xi, ..., X, uma amostra iid de X ~ N(u,0?), (11, 02)

desconhecidos e xi, ..., x, valores observados.

m Estimador para y, i = £ 37 | X; = X. Estimativa
~ 1 n <
L=52 X=X

A . ~ 2 . A
m Varidncia do estimador: Var(zi) = %-. Estimador para a variancia do
) — 2
estimador Var(f) = Z-.
— ~2

m Estimativa para a varincia do estimador Var(0) = <

i
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Motivagio

Exemplo N(u,o?)

m Seja Xi, ..., X, uma amostra iid de X ~ N(u,0?), (1, 02)

desconhecidos.
m Dispomos de valores observados relativos a uma amostra selecionada
a partir de uma populacdo de interesse.

m Estimadores Stimos (consistentes e n3o-viciados),

n n

1 o0 1 -
MZEZX,':X,O’ZZnilZ(X,-—X)ZZSQ.

i=1 i=1
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Motivagio

Cont.

n—1)52

Sabemos que i ~ N(u,02/n) e (T ~ )(%n_l).
m Podemos constuir intervalos de confianca (IC) e testar hipSteses de

interesse, com base no resultado acima.

® Mesmo que Xi, ..., X;; ndo tenham distribuicdo normal
(aproximadamente) se a sequéncia a qual elas pertencem satisfizer o

TCL, os resultados acima sao validos, assintoticamente.

Quest3o: suponha que queremos fazer inferéncia com respeito a

0 = 2.0 =02, sem usar resultados assintdticos e sob suposicio de

normalidade.
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Motivagio

Cont.

—

m Estimador natural de 6, 9= ,0= Vo2

g
i
m Qual a distribuicdo exata de 687 Qual a expressdo para o erro-padrao

associado a este estimador?

~

m Podemos obter uma aproximagdo empirica (ndo assintética) de 6

através da suposicdo de normalidade.

m Replicas de Monte Carlo.
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Motivagio

Procedimento

m Com base na amostra observada x, estima-se j e 02 através do

estimadores propostos.

m Com as estimativas [i e 52, gera-se R vezes amostras de tamanho

m, ou seja temos para r = 1, ..., R, m valores simulados de uma

N(ﬁ? gz)v Xr17 "-7er-

m Para cada conjunto r de valores simulados, calcula-se

Mr:%Ziflxﬂ'(U )r:ﬁzgil(xﬂ'_ur) ea = Ur

m Assim, os valores 67, ..., 0% serdo uma amostra aleatdria de 9.
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Motivagio

Resultados

= Uma estimativa (refinada) de 6 é 6* = %Zil 6* (podemos utilizar,

também, a estimativa pontual baseada na amostra observada).

m Uma estimativa da varidncia do estimador proposto é
var() = o ZL (5* - 5;*)2. Estimativa do vicio
B(9) = (6* — 0)
m Sejam 5{1),5{2), ....,ng) as estatisticas de ordem da amostra gerada.

m Quantis empiricos podem ser obtidos através de um dos algoritmos

propostos por Hyndman and Fan (1996).

m Fung¢do “quantile” no R.
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Amostras Bootstrap 1

Exemplos

n=10m= 10 media= -0.09 dp = 183.54

3
3
&
8
g
33
g 0
g2 ¢
§
3
3
?
& T T ]
-10000 -5000 0
valores
n=50m= 50 media= 3.37dp= 9.24
9
g
S

densidade
0.010

0.000

-200 -100 0 100 200 300 400

valores

Prof. Caio Azevedo

densidade
8e-04

4e-04

0e+00

densidade

n= 30m= 30 media= 8.37 dp= 164.02

T T T T 1
2000 4000 6000 8000 10000

valores

n= 100 m= 100 media= 1.91dp = 0.44

valores

Métodos de reamostragem



Exemplos

Amostras Bootstrap 2
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Exemplos

Exemplo beta(a, b)

m Suponha uma amostra aleatdria de uma distribuicdo beta(a,b).

m Com base na amostra observada x, estima-se a e b através do
estimadores do método dos momentos.

m Com as estimativas 3 e E gera-se R vezes amostras de tamanho m,
ou seja temos para r =1,...; R, m valores simulados de uma

beta(3, b), X1, ..., Xom.

m Para cada conjunto r de valores simulados, calcula-se

~ ~\2 ~\2 T *)?
i = L i, () = S S G — ) e 6 = M

m Assim, os valores 67, ..., 0% serdo uma amostra aleatdria de 0.
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Exemplos

Amostras Bootstrap 1
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Exemplos

Amostras Bootstrap 2
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Exemplos

Bootstrap paramétrico

m Sob a suposi¢do de um modelo paramétrico F(,0) e com a amostra

selecionada, estima-se 0 através de algum método apropriado.

m Com a estimativa @, gera-se R vezes uma amostra aleatéria de

tamanho m (m < n) da amostra x = (xq, ..., X)-
m Para cada amostrar r = 1,..., R obtem-se a estimativa desejada 5:‘.

m Estimativa Bootstrap §* = %Zil o
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Exemplos

Caso geral

m Suponha agora que ndo conhecemos a distribui¢do (mesmo uma boa

aproximagdo) geradora da amostra
m N3o queremos fazer nenhuma suposicdo a respeito da distribuic3o.

m Caso conhegcamos ou queiramos fazer alguma suposi¢cdo, por algum

motivo, € dificil de gerar da variavel aleatéria em questdo.
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Exemplos

Bootstrap nao-paramétrico

m Seleciona-se R vezes uma amostra aleatéria (com reposigdo) de

tamanho m (m < n) da amostra x = (xq, ..., X, )-
m Para cada amostra r r = 1,..., R obtem-se a estimativa desejada 5:‘.
. . Y 1 R Y
m Estimativa Bootstrap 0* = 5>, 0;

m Bootstrap paramétrico: conhecemos a distribuicdo dos dados F e
simulamos valores a partir dessa distribuicdo usando estimativas dos

parametros relacionados a ela.

m Bootstrap n3o-paramétrico: ndo conhecemos a distribuicao dos

dados F e simulamos valores a partir da fda empirica.
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Exemplos

Amostras Bootstrap Ndo-paramétrico Normal (1)
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Exemplos

Amostras Bootstrap Ndo-paramétrico Normal (2)
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Exemplos

Amostras Bootstrap Ndo-paramétrico Beta (1)
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Exemplos

Amostras Bootstrap Ndo-paramétrico Beta (2)
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Exemplos

Comparacoes

m Bootstrap paramétrico: conhecemos a distribuicdo dos dados F e
simulamos valores a partir dessa distribuicdo usando estimativas dos
parametros relacionados a ela. Dependente: qualidade das

estimativas e do método de simulacdo escolhido.

m Bootstrap n3o-paramétrico: ndo conhecemos a distribuicao dos
dados F e simulamos valores a partir da fda empirica. Com ou sem

reposicao.
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Exemplos

Exemplo: correlacao entre média e variancia amostrais

m Sabemos que a corre(X,52) = 0, se X ~ N(u,0?).
m Contudo, isso ndo esperado para outras varidveis aleatdrias.

m Ademais, o TCL sugere que a distrbuicio conjunta e marginais de X

e 02, sejam normais.
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Exemplos

Amostras Bootstrap de uma normal, n=10

n=10m = 10 media amostral 10 m = 10 variancia amostral
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Exemplos

Amostras Bootstrap de uma normal, n=30
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Exemplos

Amostras Bootstrap de uma normal, n=>50

n=50m = 50 media amostral 50 m = 50 variancia amostral
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Exemplos

Amostras Bootstrap de uma normal, n=100
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Exemplos

Amostras Bootstrap de uma gama, n=10

n=10m= 10 media amostral n= 10 m = 10 variancia amostral
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Exemplos

Amostras Bootstrap de uma gama, n=30
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Exemplos

Amostras Bootstrap de uma gama,

n=50m= 50 media amostral n=50m= 50 variancia amostral
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Exemplos

Amostras Bootstrap de uma gama, n=100
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Exemplos

Resumo

m Queremos estimar 6 relativo ou ndo a F(,0). Para isso, dispde-se de

uma amostra observada de F(;6).

m Define-se um estimador 5 eg, maxima verossimilhanca, momentos,
minimos quadrados. Sejam Var(@\) e EP(@\) a variancia e o
erro-padrdo desse estimador (se conhecidas).

m Paramétrica (usando-se F(;)) ou n3o parametricamente (usando a
fda empirica da amostra observada), simula-se R vezes valoes,

Xrly eeey Xrm-
m Em cada uma das r amostras, calcula-se 5}‘, e N},, estimativas

bootstrap.
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Exemplos

Resumo cont.

*

m Estimativa (refinada) bootstrap 6* = %ZL o

m Definimos Varg(d) = w25 S2F (67 — 6*)% e EPg(8) = \/ Varg(h),
estimativas bootstrap para varidncia e o erro-padrd do estimador em

questao.
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Exemplos

Intervalos de confianca

m Usar o erro-padr3o bootstrap, sob a suposicdo de normalidade

(mesmo assintética) do estimador utilizado.

(0 — 2152 EP5(6),0 + 2124 EP5(0))

P(Z < ziy) = ”TV,Z ~ N(0,1), EPg() erro-padrio bootstrap
2
(estimativa).

m Usar quantis empiricos das estimativas bootstrap.

(Kl*T"Y ) ’{HT'Y)a

Ko quantil de ordem o das estimativas bootstrap.
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Exemplos

Exemplo: Poisson

m Dados relativos ao nimero de acidentes em um ano em 20

autoestradas estadunidenses.
s x=(1,2,5,0,3,1,0,1,1,2,0,1,8,0,5,0,2,1,2,3).
m Objetivos, fazer inferéncias sobre e § = %

Considere i=X, 6 =vS2=Sef =

S
%
m Ha indicios de superdispersao x = 1,90 < 32 = 4 31.
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Frequéncias relativas e observadas
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Exemplos

Distribuicao empirica do estimador

Histogram of v.mu.r
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Exemplos

Resultados

m Estimativas intervalares e pontuais

Método Estimativa  EP  1C(95%)

Assintético 1,90 0,31 [1,30;2,50]
Assintético com EP bootstrap 1,90 0,46 [1,01;2,79]
Bootstrap 1,91 0,46 [1,10;2,80]
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Exemplos

Teste de Hipdtese

Estabeleca as hipdteses de interesse Hy, H;.

Escolha uma estatistica do teste (digamos T) apropriada.
Observacdo: N3o é necessario conhecer a distribuicdo da estatistica
sob Hp.

Calcule o valor observado da estatistica tops.

Gere R amostras da distribui¢do sob H.

Para cada amostras, calcule tf,r =1,...,R.

Calcule a propor¢do de vezes que os valores t; foram “mais
extremos” que tops.

Rejeite Hy de acordo com o nivel de signficancia «.
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Exemplos

Observacao

m “Mais extremo”, depende de H;.

Para Hyp : 8 = 6y vs H; : 0 < 6y, mais extremo signfica menor.

Para Hy : 8 = 6y vs H; : 8 > 6y, mais extremo signifca maior.

Para Hy : 0 = 0 vs Hy : 6 # 8y, mais extremo significa

|bootstrap| > |observado|.
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Exemplos

Cont. Exemplo: Poisson

Suponha que queiramos testar Hy : @ = 0y vs Hy : 0 # 6y, 6 é a

média da Poisson.

m Definse a estatistica T = \;; Valor observado t = —0, 324 (para
0o = 2). "

m Gera-se R vezes amostras (bootstrap ndo paramétrico) e calcula-se

T para cada amostra tf, ..., tg.

PRy 1(|t [>1t]) e py = Doyl ({4 |>]t))+1

m Dois p-valores p; = s}

p1 = 0,7642 e p, = 0, 7642.
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Exemplos

Teste de ajuste a uma distribuicao

Seja X = (X, ..., X;;) uma amostra iid, supostamente de X ~ F().
Seja F1() uma outra FDA.

ParaHo:F:FlvsHl:F;éFl.

Repetir o processo acima usando a estatistica
D = max(Fn(x) — F(x)), em que F,() é fda empirica.

m Outas estatisticas podem ser usadas.

No exemplo da Poisson, Hp : F ~ Poisson(1,9), py = 0,5526 e
p» = 0,5527
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Exemplos

Exemplo: Correlacdes entre notas, Matematica e Misica

m Dados relativos as notas de n = 12 criangas em testes de

Matemadtica e musica.

= Matemitica: x = (60,58, 73,51, 54, 75, 48,72, 75, 83, 62, 52).

Misica: y = (80, 62,70, 83,62,92,79, 88,54, 82,64, 69).
m Objetivos, fazer inferéncias sobre p = correlagdo(X, Y).

Testes paramétricos baseados na correlagdo de Pearson amostral e

testes ndo-paramétricos baseados nas correlacdoes de Kendall e

Spearman.
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Exemplos

Histograma das amostras bootstraps
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Exemplos

Resultados

m Estimativas intervalares e pontuais: 5 = 0,169(0, 300).

Método 1C(95%)

Normal [-0,422; 0,754 ]
Basico [-0,365; 0,808 ]
Percentil  [-0,470;0,703 ]
BCa [-0,572:0,652]
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Exemplos

Teste de nulidade Hy : p=0vs H; : p#0

m p-valores: 0,5992(Pearson) ; 0,6793 (Kendall) ; 0,6635 (Spearman).

m p-valor bootstrap via estatistica 2%2=2: 0,7250.
p p N
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Exemplo: Modelo linear generalizado

m Seja Y; ~ gama(u;, ¢),i =1, ..., n, independentes,
E(Y)) = i = exp(XiB), V(Yi) = & .

m Estimar (3, ¢).

m Hipdteses de interesse Hy : Bj =0vs Hy : 5; #0; Hy: ¢ =1 vs
Hi: o # 1.

m Conjuntos de dados relativos ao desempenho de 5 tipos de turbina
de avido. Tempo (em unidade de milhdes de cilcos) até a perda de

velocidade.
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Boxplot dos dados das turbinas

|
8
. ‘
8 |
R ‘
2 8
E
g -
o H
H E
o 3 ;

T T T T T
1 2 3 4 5

tipo de turbina

Prof. Caio Azevedo
Métodos de reamostragem



Exemplos

Analise descritiva

m Medidas descritivas.

Tipo Média DP  CV(%) Min Max

10,69 3,27 30,58 3,03 16,84
6,00 246 40,66 3,19 12,75
8,64 294 3403 346 1341
980 3,13 3195 5,88 2546
14,71 3,83 26,08 6,43 2151

ca b W N
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Analise Inferencial

m Modelo: Yj; ~ gama(ui,¢),i=1,2,3,4,5,j=1,2,...,10

Mi:“+aiaa1:0
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Analise Inferencial

m Estimativas de maxima verossimilhanca.

Pardmetro Est. EP  Wald p-valor (t)

w237 0,14 16,42 < 0,0001
o -057 020 -2,79 0,0076
oz -022 020 -1,05 0,3006
aos -0,09 020 -0,43 0,6704
os 0,32 0,20 1,56 0,1254

= ¢ =5,81(1,13), [3,59; 8,01]
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Anilise Inferencial Bootstrap

m Estimativas de maxima verossimilhanga (bootstrap).

Parametro Est. EP 1C(%95)

p 236 015 [2,04:2,62]
a; -058 021 [-0,96;-0,16]
as -022 0,19 [-0,58,0,18]
as -0,10 023 [-0,51;0,38]
as 032 018 [-0,02;0,68]

m ¢ =6,85(1,73), [4,52; 11,19
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Verificacao do ajuste do modelo

m Residuos componente do desvio: sob as validades do modelo devem
apresentar distribuicdo aproximadamente normal padrio.

m Comparar os quantis dos residuos, com os residuos tedricos da
N(0,1).

m Visualmente, muitas vezes, é complicado avaliar a proximidade dos

quantis.

m Solugdo: criar bandas de confianga empiricas.
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Grafico QQplot

Normal Q-Q Plot

Componente do Desvio

Percentis da N(0,1)
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Procedimento para a construcdo do grafico de envelope

Ajustar o modelo de regressdo, obtendo as estimativas ﬁ, (E e os

residuos componente do desvio, r, ..., .

Com as estimativas originais, obtidas no passo 1, gerar n valores,
Y, ..., Y,, ajustar novamento o modelo de regressdo e calcular os

residuos componenente do desvio.

Repetir o passo 2, m vezes, obtendo-se assim,

rk

i=1.,mj=1..m

Colocamos cada grupo de n residuos em ordem crescente,

I’()J,I—]. ,mj=1..m
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Continuacao

Para cada um dos m grupos, obtemos os limites r(*l.), = minjr(*,.)j e
r(*,.)s = maxjr(*;.)j. Assim, os limites correspondentes ao i-ésimo

{ 3 * *
residuo serdo dados por iy € s
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Grafico QQplot com bandas de confianca

Normal Q-Q Plot

Componente do Desvio

Percentis da N(0,1)
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